За тази програма са необходими пакетите VectorCalculus и plots
with(VectorCalculus):with(plots):
Понякога се налага да изобразим не просто една фиксирана равнина, а да показваме фамилия равнини, която притежава общо свойство. Тук ще разгледаме пример за параметризиране на фамилия равнини, въртящи се около права.
Нека правата е зададена параметрично:
l:=m+theta*r
[image: image1.wmf]m
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където m:=<m1,m2,m3>: е точка лежаща на правата, а r:=<r1,r2,r3>:  е вектор, колинеарен с правата.
Отново ще използваме параметричното уравнение на равнината
paramplane:=s+lambda*p+mu*q;,
[image: image2.wmf]s
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където
s:=<s1,s2,s3>:e радиус вектор на фиксирана точка от равнината,
p:=<p1,p2,p3>:q:=<q1,q2,q3>: са два линейно независими вектора, които задават афинна координатна система в равнината, а [image: image3.wmf]l

 и [image: image4.wmf]m

 са произволно менящи се параметри по реалната права.
Една равнина се определя от три точки в пространството. Но ако имаме предварително фиксирана права, през която минава равнината, то за да фиксираме конкретна равнина ни трябва само още едно условие - една точка. Затова фамилията от равнини ще е параметризирана с един параметър - липсващото условие. Когато този параметър се променя ще се получават различни равнини от фамилията, а на картинката ще виждаме равнината, която се върти около правата. Нека означим този параметър с ?

Трябват ни отново 9 условия за да намерим деветте коефициента. Тук обаче задачата ни е по-лесна, понеже имаме наготово правата. Можем да фиксираме s да съвпада с точката на правата m, а единият от векторите на равнината да съвпада по посока с вектора на правата, а другият ще му е ортогонален. На картинката ще видим квадратната част от равнината, така че правата, около която ще се върти ще е успоредна на единия от ръбовете на квадрата и ще е перпендикулярна на другия.

> eq1:=s[1]=m[1];
[image: image5.wmf]s1
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eq2:=s[2]=m[2];
[image: image6.wmf]s2
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eq3:=s[3]=m[3];
[image: image7.wmf]s3
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eq4:=p[1]=r[1]/sqrt(r.r)
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eq5:=p[2]=r[2]/sqrt(r.r)
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eq6:=p[3]=r[3]/sqrt(r.r)
[image: image10.wmf]p3

=

r3

r1

2

C

r2

2

C

r3

2


eq7:=p.q=0
[image: image11.wmf]p1
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eq8:=q.q=1
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Остана само още едно условие. Наистина, не сме указали още никъде параметъра. Всъщност последното условие може да е произволно условие, включващо параметъра α, стига разбира се да не противоречи или да не следва от другите условия. Да пробваме например със следното условие:
> eq9:=q1=alpha
[image: image13.wmf]q1
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Сега да решим системата относно параметъра α
> sols1:=solve({eq1,eq2,eq3,eq4,eq5,eq6,eq7,eq8,eq9},{p1,p2,p3,q1,q2,q3,s1,s2,s3})
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Отново получихме няколко решения, изразени с RootOf. Да си харесаме едно от тях:

> sol1:=allvalues(sols1)[1];

> sol1:=allvalues(sols1)[1];
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Вече сме готови да покажем една права и равнина, минаваща през нея:
> l1coefs:=[m1=1,m2=-0.5,m3=1.5,r1=-1.5,r2=1,r3=0.2]:

l1:=subs(l1coefs,l);
[image: image16.wmf]?
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sigma1:=subs(subs(l1coefs,sol1),paramplane);
[image: image17.wmf]?
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> plotl1:=spacecurve([l1[1],l1[2],l1[3]],theta=-1..1,color=red):
За да покажем равнината в движение ще използваме командата animate за да анимираме действието на командата plot3d, като меним параметъра α да в интервала [-1, 1]:
> animsigma1:=animate(plot3d,[[sigma1[1],sigma1[2],sigma1[3]],lambda=-1..1,mu=-1..1,axes=boxed],alpha=-1..1):

display(plotl1,animsigma1);
[image: image18.png]alpha=-1





Резултатът не е съвсем задоволителен. Вижда се, че при някои стойности на параметъра равнината изчезва! От друга страна пък не всички равнини се виждат. На какво се дължи това? Да видим пак каво избрахме за параметър - първата координата на вектора q. Това всъщност е косинуса на ъгъла, който q сключва с координатната ос Ox. Ако проследите внимателно кадър по кадър анимацията ще се убедите, че е така.Ясно е, че тъй като сме "заковали" равнината за правата, то тя не може да сключва произволни ъгли с Ox! Затова при някои стойности образът се губи.

Какво е тогава добре да изберем като последно условие за параметъра? Отговорът е, че параметърът трябва да отговаря на стойност, която да има ясно значение за нас.

За да постигнем абсолютно равномерно въртене трябва да изберем параметъра да е ъгълът, на който равнината е завъртяна около правата. За да избегнем обаче по сложни сметки, ще се задоволим и с косинуса на този ъгъл - той може да бъде по-лесно пресметнат. В замяна на това движението няма да бъде равномерно, а по синусоиден закон. Това обаче пак е достатъчно равномерно за нашите учебни цели.

Сега трябва да изразим косинуса на ъгъла, за да го включим като последно условие. За целта трябва да си фиксираме отправна точка - там, където ъгълът ще е 0. Да речем, че това ще е тогава, когато равнината е "вертикална". Какво означава това? Това значи векторът Oz да е компланарен с равнината. Да вземем стойността на вектора q в това положение на равнината и да обявим тази стойност за q0. Как да намерим тази стойност? Лесно - просто към условията eq7 и eq8 трябва да добавим условието векторите p, q и Oz да са компланарни, т.е. смесеното им произведение да е 0:

> q0sols:=solve({eq7,eq8,(p &x q).<0,0,1> = 0},{q1,q2,q3});
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Получихме няколко решения - наистина, два противоположни вектора удовлетворяват нашите изисквания. Да си изберем един от тях:
> q0sol:=allvalues(q0sols)[1];
[image: image20.wmf]4
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q0:=subs(q0sol,q);
[image: image21.wmf]?
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Сега вече лесно ще изразим последното си условие: то ще бъде векторите q и q0 да сключват ъгъл с косинус α:
> eq9:=alpha=q.q0/(sqrt(q.q)*sqrt(q0.q0));
[image: image22.wmf]a
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Най-накрая можем да решим системата с новото условие:
· sols2:=solve({eq1,eq2,eq3,eq4,eq5,eq6,eq7,eq8,eq9},{p1,p2,p3,q1,q2,q3,s1,s2,s3})
…

Дълго, нали? Да си харесаме едно решение:
> sol2:=allvalues(sols2)[1];
…
Вече сме готови да покажем същата права с новата равнина, минаваща през нея:
sigma2:=subs(subs(l1coefs,sol2),paramplane);
[image: image23.wmf]?
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> animsigma2:=animate(plot3d,[[sigma2[1],sigma2[2],sigma2[3]],lambda=-1..1,mu=-1..1,axes=boxed],alpha=-1..1):

display(plotl1,animsigma2);
[image: image24.png]



Доста по-добре, нали? Но има още какво да се желае. Вече не се губят равнини, обаче пък щом стойността на параметъра стигне 0, равнината се връща наобратно! Защо ли се получава така? Ами сещате се че си избрахме едно от решенията. Всъщност другите решения са същите като абсолютна стойност, но се различават по знак. Ако погледнете внимателно израза за sol2 ще видите, че там α винаги участва в четна степен. Значи не е чудно, че равнината се връща! Трябва някакси да сменим знака на решението когато знака на α се смени. За целта ще използваме функцията signum, която връща знака на аргумента си (-1, 0 или 1) и с нейна помощ малко ще променим решението, което използваме, по-точно ще умножим третата координата на вектора q по signum(alpha)
sol3:={p1=subs(sol2,p1),p2=subs(sol2,p2),p3=subs(sol2,p3),s1=subs(sol2,s1),s2=subs(sol2,s2),s3=subs(sol2,s3),q1=subs(sol2,q1),q2=subs(sol2,q2),q3=signum(alpha)*subs(sol2,q3)};
Да сметнем новата равнина:
sigma3:=subs(subs(l1coefs,sol3),paramplane);
[image: image25.wmf]?
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Сега вече всичко трябва да е наред:
animsigma3:=animate(plot3d,[[sigma3[1],sigma3[2],sigma3[3]],lambda=-1..1,mu=-1..1,axes=boxed],alpha=-1..1):

display(plotl1,animsigma3);
[image: image26.png]05

alpha=-1

15

05
00
05




