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Ãëàâà 1

Âåêòîðíî ñìÿòàíå è ïðèëîæåíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè,

îñíîâàâàùè ñå íà çàêîíè çà

çàïàçâàíå � âúâåäåíèå. Âúâåäåíèå

â Íþòîíîâàòà ìåõàíèêà.

Êîãàòî èñêàìå äà îïèøåì äàäåí ðåàëåí ïðîöåñ, íèå òðÿáâà äà èçáåðåì îñíîâ-
íèòå âåëè÷èíè, êîèòî ãî õàðàêòåðèçèðàò, è äà ñúñòàâèì ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë,
êîéòî ãè ñâúðçâà. Íàé-îáùî ìîæåì äà ðàçäåëèì âåëè÷èíèòå íà:

• ñêàëàðíè âåëè÷èíè: òåìïåðàòóðà, âðåìå, íàëÿãàíå, ïëúòíîñò, ìàñà è äð.;

• âåêòîðíè âåëè÷èíè:

� âåëè÷èíè, êîèòî ñå õàðàêòåðèçèðàò ñ ãîëåìèíà è ïîñîêà: ñêîðîñò, ñè-
ëà, ïîòîê, îòìåñòâàíå è äð.

� âåëè÷èíè, êîèòî ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò êàòî ñïèñúöè îò ÷èñëà/ñïèñúöè
îò ñêàëàðíè âåëè÷èíè: ñúñòîÿíèåòî íà äâóìåðíà ñèñòåìà õèùíèê-
æåðòâà (ò.å. ñïèñúê îò ñêàëàðíèòå ÷èñëåíîñòè íà õèùíèêà è æåðòâà-
òà), ñåäìè÷íèÿò îáîðîò çà ïåðèîä îò 4 ñåäìèöè è äð.

• òåíçîðíè âåëè÷èíè: òÿõ ùå êîìåíòèðàìå ïî-íàòàòúê â êóðñà; òàêèâà ñà
íàïðèìåð íàïðåæåíèÿòà è äåôîðìàöèèòå â äàäåíî åëàñòè÷íî òÿëî.

Ïúðâàòà öåë íà íàñòîÿùèÿ êóðñ ùå áúäå äà ðàçãëåäàìå ìàòåìàòè÷åñêèòå
îáåêòè, êîèòî îïèñâàò òåçè âåëè÷èíè � ñêàëàðè è âåêòîðè, ñêàëàðíè è âåêòîð-
íè ôóíêöèè � è äà èçó÷èì ðàáîòàòà ñ òÿõ. Â ñúùîòî âðåìå ùå äàäåì ïðèìåðè
çà äâà âàæíè êëàñà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè (ìîäåëè íà êëàñè÷åñêàòà Íþòîíîâà
ìåõàíèêà è ìîäåëè íà òîïëî- è ìàñî-ïðåíîñ). Îò åäíà ñòðàíà, òå ùå íè ïîñ-
ëóæàò êàòî èëþñòðàöèÿ íà ðàçãëåæäàíàòà òåîðèÿ, íî ñàìè ïî ñåáå ñè òå ñà â
îñíîâàòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå íà ìíîãî ðåàëíè ïðîöåñè. Ñúùî òà-
êà, èçó÷àâàíåòî èì å âàæíà ñòúïêà êúì ìîäåëèðàíåòî íà ïî-ñëîæíè, íàïðèìåð
ìíîãîêîìïîíåíòíè, ôèçè÷åñêè ñèñòåìè, êúäåòî òå èãðàÿò ðîëÿòà íà ãðàäèâíè
áëîêîâå â ðàçãëåæäàíèòå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè.
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1.1 Âåêòîðè â Rn. Âåêòîðíè ôóíêöèè íà åäèí

ñêàëàðåí àðãóìåíò.

Ìíîãî ÷åñòî âåêòîðíèòå âåëè÷èíè ñå ïðåäñòàâÿò ìàòåìàòè÷åñêè ÷ðåç àëãåáðè÷-
íè âåêòîðè îò Rn � ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè íàðåäåíè n-òîðêè îò ðåàëíè ÷èñëà:

Rn := {(x1, . . . , xn)T : xi ∈ R, i = 1, n}.

Ùå ñå óñëîâèì, êîãàòî ãîâîðèì çà âåêòîðè îò Rn, äà èìàìå ïðåäâèä âåêòîð-
ñòúëáîâå, àêî íå ñìå óòî÷íèëè ïðîòèâíîòî èëè êîíòåêñòúò íå ãî èçèñêâà. Âåê-
òîðè ùå îòáåëÿçâàìå ñ ~x èëè x̄ â ðúêîïèñåí òåêñò è ñ x â ïå÷àòåí.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå, âåêòîðíè ñà òåçè âåëè÷èíè, êîèòî ñå õàðàêòåðèçèðàò
ñ ãîëåìèíà è ïîñîêà èëè êîèòî ïðåäñòàâëÿâàò ñïèñúöè îò ÷èñëà/ñïèñúöè îò
ñêàëàðíè âåëè÷èíè. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé (ñïèñúê îò ÷èñëà), èçïîëçâàíåòî íà
àëãåáðè÷íè âåêòîðè å ñúâñåì åñòåñòâåíî.

Ïðèìåð 1. Äà ðàçãëåäàìå ïðèìåðíà òàáëèöà, ñúäúðæàùà äàííè çà ïðèõîäèòå
îò äâà ðàçëè÷íè ïðîäóêòà çà ïåðèîä îò 4 ñåäìèöè:

Ïðîäóêò 1 Ïðîäóêò 2
Ñåäìèöà 1 1325 2125
Ñåäìèöà 2 775 2005
Ñåäìèöà 3 1822 1008
Ñåäìèöà 4 2008 2286

Èíôîðìàöèÿòà çà âñåêè åäèí îò ïðîäóêòèòå å âåêòîðíà âåëè÷èíà, êîÿòî
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ñúñ ñëåäíèòå âåêòîð-ñòúëáîâå.

p1 =


1325
775
1822
2008

 è p2 =


2125
2005
1008
2286

 .
Àíàëîãè÷íî èíôîðìàöèÿòà çà âñÿêà ñåäìèöà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ñúñ ñëåä-

íèòå âåêòîð-ðåäîâå:

r1 = [1325, 2125], r2 = [775, 2005], r3 = [1822, 1008], r4 = [2008, 2286].

Òàêà, àêî èñêàìå äà íàìåðèì îáùèÿ ïðèõîä îò äâàòà ïðîäóêòà çà âñÿêà
ñåäìèöà, òðÿáâà äà ïðåñåìåòíåì ñóìàòà p1 + p2.

Ïðèìåð 2. Ìîìåíòíîòî ñúñòîÿíèå íà äâóìåðíà (èëè ïîâå÷å-ìåðíà) ôèçè÷åñêà
ñèñòåìà ñúùî å åñòåñòâåíî äà ñå ïðåäñòàâè êàòî íàðåäåíà n-òîðêà. Òàêà íàï-
ðèìåð, àêî ðàçãëåæäàìå åäíà åêîñèñòåìà îò òèï õèùíèê-æåðòâà, òî íåéíîòî
ìîìåíòíî ñúñòîÿíèå ìîæå äà ñå îïèøå ÷ðåç íàðåäåíàòà äâîéêà (N,P )T , êúäåòî
N å ÷èñëåíîñòòà íà æåðòâèòå, à P � ÷èñëåíîñòòà íà õèùíèöèòå.

Êîãàòî ðàçãëåæäàìå âåêòîðíà âåëè÷èíà, êîÿòî ñå õàðàêòåðèçèðà ñ ãîëåìèíà
è ïîñîêà, åñòåñòâåíèÿò ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò, êîéòî ÿ ïðåäñòàâÿ, å ãåîìåòðè-
÷èíèÿò âåêòîð (íàñî÷åíà îòñå÷êà èëè ïî-òî÷íî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ðàâíè
íàñî÷åíè îòñå÷êè).

Íåêà ðàçãëåäàìå çàâèñèìîñòèòå, ïðåäñòàâåíè íà ñëåäíàòà ôèãóðà:
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Êîãàòî èñêàìå äà ôîðìóëèðàìå äàäåí ôèçè÷åí ìîäåë, îáèêíîâåíî å äîáðå òîâà
äà ñòàíå â òàçè îáùà ïîñòàíîâêà (îïåðàòîðåí âèä), çàùîòî òÿ å íåçàâèñèìà
îò êîíêðåòíàòà ãåîìåòðèÿ íà çàäà÷àòà, ðàçìåðíîñòòà, èçáîðà íà êîîðäèíàòíà
ñèñòåìà è äð. Ùå êàçâàìå, ÷å å ãåîìåòðè÷åñêè èíâàðèàíòíà.

Êîãàòî èñêàìå äà ðàáîòèì ñ ìîäåëà îáà÷å (äà ãî ðåøèì, äà íàïðàâèì äàäåíè
ïðåîáðàçîâàíèÿ è ò.í.), å íåîáõîäèìî äà âúâåäåì êîîðäèíàòíà ñèñòåìà, çà äà
ìîæåì äà ðàáîòèì ñúñ ñúîòâåòíèòå âåëè÷èíè, èçïîëçâàéêè èçâåñòíèòå àëãåá-
ðè÷íè è àíàëèòè÷íè îïåðàöèè. Ñ äðóãè äóìè, ðàáîòàòà ñ ôèçè÷íè âåëè÷èíè
ñúùî ñå ñâåæäà äî ðàáîòàòà ñ àëãåáðè÷íè âåêòîðè.
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N.B. 1

Òðÿáâà ÿñíî äà îñúçíàâàìå îáà÷å, ÷å ãåîìåòðè÷íèòå è àëãåáðè÷íèòå âåê-
òîðè ñà ðàçëè÷íè îáåêòè. Âçàèìíî-åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó òÿõ
ñúùåñòâóâà ñàìî ùî ñå îòíàñÿ äî ëèíåéíèòå îïåðàöèè (ñúáèðàíå è óìíî-
æåíèå ñúñ ñêàëàð). Òîâà å îñîáåíî âàæíî â íåîðòîãîíàëíè êîîðäèíàòíè
ñèñòåìè, íî ùå ñå âúðíåì íà òîçè âúïðîñ ïî-íàòàòúê.

Ùå çàïî÷íåì èçó÷àâàíåòî íà ðàáîòàòà ñ âåêòîðíè âåëè÷èíè, êàòî ïðèïîì-
íèì äâå îñíîâíè îïåðàöèè ñ âåêòîðè è êîìåíòèðàìå òÿõíîòî çíà÷åíèå îò ïðè-
ëîæíà ãëåäíà òî÷êà.

Ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå

Äåôèíèöèÿ 1

Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà ãåîìåòðè÷íèòå âåêòîðè a è b ñå äåôèíèðà
÷ðåç

a · b := ‖a‖‖b‖ cos∠(a,b).

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å å â ñèëà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 1

Íåêà a = a1î+a2ĵ+a3k̂ è b = b1î+ b2ĵ+ b3k̂, êúäåòî î, ĵ, k̂ å ñòàíäàðòíèÿò
áàçèñ íà ïðîñòðàíñòâîòî îò ãåîìåòðè÷íè âåêòîðè. Òîãàâà

a · b =
3∑
i=1

aibi.

Çàáåëåæêà. Âàæåí â ïîñëåäíîòî òâúðäåíèå å ôàêòúò, ÷å î, ĵ, k̂ îáðàçóâàò îðòî-
íîðìèðàí áàçèñ.

Ïîñëåäíîòî òâúðäåíèå íè äàâà îñíîâàíèå äà âúâåäåì ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ
çà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rn

Äåôèíèöèÿ 2

Ñòàíäàðòíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rn ñå äåôèíèðà ÷ðåç

a · b =
n∑
i=1

aibi.

Êàêâî íè äàâà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå?

Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî îñíîâíè ïðèëîæåíèÿ íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå, êî-
èòî ùå èãðàÿò êëþ÷îâà ðîëÿ â ïî-íàòàòúøíîòî íè èçó÷àâàíå íà ïðèëîæíà
ìàòåìàòèêà:
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(i) Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå âúâåæäà ãåîìåòðèÿ â äàäåíî ïðîñòðàíñòâî, òúé
êàòî ÷ðåç íåãî ìîæåì äà äåôèíèðàìå úãëè,

cos θ =
a · b
‖a‖‖b‖

.

Â ÷àñòíîñò
a ⊥ b ò.ñ.ò.ê. a · b = 0.

(ii) Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íè äàâà âúçìîæíîñò äà ïðåñìÿòàìå
ïðîåêöèè. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ôèãóðà:

a

b

Α

ÈÈProja b||=||b||cos Α

Îò íåÿ ìîæå ëåñíî äà ñå ñúîáðàçÿò ñëåäíèòå ðàâåíñòâà çà ñêàëàðíàòà è
âåêòîðíàòà îðòîãîíàëíè ïðîåêöèè (êîèòî çà êðàòêîñò ùå íàðè÷àìå ñúîò-
âåòíî êîìïîíåíòà è ïðîåêöèÿ):

compab =
a · b
‖a‖

,

projab = (compab)
a

‖a‖
=

(
a · b
‖a‖

)
a

‖a‖
.

Â ÷àñòíîñò, àêî èñêàìå äà íàìåðèì êîìïîíåíòàòà íà âåêòîðà b âúðõó åäè-
íè÷íèÿ âåêòîð a (èëè, êàçàíî ïî äðóã íà÷èí, äà íàìåðèì êîìïîíåíòàòà íà
b â äàäåíî íàïðàâëåíèå a), êîåòî å ìîæå áè íàé-âàæíèÿò îò ïðàêòè÷åñêà
ãëåäíà òî÷êà ñëó÷àé, òî èìàìå

compab = a · b,

à ïðîåêöèÿòà å
projab = (a · b)a.

(iii) Âúâ ôèçèêàòà ðàáîòàòà W , êîÿòî ñå èçâúðøâà îò ïîñòîÿííà ñèëà, ñå äå-
ôèíèðà êàòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå íà ñèëàòà F è îòìåñòâàíåòî d:

W = F · d
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Âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå

Â äàäåíè ñèòóàöèè å ïîëåçíî äà ìîæåì ïî äàäåíè âåêòîðè a = (a1, a2, a3),
b = (b1, b2, b3) äà íàìåðèì âåêòîð c = (c1, c2, c3), êîéòî å ïåðïåíäèêóëÿðåí íà
ïúðâèòå äâà. Íåãîâèòå êîîðäèíàòè òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâàò

a1c1 + a2c2 + a3c3 = 0,

b1c1 + b2c2 + b3c3 = 0.

Óìíîæàâàéêè ïúðâîòî óðàâíåíèå ñ b3, à âòîðîòî � ñ a3 è èçâàæäàéêè âòîðîòî
îò ïúðâîòî, ïîëó÷àâàìå

(a1b3 − a3b1)c1 + (a2b3 − a3b2)c2 = 0.

Åäíî î÷åâèäíî ðåøåíèå íà ïîñëåäíîòî å

c1 = a2b3 − a3b2, c2 = −a1b3 + a3b1.

Îòòóê çà c3 ïîëó÷àâàìå

c3 = a1b2 − a2b1.

Âçåìàéêè ïðåäâèä êàçàíîòî äîòóê, äåôèíèðàìå âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå ïî ñëåä-
íèÿ íà÷èí:

Äåôèíèöèÿ 3

Âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðèòå a è b ñå äåôèíèðà ÷ðåç

a× b :=

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ .

Ïîñëåäíàòà äåôèíèöèÿ å â êîîðäèíàòíà ôîðìà, ò.å. çàâèñè îò èçáîðà íà
êîîðäèíàòíà ñèñòåìà. Íèå ùå ñå ñòðåìèì, êîãàòî òîâà å âúçìîæíî è öåëåñúîá-
ðàçíî, äà äàâàìå ãåîìåòðè÷íî-èíâàðèàíòíè äåôèíèöèè íà ðàçãëåæäàíèòå ïî-
íÿòèÿ. Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å çà âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå å â ñèëà ñëåäíàòà
äåôèíèöèÿ.
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Äåôèíèöèÿ 4

Âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå a × b å âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðåí íà a è b, îá-
ðàçóâàù ïîëîæèòåëíî îðèåíòèðàíà òðîéêà a,b, a× b è èìàù äúëæèíà

|a× b| = |a||b| sin∠(a,b).

Êàêâî íè äàâà âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå?

Ùå îáúðíåì âíèìàíèå íà ñëåäíèòå ïðèëîæåíèÿ íà âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå
(âæ. ïúðâàòà èëþñòðàöèÿ êúì äåôèíèöèÿòà):

(i) Ïúðâîòî î÷åâèäíî ïðèëîæåíèå å çà íàìèðàíå íà ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîð
íà äðóãè äâà âåêòîðà è íîðìàëåí âåêòîð íà ðàâíèíà.

(ii) Âçåìàéêè ïðåäâèä ãåîìåòðè÷åñêè-èíâàðèàíòíàòà äåôèíèöèÿ å ÿñíî, ÷å
âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå íè äàâà êðèòåðèé çà êîëèíåàðíîñò/óñïîðåäíîñò.
Â ñèëà å

à ‖ b ò.ñ.ò.ê. a× b = 0.

(iii) Ãîëåìèíàòà íà a×b äàâà ëèöåòî íà óñïîðåäíèêà, îïðåäåëåí îò âåêòîðèòå
a è b.

(iv) Âúâ ôèçèêàòà ìîìåíòúò τ íà äàäåíà ñèëà F îêîëî äàäåíà òî÷êà Î å

τ = r× F,

êúäåòî r e âåêòîð, ñâúðçâàù òî÷êàòà Î è òî÷êàòà, â êîÿòî å ïðèëîæåíà
ñèëàòà. Ùå ãîâîðèì ïî-ïîäðîáíî çà òîâà ïîíÿòèå â òåìà 1.7. Äîñòàòú÷íî
å çàñåãà äà îòáåëåæèì, ÷å òî å ñâúðçàíî ñ òåíäåíöèÿòà íà ñèëàòà äà âúðòè
äàäåí îáåêò, ôèêñèðàí â òî÷êàòà O:
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Ñêàëàðíè è âåêòîðíè ôóíêöèè

Êàêòî îòáåëÿçàõìå, äàäåí êîíêðåòåí âåêòîð ìîæå äà îïèøå ñòàòè÷åí îáåêò èëè
ìîìåíòíî ñúñòîÿíèå íà äàäåí ïðîöåñ èëè äàäåíà ñèñòåìà. Íåùàòà îêîëî íàñ îáà-
÷å ñå èçìåíÿò � êàêòî âúâ âðåìåòî, òàêà è â ïðîñòðàíñòâîòî. Ìàòåìàòè÷åñêèòå
îáåêòè, êîèòî îïèñâàò òåçè èçìåíåíèÿ, ñà ôóíêöèèòå. Íàé-÷åñòî íåçàâèñèìèòå
ïðîìåíëèâè ñà ïðîñòðàíñòâåíè ïðîìåíëèâè (îò åäíà äî òðè) è åäíà âðåìåâà
ïðîìåíëèâà. Ðàçáèðà ñå, ðàçãëåæäàìå è ôóíêöèè êàê äàäåíè âåëè÷èíè çàâè-
ñÿò ïîìåæäó ñè, íàïðèìåð îáåìúò íà äàäåí ãàç êàòî ôóíêöèÿ íà íàëÿãàíåòî è
òåìïåðàòóðàòà, ïðîèçâîäñòâîòî êàòî ôóíêöèÿ íà òúðñåíåòî è äð. Ùå íàïðàâèì
ñëåäíàòà êëàñèôèêàöèÿ:

• Ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà ñêàëàðåí àðãóìåíò, íàïðèìåð ÷èñëåíîñòòà íà äàäå-
íè îðãàíèçìè êàòî ôóíêöèÿ íà âðåìåòî, N(t), âèñî÷èíàòà íà âñÿêà òî÷êà
îò äàäåí çàêà÷åí êàáåë/âåðèãà êàòî ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîñòðàíñòâåíà ïðî-
ìåíëèâà, h(x), è äð.

• Âåêòîðíà ôóíêöèÿ íà ñêàëàðåí àðãóìåíò, íàïðèìåð ñêîðîñòòà êàòî ôóí-
êöèÿ íà âðåìåòî v(t), ñúñòîÿíèåòî íà ñèñòåìà õèùíèê-æåðòâà êàòî ôóí-
êöèÿ íà âðåìåòî, (N(t), P (t)) è äð.

• Ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà âåêòîðåí àðãóìåíò/íà ìíîãî ïðîìåíëèâè, íàïðè-
ìåð òåìïåðàòóðàòà êàòî ôóíêöèÿ íà äâå ïðîñòðàíñòâåíè ïðîìåíëèâè (èëè,
êîåòî å åêâèâàëåíòíî, íà âåêòîðíà ïðîìåíëèâà ñ äâå êîìïîíåíòè), u(x, y) =
u(x), íàëÿãàíåòî êàòî ôóíêöèÿ íà òðè ïðîñòðàíñòâåíè è åäíà âðåìåâà
ïðîìåíëèâè, p(x, y, z, t) = p(x, t) è äð.

• Âåêòîðíà ôóíêöèÿ íà âåêòîðåí àðãóìåíò, íàïðèìåð ïîòîêúò íà äàäåíî âå-
ùåñòâî/íà òîïëèíà êàòî ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâåíè ïðîìåíëèâè, j(x) =
j(x, y), ñúñòîÿíèåòî íà äàäåíà ñèñòåìà õèùíèê-æåðòâà êàòî ôóíêöèÿ íà
äâå ïðîñòðàíñòâåíè è åäíà âðåìåâà ïðîìåíëèâè, (N(x, y, t), P (x, y, t))T , è
äð.
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Ùå ðàçãëåäàìå ðàáîòàòà ñ âñåêè îò òåçè âèäîâå ôóíêöèè, êàòî ùå çà-
ïî÷íåì ñ èçó÷àâàíåòî íà âåêòîðíèòå ôóíêöèè íà ñêàëàðåí àðãóìåíò. Òúé
êàòî ñêàëàðíèòå ôóíêöèè íà ñêàëàðåí àðãóìåíò ñà äîñòàòú÷íî äîáðå ïîç-
íàòè, à è ñà ÷àñòåí ñëó÷àé íà âåêòîðíè ôóíêöèè íà ñêàëàðåí àðãóìåíò,
íÿìà äà ñå ñïèðàìå ñïåöèàëíî íà òÿõ.

Âåêòîðíè ôóíêöèè íà ñêàëàðåí àðãóìåíò

Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿ u(t), êúäåòî u å âåêòîðíà âåëè÷èíà. Â êîîðäèíàòíà ôîð-
ìà ìîæåì äà çàïèøåì u(t) = (u1(t), . . . , un(t))T .

Ìîæåì äà âèçóàëèçèðàìå äàäåíà âåêòîðíà ôóíêöèÿ, êàòî:

• ïîñòðîèì ãðàôèêàòà íà âñÿêà îò êîìïîíåíòèòå ïîîòäåëíî;

• èçîáðàçèì ïàðàìåòðè÷íàòà êðèâà, ñúîòâåòñòâàùà íà u(t) (òîâà, ðàçáèðà
ñå, å âúçìîæíî ñàìî â 2D è 3D).

Ïðèìåð 3. Äà ðàçãëåäàìå êîíñòàíòíàòà âåêòîðíà ôóíêöèÿ f(s) = (3, 5). Ïà-
ðàìåòðè÷íàòà êðèâà, êîÿòî �è ñúîòâåòñòâà ñå ñúñòîè ñàìî îò åäíà òî÷êà:

ææ

1 2 3 4 5 6
x

2

4

6

8

10

y

Ñúîòâåòíî ãðàôèêèòå íà íåéíèòå êîìïîíåíòè ñà ïðàâè, óñïîðåäíè íà àáñöèñàòà:

2 4 6 8 10
t

1

2

3

4

5

6

xHtL

2 4 6 8 10
t

2

4

6

8

10

yHtL

Ïðèìåð 4. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

f(t) = cos t̂i+ sin t̂j+ tk̂

(cos t, sin t, t).

Ïî-äîëó e âèçóàëèçèðàía ïàðàìåòðè÷íàòà êðèâà, ñúîòâåòñòâàùà íà ôóíêöèÿòà
(âæ. ñúùî ôàéëà Lecture1.nb).
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Âåêòîðíèòå ôóíêöèè íà åäèí ñêàëàðåí àðãóìåíò îïèñâàò:

• ãåîìåòðè÷åí îáåêò - êðèâà â 2D è 3D, ôîðìàòà íà äúëúã è òúíúê îáåêò,
òðàåêòîðèÿòà íà äàäåíà ÷àñòèöà â ïðîñòðàíñòâîòî;

• âñÿêà âåêòîðíà âåëè÷èíà (ñèëà, ñêîðîñò è äð.) êàòî ôóíêöèÿ íà âðåìåòî
èëè íà åäíà ïðîñòðàíñòâåíà ïðîìåíëèâà;

• ñïèñúê îò íÿêîëêî ñêàëàðíè ôóíêöèè, êîèòî çàåäíî îïèñâàò äàäåíà ôè-
çè÷åñêà ñèñòåìà (íàé-÷åñòî íåéíàòà åâîëþöèÿ âúâ âðåìåòî).

Â ïúðâèòå äâå óïðàæíåíèÿ ùå áúäàò äàäåíè ïðèìåðè çà òåçè ïðèëîæåíèÿ.

Îñíîâíàòà îïåðàöèÿ, íà êîÿòî ñå áàçèðà öÿëîòî äèôåðåíöèàëíî è èíòåã-
ðàëíî ñìÿòàíå, å ãðàíè÷íèÿò ïðåõîä. Íåêà ñ ρ(f, g) îçíà÷àâàìå ðàçñòîÿíèåòî
ìåæäó äâà îáåêòà. Íåêà çàñåãà ñè ìèñëèì, ÷å òîâà å Åâêëèäîâîòî ðàçñòîÿíèå,
ò.å.

ρ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2,

íî âñè÷êè äåôèíèöèè è òâúðäåíèÿ, ïðèâåäåíè ïî-äîëó, îñòàâàò âàëèäíè è çà
ïðîèçâîëåí äðóã èçáîð, ïðåäâèä åêâèâàëåíòíîñòòà íà íîðìèòå â äàäåíî êðàé-
íîìåðíî ïðîñòðàíñòâî, êîÿòî ùå êîìåíòèðàìå ïî-êúñíî â êóðñà.
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Äåôèíèöèÿ 5

Êàçâàìå, ÷å
lim
t→a

f(t) = L,

àêî çà âñÿêî ε > 0 ìîæåì äà íàìåðèì δ = δ(ε) òàêîâà, ÷å îò |t − a| < δ,
t 6= a ñëåäâà ρ(f(t),L) < ε.

Ìîæåì äà íàìåðèì ãðàíèöàòà íà äàäåíà âåêòîðíà ôóíêöèÿ, êàòî íàìåðèì
ãðàíèöèòå íà âñè÷êè íåéíè êîìïîíåíòè ïîîòäåëíî.

Òâúðäåíèå 2

Íåêà f(t) = (f1(t), . . . , fn(t)). Òîãàâà

lim
t→a

f(t) = (lim
t→a

f1(t), . . . , lim
t→a

fn(t)).

Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å.

lim
t→a

f(t) = L = (L1, . . . , Ln),

íî limt→a fi(t) 6= Li çà íÿêîå i. Òîâà îçíà÷àâà äâå íåùà

• Çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ÷èñëî δ òàêîâà, ÷å àêî |t− a| < δ, t 6= a, òîãàâà
ρ(f(t),L) < ε;

• Çà íÿêîå ε > 0, áåç çíà÷åíèå îò èçáîðà íè íà δ, ñúùåñòâóâà t òàêîâà, ÷å
|t− a| < δ, t 6= a, íî |fi(t)− Li| > ε. Íî òîâà îçíà÷àâà, ÷å ρ(f(t),L) > ε.

Äâåòå ñà î÷åâèäíî â ïðîòèâîðå÷åèå, êîåòî äîêàçâà òâúðäåíèåòî.

Âå÷å ñìå ãîòîâè äà äåôèíèðàìå ïîíÿòèåòî ïðîèçâîäíà íà âåêòîðíà ôóíêöèÿ
íà ñêàëàðåí àðãóìåíò.

Äåôèíèöèÿ 6

Ïðîèçâîäíàòà íà âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ f(t) â òî÷êàòà t0 ñå äåôèíèðà ÷ðåç

df

dt
:= lim

h→0

f(t0 + h)− f(t0)

h
,

êîãàòî ãðàíèöàòà ñúùåñòâóâà.

Âçåìàéêè ïðåäâèä ôàêòà, ÷å ìîæåì äà ïðåñìÿòàìå ãðàíèöè ïîêîìïîíåíòíî,
òî ñëåäíîòî å î÷åâèäíî.

Òâúðäåíèå 3

Ìîæåì äà äèôåðåíöèðàìå äàäåíà âåêòîðíà ôóíêöèÿ, êàòî äèôåðåíöèðà-
ìå âñÿêà îò êîìïîíåíòèòå �è ïîîòäåëíî, ò.å.

r′(t) = (f ′1(t), . . . , f ′n(t)).
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Êàêòî çíàåì, ïðîèçâîäíàòà íà äàäåíà ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà ñêàëàðåí àðãó-
ìåíò äàâà íàêëîíà íà äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà. Òÿ ìîæå
äà áúäå èíòåïðåòèðàíà è êàòî ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå íà ôóíêöèÿòà â äàäåíàòà
òî÷êà.

Íåêà ñåãà èíòåðïðåòèðàìå ïðîèçâîäíàòà íà äàäåíà âåêòîðíà ôóíêöèÿ. Îò
åäíà ñòðàíà, òÿ äàâà ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå íà âñÿêà îòäåëíà êîìïîíåíòà íà
ôóíêöèÿòà. Àêî íàïðèìåð ðàçãëåæäàìå ïîçèöèÿòà íà ÷àñòèöà êàòî ôóíêöèÿ
íà âðåìåòî, òî ïðîèçâîäíàòà ùå íè äàäå âåêòîðà íà ñêîðîñòòà â ñúîòâåòíèÿ
ìîìåíò îò âðåìå. Àêî ôóíêöèÿòà îïèñâà ñèñòåìàòà õèùíèê-æåðòâà îò ïðåäèø-
íèÿ ïðèìåð, òî âñÿêà îò êîìïîíåíòèòå íà ïðîèçâîäíàòà ùå äàäå ñêîðîñòòà íà
èçìåíåíèå ñúîòâåòíî íà ÷èñëåíîñòèòå íà æåðòâàòà è õóùíèêà.

Íåêà ñåãà ñå êîíöåíòðèðàìå âúðõó ãåîìåòðè÷íîòî çíà÷åíèå íà ïðîèçâîäíàòà,
ò.å. êîãàòî èíòåðïðåòèðàìå (èëè âèçóàëèçèðàìå) äàäåíà âåêòîðíà ôóíêöèÿ êàòî
ïàðàìåòðè÷íà êðèâà. Òîãàâà ÷èñëèòåëÿò â äèôåðåí÷íîòî ÷àñòíî

f(t0 + h)− f(t0)

h

å âåêòîð, ñâúðçâàù òî÷êèòå f(t0) è f(t0 + h). Ñëåäîâàòåëíî äèôåðåí÷íîòî ÷àñ-
òíî å âåêòîð â ñúùîòî íàïðàâëåíèå. Àêî ïóñíåì h → 0, òîãàâà äèôåðåí÷íîòî
÷àñòíî ùå êëîíè êúì âåêòîð, êîéòî å äîïèðàòåëåí êúì ïàðàìåòðè÷íàòà êðèâà
â òî÷êàòà t0 (âæ. ôèãóðàòà, êúäåòî T å åäèíè÷åí äîïèðàòåëåí âåêòîð).

æ

æ

f Ht0 + hL - f Ht0L
h

T
f ’Ht0Lf Ht0L

f Ht0+hL

Àíèìèðàíà âèçóàëèçàöèÿ íà ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ìîæå äà áúäå íàìåðåíà âúâ
ôàéëà Lecture1.nb.

N.B. 2

Ãåîìåòðè÷íî ïðîèçâîäíàòà íà âåêòîðíà ôóíêöèÿ å âåêòîð, êîéòî å äîïè-
ðàòåëåí êúì ïàðàìåòðè÷íàòà êðèâà, îïðåäåëåíà îò ôóíêöèÿòà.

Ïðèìåð 5. Äà íàìåðèì åäèíè÷åí äîïèðàòåëåí âåêòîð êúì êðèâàòà (helix),
îïðåäåëåíà îò

f(t) = (cos t, sin t, t)

â òî÷êàòà (0, 1, π/2).
Òàçè òî÷êà îò êðèâàòà ñå ïîëó÷àâà ïðè t = π/2.
Èìàìå f′(t) = (− sin t, cos t, 1) è ñëåäîâàòåëíî åäèíè÷íèÿò äîïèðàòåëåí âåê-

òîð å
f′(π/2)

‖f′(π/2)‖
= (−1, 0, 1)/

√
2.
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Àíèìàöèÿ êúì ïðèìåðà ìîæå äà áúäå îòêðèòà âúâ ôàéëà Lecture1.nb.

Íàêðàÿ íà íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå ïðèâåäåì íÿêîè ñâîéñòâà íà ïðîèçâîä-
íàòà íà âåêòîðíà ôóíêöèÿ. Â ëåêöèèòå íà íàñòîÿùèÿ êóðñ îáèêíîâåíî íÿìà äà
äîêàçâàìå ôîðìóëè îò òîçè òèï ïî äâå ïðè÷èíè:

• äîêàçàòåëñòâàòà îáèêíîâåíî ñà ÷èñòî òåõíè÷åñêè è ìîãàò äà áúäàò íàï-
ðàâåíè ëåñíî çà óïðàæíåíèå (ñúîòâåòíè çàäà÷è ùå áúäàò âêëþ÷åíè êúì
âñÿêà òåìà);

• òåçè ôîðìóëè ìîãàò äà áúäàò ëåñíî íàìåðåíè âúâ âñåêè ñïðàâî÷íèê èëè
â èíòåðíåò, êîãàòî òÿõíîòî ïðèëàãàíå å íåîáõîäèìî.

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå êëàñè÷åñêè ñâîéñòâà íà ïðîèçâîäíàòà:

(i)
d

dt
[u(t) + v(t)] =

du

dt
+
dv

dt
;

(ii)
d

dt
[cu(t)] = c

du

dt
;

(iii)
d

dt
[f(t)u(t)] =

df

dt
u(t) + f(t)

du

dt
;

(iv)
d

dt
[u(t) · v(t)] =

du

dt
· v(t) + u(t) · dv

dt
;

(v)
d

dt
[u(t)× v(t)] =

du

dt
× v(t) + u(t)× dv

dt
.
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1.2 Äâèæåíèå íà ÷àñòèöà. Ñòàòèêà. Âòîðè çàêîí

íà Íþòîí. Äâèæåíèå ïî îêðúæíîñò è ïî êðè-

âîëèíåéíà òðàåêòîðèÿ. Çàêîí íà Íþòîí çà

ãðàâèòàöèÿòà. Çàêîí íà Õóê (ëèíåéíà åëàñ-

òè÷íîñò). Ñèëè íà òðèåíå è ñúïðîòèâëåíèå.

Ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè íà ìåõàíè÷íè ñèñòåìè èãðàÿò öåíòðàëíà ðîëÿ â ìíî-
ãî ïðèëîæåíèÿ. Â ìàãèñòúðñêàòà ïðîãðàìà íèå ùå íàïðàâèì âúâåäåíèå â òåçè
ìîäåëè. Íàé-ïðîñòàòà ìåõàíè÷íà ñèñòåìà, îò êîÿòî ìîæåì äà çàïî÷íåì íàøåòî
âúâåäåíèå, å ÷àñòèöà, äâèæåùà ñå ïîä äåéñòâèåòî íà íÿêàêâè ñèëè. Êëàñè÷åñ-
êèòå çàêîíè, êîèòî ùå ðàçãëåäàìå òóê è â ïàðàãðàô 1.7, ïîä íÿêàêâà ôîðìà
ùå áúäàò â îñíîâàòà íà âñè÷êè ìåõàíè÷íè ìîäåëè, ñ êîèòî ùå ñå ñðåùíåì ïî-
íàòàòúê.

Îñíîâíèòå âåëè÷èíè, îïèñâàùè äâèæåíèåòî íà ÷àñòèöà â ïðîñòðàíñòâîòî,
ñà íåéíèòå ïîçèöèÿ, ñêîðîñò è óñêîðåíèå. Â îáùèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà îïèøåì
ïîçèöèÿòà íà ÷àñòèöàòà âúâ ôèêñèðàí ìîìåíò îò âðåìå ÷ðåç ðàäèóñ-âåêòîð
îòíîñíî îòïðàâíà òî÷êà â ïðîñòðàíñòâîòî Î. Òîãàâà òðàåêòîðèÿòà íà ÷àñòèöà-
òà ìîæåì äà îïèøåì ñ âåêòîðíà ôóíêöèÿ íà âðåìåòî, íåêà ÿ îçíà÷èì ñ r(t).
Ñêîðîñòòà íà ÷àñòèöàòà å âåêòîðúò v = dr/dt, à ãîëåìèíàòà íà ñêîðîñòòà å
|v| = |dr/dt| = ds/dt. Ùå èçïîëçâàìå è îçíà÷åíèåòî |v| = v. Â àíãëî-åçè÷íàòà
ëèòåðàòóðà ñå èçïîëçâàò ñúîòâåòíî òåðìèíèòå velocity è speed. Óñêîðåíèåòî å
âåêòîðíàòà âåëè÷èíà a = dv/dt = d2r/dt2.

Îáèêíîâåíî, êîãàòî ôîðìóëèðàìå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë â ìåõàíèêàòà (è íå
ñàìî), òîâà ñòàâà â êîîðäèíàòíî-èíâàðèàíòíà ôîðìà, ò.å. êàòî èçïîëçâàìå âåê-
òîðåí çàïèñ. Êîãàòî ðåøàâàìå ÷èñëåíî ìîäåëèòå îáà÷å, å íåîáõîäèìî òîâà äà
ñòàâà â êîîðäèíàòíà ôîðìà. Â çàâèñèìîñò îò ñèòóàöèÿòà ìîãàò äà ñà óäîáíè
ðàçëè÷íè êîîðäèíàòíè ïðåäñòàâÿíèÿ (â ðàçëè÷íè âèäîâå êîîðäèíàòíè ñèñòå-
ìè), ïîðàäè êîåòî èìåííî å óäîáíî ïúðâîíà÷àëíî ìîäåëèòå äà áúäàò ôîðìóëè-
ðàíè âúâ âèä, íåçàâèñåù îò èçáîðà íà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà.

Â íà÷àëîòî íà âòîðàòà ÷àñò íà êóðñà (ïðåç âòîðèÿ ñåìåñòúð) ùå êîìåíòè-
ðàìå ðàáîòàòà â ðàçëè÷íè êîîðäèíàòíè ñèñòåìè, íî çà öåëèòå íà íàñòîÿùèòå
ðàçãëåæäàíèÿ, êîãàòî ðàáîòèì â êîîðäèíàòíà ôîðìà, íèå ùå èçïîëçâàìå ñòàí-
äàðòíè äåêàðòîâè êîîðäèíàòè, íàïðèìåð â 2D:

r = rx̂i+ ry ĵ,

v =
drx
dt
î+

dry
dt
ĵ =: vx̂i+ vy ĵ,

a =
dvx
dt
î+

dvy
dt
ĵ =

d2rx
dt2

î+
d2ry
dt2

ĵ =: ax̂i+ ay ĵ.

Àêî çíàåì åäíà îò òðèòå âåëè÷èíè è åâåíòóàëíî íà÷àëíè óñëîâèÿ, ìîæåì
ëåñíî äà íàìåðèì îñòàíàëèòå äâå.

Ïðèìåð 6. ×àñòèöà ñ íà÷àëíà ïîçèöèÿ r(0) = (1, 0, 0) è íà÷àëíà ñêîðîñò v(0) =
î − ĵ + k̂ ñå äâèæè ñ óñêîðåíèå a(t) = 4t̂i + 6t̂j + k̂. Äà íàìåðèì ñêîðîñòòà
è ïîçèöèÿòà íà ÷àñòèöàòà êàòî ôóíêöèè íà âðåìåòî. Ñêîðîñòòà ùå ïîëó÷èì,
êàòî êúì íà÷àëíàòà ñêîðîñò ïðèáàâèìè ñóìàòà íà èçìåíåíèÿòà íà ñêîðîñòòà â
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èíòåðâàëà îò âðåìå [0, t]:

v(t) = v(0) +

ˆ t

0

dv = v(0) +

ˆ t

0

a(t̃)dt̃

= î− ĵ+ k̂+ 2t2̂i+ 3t2̂j+ tk̂

= (2t2 + 1)̂i+ (3t2 − 1)̂j+ (t+ 1)k̂.

Àíàëîãè÷íî çà ïîçèöèÿòà ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

r(t) = r(0) +

ˆ t

0

dr = r(0) +

ˆ t

0

v(t̃)dt̃

= î+

(
2t3

3
+ t

)
î+

(
3t3

3
− t
)
ĵ+

(
t2

2
+ t

)
k̂

=

(
2

3
t3 + t+ 1

)
î+ (t3 − t)̂j+

(
1

2
t2 + t

)
k̂.
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Àíèìèðàíî äâèæåíèå íà ÷àñòèöàòà ìîæå äà áúäå íàìåðåíî âúâ ôàéëà Lecture2.nb.

Çà äà ìîæåì äà èçïîëçâàìå çàâèñèìîñòèòå ìåæäó òðèòå îñíîâíè âåëè÷èíè,
êàêòî íàïðàâèõìå â ãîðíèÿ ïðèìåð, òðÿáâà äà çíàåì óñêîðåíèåòî âúâ âñåêè ìî-
ìåíò îò âðåìå. Êëàñè÷åñêàòà ìåõàíèêà ñå îñíîâàâà íà òðèòå çàêîíà íà Íþòîí,
êîèòî íè ïîçâîëÿâàò ñúñòàâÿíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè, îïèñâàùè äâèæå-
íèåòî íà ÷àñòèöà â ïðîñòðàíñòâîòî.

• Ïúðâè çàêîí íà Íþòîí. Â îòñúñòâèåòî íà âúíøíè ñèëè, ãëåäàí îò
èíåðöèàëíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà, îáåêò â ïîêîé îñòàâà â ïîêîé, à îáåêò
â äâèæåíèå ïðîäúëæàâà äâèæåíèåòî ñè ñ êîíñòàíòíà ñêîðîñò.

N.B. 3

Ñèëèòå, êîèòî íå ñà êîìïåíñèðàíè îò äðóãè ñèëè, ñà ïðè÷èíà çà
ïðîìÿíà â äâèæåíèåòî. Äâèæåíèå îáà÷å ìîæå äà ñúùåñòâóâà áåç
ñèëè, äåéñòâàùè âúðõó òÿëîòî.
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Â ÷àñòíîñò, çà äà áúäå åäíà ñèñòåìà â ïîêîé, âñè÷êè ñèëè, äåéñòâàùè
âúðõó âñÿêà îò êîìïîíåíèòå �è, òðÿáâà äà ñå êîìïåíñèðàò.

Ïðèìåð 7. Çà äà áúäå ñëåäíàòà ñèñòåìà îò ïðóæèíà è ìàñà â ïîêîé,
òî åëàñòè÷íàòà ñèëà íà ïðóæèíàòà è ñèëàòà íà òåæåñòòà òðÿáâà äà ñå
óðàâíîâåñÿâàò.

Ïðèìåð 8. Áëîê÷åòî ùå áúäå â ïîêîé âúðõó íàêëîíåíàòà ðàâíèíà, àêî
ñèëàòà íà òåæåñòòà, ñèëàòà íà òðèåíå, ñèëàòà íà îïúí è íîðìàëíàòà ðå-
àêöèÿ íà îïîðàòà ñå óðàâíîâåñÿâàò.

Ïðèìåð 9. Çà äà áúäå ñëåäíàòà ñèñòåìà îò òåãëèëêè è ìàêàðè â ïîêîé,
òî âúðõó âñÿêà òåãëèëêà ïîîòäåëíî ñèëàòà íà îïúí è ñèëàòà íà òåæåñòòà
òðÿáâà äà ñå êîìïåíñèðàò.
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• Âòîðè çàêîí íà Íþòîí. Âòîðèÿò çàêîí íà Íþòîí å â îñíîâàòà íà ìàòå-
ìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå íà äâèæåíèå íà òÿëî. Òîé ãëàñè, ÷å ðåçóëòàíòíà-
òà ñèëà, äåéñòâàùà âúðõó òÿëîòî, âîäè äî óñêîðåíèå, ñúãëàñíî ðàâåíñòâîòî

∑
F = ma,

êúäåòî m å ìàñàòà íà òÿëîòî. Ïî ñúùåñòâî òîâà ïðåäñòàâëÿâà åäíî äèôå-
ðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä çà ïîçèöèÿòà r,

d2r

dt2
=
F

m

èëè ñèñòåìà îò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä:

dr

dt
= v,

dv

dt
=
F

m
.
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N.B. 4

Âàæíî å äà îòáåëåæèì, ÷å çàêîíèòå íà Íþòîí, êàêòî è ïîâå÷åòî
çàêîíè, îïèñâàùè çàîáèêàëÿùèÿ íè ñâÿò, ñå áàçèðàò èçêëþ÷èòåëíî
íà åêñïåðèìåíòàëíè íàáëþäåíèÿ.
Òå íå ìîãàò äà áúäàò äîêàçàíè, íî îòãîâàðÿò íà âñè÷êè åê-
ñïåðèìåíòàëíè ñâåäåíèÿ â ðàìêèòå íà âúçìîæíàòà òî÷íîñò
íà èçìåðâàíèÿòà.
Äà îòáåëåæèì è ÷å âèíàãè, êîãàòî ðàçãëåæäàìå äàäåí ìàòå-
ìàòè÷åñêè ìîäåë, íèå òðÿáâà äà ñå ñúîáðàçÿâàìå ñ íåãîâèòå
äîïóñêàíèÿ, îáëàñòòà ìó íà âàëèäíîñò è ò.í.
Âòîðèÿò çàêîí íà Íþòîí å â ñèëà ïðè êîíñòàíòíà ìàñà. Çà ïðîìåí-
ëèâà ìàñà ùå êîìåíòèðàìå ïî-íàòàòúê â êóðñà.
Ñúùî òàêà, òðÿáâà äà ñå èìà ïðåäâèä, ÷å âòîðèÿò çàêîí íà Íþòîí íå
å â ñèëà çà òåëà, äâèæåùè ñå ñúñ ñêîðîñò, áëèçêà äî òàçè íà ñâåòëè-
íàòà (òÿõíîòî äâèæåíèå ñå îïèñâà îò òåîðèÿòà íà îòíîñèòåëíîñòòà
íà Àéíùàéí), êàêòî è çà ìíîãî ìàëêè òåëà, íàïðèìåð åëåêòðîíè,
àòîìè (òå ñå îïèñâàò îò êâàíòîâàòà ìåõàíèêà). Äâèæåíèåòî íà ïî-
âå÷åòî òåëà, êîèòî íè çàîáèêàëÿò îáà÷å, ìîæå äà áúäå ìîäåëèðàíî
ñ ïîìîùòà íà Íþòîíîâàòà ìåõàíèêà.

• Òðåòè çàêîí íà Íþòîí. Àêî äàäåíî òÿëî À äåéñòâà ñúñ ñèëà FAB íà
äðóãî òÿëî B, òî òÿëîòî B äåéñòâà íà A ñúñ ñèëà FBA, êîÿòî èìà ñúùàòà
ãîëåìèíà êàòî FAB è ïðîòèâîïîëîæíà ïîñîêà.

È òàêà, çà äà ìîäåëèðàìå äâèæåíèåòî íà äàäåíî òÿëî, íèå òðÿáâà äà îïèøåì
ñèëèòå, äåéñòâàùè âúðõó íåãî. Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè îò îñíîâíèòå ñèëè,
êîèòî ìîãàò äà äåéñòâàò íà äàäåí îáåêò.

• Ñèëà íà òåæåñòòà. Ñèëàòà íà òåæåñòòà ùå îçíà÷àâàìå ñ

Fg = mg,

êúäåòî |g| = g.

• Ñèëà íà îïúí.

Ïðèìåð 10. Ñâåòîôàð, òåæàù 122N âèñè îò êàáåëè, êàêòî å ïîêàçàíî íà
ôèãóðàòà.
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Ãîðíèòå êàáåëè ìîãàò äà èçäúðæàò íà íàòîâàðâàíå äî 100N. Èñêàìå äà
ðàçáåðåì äàëè òå ùå ñå ñêúñàò.

Çà äà áúäå ñèñòåìàòà â ðàâíîâåñèå, ðåçóëòàíòíàòà ñèëà âúðõó âñåêè åëå-
ìåíò îò íåÿ òðÿáâà äà áúäå íóëà. Çà äà ìîæåì äà íàïèøåì óðàâíåíèÿ,
ñúîòâåòñòâàùè íà áàëàíñà íà ñèëèòå, ùå ðàáîòèì â êîîðäèíàòíà ôîðìà.
Âúâåæäàìå êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ñ íà÷àëî âúâ âúçåëà A, êàêòî å ïîêàçàíî
íà êàðòèíêàòà ïî-äîëó.

Äà ðàçãëåäàìå åëåìåíòèòå íà ìåõàíè÷íàòà ñèñòåìà ïîîòäåëíî. Âúðõó ñâå-
òîôàðà äåéñòâàò ñèëà íà òåæåñòòà Fg è ñèëà íà îïúí T3. Çà äà áúäå ñâå-
òîôàðúò â ðàíîâåñèå, òðÿáâà äà å èçïúëíåíî

T3 = 122̂j.

Ñåãà äà âèäèì êàêâè ñà óñëîâèÿòà çà ðàâíîâåñèå â òî÷êàòà A. Çà äà ñå
êîìïåíñèðàò ñèëèòå, òî âñÿêà êîìïîíåíòà íà ðåçóëòàíòíàòà ñèëà òðÿáâà
äà å íóëà.

Â x-íàïðàâëåíèå (ò.å. àêî âçåìåì êîìïîíåíòèòå íà ñèëèòå âúðõó î) èìàìå

T2 · î+T1 · î+��
��*0

T3 · î = 0,

‖T2‖ cos 53◦ − ‖T1‖ cos 37◦ = 0.

Àíàëîãè÷íî â y-íàïðàâëåíèå ïîëó÷àâàìå

‖T2‖ cos 53◦ + ‖T1‖ cos 37◦ − 122 = 0.

Ðåøàâàìå çà ‖T1‖ è ‖T2‖ è ïîëó÷àâàìå ‖T1‖ = 73.4N, ‖T1‖ = 97.4N
Ñëåäîâàòåëíî êàáåëèòå ùå èçäúðæàò.

N.B. 5

Çà äà áúäå åäíà ìåõàíè÷íà ñèñòåìà â ïîêîé, âñè÷êè íåéíè êîìïî-
íåíòè òðÿáâà äà ñà â ïîêîé, ò.å. âñè÷êè ñèëè, êîèòî èì äåéñòâàò, äà
ñå óðàâíîâåñÿâàò.
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Ïðèìåð 11 (Ìàøèíà íà Atwood). Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà åêñïåðèìåí-
òàëíà ïîñòàíîâêà, êîÿòî ïîíÿêîãà ñå èçïîëçâà çà èçìåðâàíå íà çåìíîòî
óñêîðåíèå, êàòî ïðèåìàìå, ÷å âúæåòî íå å åëàñòè÷íî è å ñ ïðåíåáðåæèìà
ìàñà.

Î÷åâèäíî, àêî m1 6= m2, ñèñòåìàòà íÿìà äà å â ïîêîé. Ùå àíàëèçèðàìå
òàçè ñèñòåìà, êàòî îïðåäåëèì óñêîðåíèåòî è íàïðåæåíèåòî âúâ âúæåòî
(ò.å. âåëè÷èíèòå, êîèòî íå ñà íè èçâåñòíè).

Íà òåëàòà äåéñòâàò ñèëà íà òåæåñòòà, íàñî÷åíà â íàïðàâëåíèå−ĵ è ñèëà íà
îïúí ñ ãîëåìèíà T â íàïðàâëåíèå ĵ. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ãîëåìèíèòå
íà ñèëèòå íà îïúí ñà åäíè è ñúùè çà äâåòå òåëà. Òîãàâà îò âòîðèÿ çàêîí
íà Íþòîí èìàìå

m1a1 = T −m1g,

m2a2 = T −m2g.

Ïîëó÷èõìå àëãåáðè÷íà ñèñòåìà îò äâå óðàâíåíèÿ ñ òðè íåèçâåñòíè a1, a2, T .
Çà äà ÿ çàòâîðèì, íè å íåîáõîäèìî îùå åäíî óðàâíåíèå. Òî ñå ïîëó÷àâà
îò ôàêòà, ÷å äâåòå òåëà ñà ñâúðçàíè è ñëåäîâàòåëíî ùå ñå äâèæàò ñ åäíî
è ñúùî ïî ãîëåìèíà óñêîðåíèå, íî ñ ðàçëè÷íà ïîñîêà (àêî åäíîòî òÿëî ñå
äâèæè è óñêîðÿâà íàäîëó, òî äðóãîòî ùå ñå äâèæè è óñêîðÿâà íàãîðå) ò.å.
a1 = −a2 = a. Òàêà ïîëó÷àâàìå

(m1 +m2)a = (m2 −m1)g.

Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå îçíà÷àâà, ÷å àêî èçìåðèì óñêîðåíèåòî a íà ñèñòå-
ìàòà, ùå ìîæåì äà îïðåäåëèì êîíñòàíòàòà g çà ñúîòâåòíèòå ãåîãðàôñêè
êîîðäèíàòè.

Çà ñèëàòà íà îïúí ïîëó÷àâàìå

T =
2m1m2

m1 +m2

g.
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Ïðèìåð 12. Â ÷àñ, íà áàçà íà ãîðíàòà åêñïåðèìåíòàëíà ïîñòàíîâêà ñ
ìàñè m1 = 50g±10g è m2 = 60g±10g, èçìåðèõìå çåìíîòî óñêîðåíèå è ïî-
êàçàõìå, ÷å òî å 9±1m/s2. Çà öåëòà èçìåðèõìå âðåìåòî, çà êîåòî ñèñòåìàòà
èçìèíàâà 20.2±0.2cm è óñòàíîâèõìå, ÷å òî å 0.7±0.1s. Îòòàì îïðåäåëèõìå
óñêîðåíèåòî a, êîåòî ïðè ðàâíîóñêîðèòåëíî äâèæåíèå (îò ñïîêîéíî ñúñ-
òîÿíèå) ëåñíî ñå âèæäà, ÷å å ñâúðçàíî ñ èçìèíàòîòî ðàçñòîÿíèå ∆r ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

∆r =
1

2
at2.

N.B. 6

Áåç çíàíèå çà òî÷íîñòòà íà èçìåðâàíèÿòà è îò÷èòàíå íà âúçìîæíèòå
ãðåøêè, âñè÷êè êîëè÷åñòâåíè ðåçóëòàòè ñà àáñîëþòíî áåçñìèñëåíè!

Ïðèìåð 13 (Äâèæåíèå íà ñíàðÿä áåç ñúïðîòèâëåíèå). Ñëåäâàùèÿò ïðè-
ìåð å êëàñè÷åñêè è èëþñòðèðà ñúñòàâÿíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë íà
äâèæåíèåòî íà ÷àñòèöà ÷ðåç ðàçãëåæäàíå íà ïîêîìïîíåíòíèÿ áàëàíñ ìåæ-
äó äåéñòâàùèòå ñèëè. Òîçè ïîäõîä å íåîáõîäèì ïðè èçñëåäâàíå íà äâèæå-
íèåòî íà òÿëî â 2D è 3D.

È òàêà, íåêà ðàçãëåäàìå äâèæåíèåòî íà ñíàðÿä, èçñòðåëÿí ïîä úãúë α
ñ íà÷àëíà ñêîðîñò v0. Àêî ïðèåìåì, ÷å ñúïðîòèâëåíèåòî íà âúçäóõà å
ïðåíåáðåæèìî, èñêàìå äà îïðåäåëèì òðàåêòîðèÿòà íà ñíàðÿäà.

Fg = m g

v0

Α
i
`

j
`

Ïðè òàêà íàïðàâåíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ, åäèíñòâåíàòà ñèëà, êîÿòî äåéñò-
âà íà ñíàðÿäà, å ñèëàòà íà òåæåñòòà, F = −mĝj, è ñëåäîâàòåëíî íÿìà
óñêîðåíèå â íàïðàâëåíèå x. Â y-íàïðàâëåíèå èìàìå ay=-g. Ñëåäîâàòåëíî

a = −ĝj.

Ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

v(t) = v0 − gt̂j
r(t) = v0t− gt2/2̂j

= (‖v0‖ cosα)t̂i+ (‖v0‖ sinαt− 1/2gt2)̂j.
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• Ñèëà íà ñúïðîòèâëåíèå. Ïðè äâèæåíèå íà òÿëî ïðåç ôëóèä, íà òÿëîòî
äåéñòâà ñèëà íà ñúïðîòèâëåíèå, êîÿòî å â ïîñîêà îáðàòíà íà âåêòîðà íà
ñêîðîñòòà.

Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ïàðàìåòðèçàöèè/åìïèðè÷íè ìîäåëè, êîèòî ÿ îïèñ-
âàò. Êëàñè÷åñêèòå ñà:

� Ïðè íèñêè ñêîðîñòè, ñúïðîòèâëåíèåòî, äåéñòâàùî âúðõó îáåêò, äâè-
æåù ñå ïðåç âèñêîçíà ñðåäà, ÷åñòî ñå ìîäåëèðà êàòî

R = −bv,

êúäåòî b å êîíñòàíòà, çàâèñåùà îò õàðàêòåðèñòèêèòå íà ñðåäàòà è
ôîðìàòà è ðàçìåðèòå íà îáåêòà.

� Çà ãîëåìè îáåêòè, äâèæåùè ñå ñ âèñîêà ñêîðîñò ïðåç âúçäóõ, íàïðè-
ìåð ñàìîëåòè, áåéçáîëíè òîïêè è äð., ñúïðîòèâëåíèåòî ñå ìîäåëèðà
êàòî

‖R‖ =
1

2
DρAv2,

êúäåòîD å åìïèðè÷íà êîíñòàíòà (àíãë. drag coe�cient), ρ å ïëúòíîñò-
òà íà âúçäóõà, A å ñå÷åíèå íà îáåêòà ñ ðàâíèíà, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà
ïîñîêàòà íà äâèæåíèå.

Ïðèìåð 14 (Ïðîäúëæåíèå íà çàäà÷àòà çà ñíàðÿäà). Íåêà êúì ìîäåëà
íà äâèæåíèå íà ñíàðÿä äîáàâèì ñúïðîòèâëåíèåòî íà âúçäóõà ñ ãîëåìèíà
0.01v2.

Fg = m g

v0

Α
i
`

j
`

v

Fdrag =-0.01 ÈÈ v ÈÈ
2 v

ÈÈvÈÈ
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Òîãàâà ðåçóëòàíòíàòà ñèëà å

F = mg− 0.01‖v‖2 v

‖v‖
.

Ïîñëåäíîòî âñúùíîñò ïðåäñòàâëÿâà åäíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå çà v:

dv

dt
= g− 0.01‖v‖2

m

v

‖v‖
.

Íà óïðàæíåíèÿ òîâà äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ùå áúäå ðåøåíî ñ öåë äà
ñå ñèìóëèðà äâèæåíèåòî íà ñíàðÿä. Ùå áúäàò ñðàâíåíè òðàåêòîðèèòå ïðè
íàëè÷èå íà ñúïðîòèâëåíèå è êîãàòî ñúïðîòèâëåíèåòî ñå ïðåíåáðåãâà.

Äà îòáåëåæèì, ÷å â êîîðäèíàòíà ôîðìà, ïî îòíîøåíèå íà ñòàíäàðòíè-
òå äåêàðòîâè êîîðäèíàòè, ìîæåì äà çàïèøåì ãîðíîòî âåêòîðíî ÎÄÓ ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

d

dt

[
vx
vy

]
=

[
0
−g

]
−

0.01
√
v2
x + v2

y

m

[
vx
vy

]

• Åëàñòè÷íè ñèëè. Çàêîí íà Õóê çà ëèíåéíà åëàñòè÷íîñò. Ïðè äå-
ôîðìèðàíåòî íà åäíî åëàñòè÷íî òÿëî, íàïðèìåð ïðóæèíà, â òÿëîòî âúç-
íèêâàò åëàñòè÷íè ñèëè, êîèòî ñå ñòðåìÿò äà âúðíàò òÿëîòî â ñïîêîéíî
ñúñòîÿíèå. Åñòåñòâåíî å, ÷å êîëêîòî ïî-ãîëåìè ñà äåôîðìàöèèòå, òîëêîâà
ïî-ãîëåìè ñà âúçíèêâàùèòå åëàñòè÷íè ñèëè (è íàïðåæåíèÿ). Òàçè çàâèñè-
ìîñò íå å çàäúëæèòåëíî ëèíåéíà. Çà ðàçëè÷íèòå ìàòåðèàëè òÿ ñå èçñëåä-
âà íà áàçàòà íà åêñïåðèìåíòè è ñå çàäàâà ñ ò.íàð. êîíñòèòóòèâíè çàêîíè.
Íèå ùå ãîâîðèì ïî-ïîäðîáíî ïî òîçè âúïðîñ ïî-êúñíî â êóðñà. Òóê ùå ñå
ñïðåì íà íàé-ïðîñòàòà çàâèñèìîñò � çàêîíúò íà Õóê çà ëèíåéíàòà åëàñ-
òè÷íîñò. Òîé ãëàñè, ÷å âúçíèêâàùèòå åëàñòè÷íè ñèëè ñà ïðîïîðöèîíàëíè
íà äåôîðìàöèÿòà,

F = −kx,

êúäåòî k å êîåôèöèåíò íà åëàñòè÷íîñò è õàðàêòåðèçèðà ìàòåðèàëà, îò
êîéòî å íàïðàâåíî òÿëîòî. Ìíîãî òåëà óäîâëåòâîðÿâàò ñ äîñòàòú÷íî äîá-
ðà òî÷íîñò çàêîíà íà Õóê (ùå óòî÷íèì òîçè âúïðîñ, êîãàòî ãîâîðèì çà
åëàñòè÷íè íåïðåêúñíàòè ñðåäè). Êëàñè÷åñêè ïðèìåð çà òàêèâà òåëà ñà
ïðóæèíèòå.

Ïðèìåð 15 (Ñèñòåìà îò ïðóæèíà è ìàñà). Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà
ñèñòåìà îò ïðóæèíà è ìàñà:



30 Ãëàâà 1. Âåêòîðíî ñìÿòàíå è ïðèëîæåíèÿ

Íàñî÷âàéêè ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà îñòà Ox íàäîëó è ïîñòàâÿéêè íà÷à-
ëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â òî÷êàòà, îòãîâàðÿùà íà íåðàçòåãíàòîòî
ñúñòîÿíèå íà ïðóæèíàòà, îò âòîðèÿ çàêîí íà Íþòîí ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ
ìîäåë, îïèñâàù ïîçèöèÿòà x(t) íà òÿëîòî, êàòî ïðåíåáðåãâàìå ñúïðîòèâ-
ëåíèåòî íà âúçäóõà.

d2x

dt2
= g − kx

m
,

x(0) = x0,
dx

dt
(0) = v0.

Àêî îò÷åòåì è ñúïðîòèâëåíèåòî íà âúçäóõà, ìîäåëúò äîáèâà âèäà

d2x

dt2
= g − kx

m
− µdrag

m

(
dx

dt

)2

sgn

(
dx

dt

)
,

x(0) = x0,
dx

dt
(0) = v0.

Ñèìóëàöèÿ íà äâèæåíèåòî íà ñèñòåìà ïðóæèíà-ìàñà ùå áúäå íàïðàâåíà
íà óïðàæíåíèÿ.

• Ñèëà íà òðèåíå Ïðè äâèæåíèåòî íà åäíî òâúðäî òÿëî âúðõó äðóãî âúç-
íèêâàò (êèíåòè÷íè) ñèëè íà òðèåíå, êîèòî äåéñòâàò â ïîñîêà, îáðàòíà
íà ïîñîêàòà íà äâèæåíèå. Åêñïåðèìåíòàëíî å óñòàíîâåí çàêîíúò ‖Ffr‖ =
k‖FN‖, êúäåòî FN å ðåàêöèÿòà íà îïîðàòà, à k å êîåôèöèåíò íà òðèåíå,
êîéòî çàâèñè îò òðèåùèòå ñå ïîâúðõíîñòè. Íà óïðàæíåíèÿ ùå áúäå ðàç-
ãëåäàí ìîäåë íà äâèæåíèå íà òÿëî ïî íàêëîíåíà ðàâíèíà ïðè íàëè÷èåòî
íà òðèåíå.

Ïðèìåðèòå, ðàçãëåäàíè â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô, ñà ñðàâíèòåëíî ïðîñòè, íî
òå îòðàçÿâàò èäåèòå, íåîáõîäèìè çà ìîäåëèðàíåòî íà ìåõàíè÷íà ñèñòåìà, ÷è-
èòî êîìïîíåíòè ìîãàò äà ñå èäåàëèçèðàò êàòî ÷àñòèöè. Åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà
â åäíà ïðèëîæíà çàäà÷à áè áèëà íàëè÷èåòî íà ìíîãî ïîâå÷å êîìïîíåíòè íà
ìåõàíè÷íàòà ñèñòåìà.
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Äâèæåíèå ïî îêðúæíîñò è ïî êðèâîëèíåéíà òðàåêòîðèÿ.

Òàíãåíöèàëíà è íîðìàëíà êîìïîíåíòà íà óñêîðåíèåòî. Êðè-

âèíà.

Äâèæåíèåòî ïî îêðúæíîñò å ÷àñòåí ñëó÷àé íà äâèæåíèå ïî êðèâîëèíåéíà òðà-
åêòîðèÿ. Íåãîâîòî ðàçãëåæäàíå ùå íè ïîçâîëè äà ðàçáåðåì êàêâè ñà ñèëèòå,
äåéñòâàùè âúðõó åäèí îáåêò, êîãàòî íå ñå äâèæè ïî ïðàâà ëèíèÿ.

Íàé-ïðîñòèÿò ñëó÷àé, îò êîéòî ùå çàïî÷íåì, å äâèæåíèåòî ïî îêðúæíîñò ñ
êîíñòàíòíà úãëîâà ñêîðîñò ω íà ÷àñòèöà ñ ìàñà m. Íåéíàòà ïîçèöèÿ òîãàâà å

r(t) = a cosωt̂i+ a sinωt̂j,

êúäåòî a å ðàäèóñúò íà îêðúæíîñòòà. Àíèìèðàíî äâèæåíèå íà ÷àñòèöàòà ìîæå
äà áúäå íàìåðåíî âúâ ôàéëà Lecture3.nb.

ææ

-a a

-a

a

Îñíîâíèÿò âúïðîñ, íà êîéòî ùå ñå îïèòàìå äà îòãîâîðèì, å äåéñòâà ëè ñèëà
íà îáåêòà è, àêî äà, êàêâà.

Íà ïúðâàòà ÷àñò íà âúïðîñà ìîæå äà ñå îòãîâîðè âåäíàãà óòâúðäèòåëíî, òúé
êàòî î÷åâèäíî âåêòîðúò íà ñêîðîñòòà (ïî-òî÷íî íåãîâàòà ïîñîêà) ïîñòîÿííî ñå
ïðîìåíÿ. Èìàìå

a =
d2r

dt2
=
dv

dt

=
d

dt
(−aω sinωt̂i+ aω cosωt̂j)

= −aω2 cosωt̂i− aω2 sinωt̂j.
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Ñëåäîâàòåëíî, çà äà ìîæå åäíî òÿëî äà ñå äâèæè ïî îêðúæíîñò, òðÿáâà äà
èìà ñèëà, êîÿòî ãî êàðà äà ïðàâè òîâà. Çà íåÿ å èçïúëíåíî

F(t) = ma(t)

= −mω2(a cosωt̂i+ a sinωt̂j)

= −mω2r(t).

Ñ äðóãè äóìè, çà äà ñå äâèæè òÿëîòî ïî îêðúæíîñò, íà íåãî òðÿáâà äà ìó
äåéñòâà ñèëà ñ ïîñîêà, îáðàòíà íà ðàäèóñ-âåêòîða r. Òàêàâà ñèëà ùå íàðè÷àìå
öåíòðîñòðåìèòåëíà.

N.B. 7

Öåíòðîñòðåìèòåëíàòà ñèëà íå å ñïåöèàëåí íîâ âèä ñèëà, êîÿòî äåéñòâà íà
òåëàòà, çàùîòî òå ñå äâèæàò ïî êðèâîëèíåéíà òðàåêòîðèÿ. Òîâà å íÿêîÿ
èçâåñòíà ñèëà (íàïðèìåð ñèëà íà îïúí, ñèëà íà òðèåíå è äð.), êîÿòî â
êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé êàðà òÿëîòî äà ñå äâèæè ïî òàêúâ íà÷èí. Íàïðèìåð â
ñëåäíèÿ ñëó÷àé ðîëÿòà íà öåíòðîñòðåìèòåëíà ñèëà èãðàå ñèëàòà íà îïúí
íà âúæåòî, ñ êîåòî òÿëîòî å âúðçàíî êúì öåíòúðà íà îêðúæíîñòòà:

N.B. 8

Ïîíÿòèåòî öåíòðîñòðåìèòåëíà ñèëà íå áèâà äà ñå áúðêà ñ ïîíÿòèåòî öåí-
òðîáåæíà ñèëà. Ïúðâàòà å ðåàëíà ñèëà, äîêàòî âòîðàòà å ôèêòèâíà è å
ìàòåìàòè÷åñêà àáñòðàêöèÿ â ñëó÷àèòå, êîãàòî ðàáîòèì â íå-èíåðöèàëíà
êîîðäèíàòíà ñèñòåìà. Ùå ãîâîðèì çà òàêèâà ñèëè ïî-íàòàòúê â êóðñà.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíî (íå çàäúëæèòåëíî ðàâíîìåðíî) êðèâîëè-
íåéíî äâèæåíèå. Èìàìå

v = ‖v‖T =: vT.
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Äèôåðåíöèðàéêè äâåòå ñòðàíè ïî îòíîøåíèå íà t, ïîëó÷àâàìå

dv

dt
=
d‖v‖
dt

T+ ‖v‖dT
dt
. (1.1)

Ùå ïîêàæåì, ÷å ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà

dv

dt
= v′T+ κv2N = v′T+

v2

ρ
N, (1.2)

êúäåòî κ å êðèâèíàòà, à ρ � ðàäèóñúò íà êðèâèíà íà êðèâàòà, îïðåäåëåíà îò
r(t). Ïîñëåäíîòî å â ñúîòâåòñòâèå ñ ðåçóëòàòà, êîéòî ïîëó÷èõìå çà ðàâíîìåðíî
äâèæåíèå ïî îêðúæíîñò, êúäåòî v′ = 0. Çà òàçè öåë òðÿáâà ïúðâî äà èçÿñíèì
ïîíÿòèåòî êðèâèíà íà êðèâà.

N.B. 9

Óðàâíåíèå (1.2) íà ïðàêòèêà ïðåäñòàâëÿâà ðàçëàãàíå íà óñêîðåíèåòî ïî
ëîêàëåí áàçèñ íà òàíãåíöèàëíà è íîðìàëíà êîìïîíåíòà (âæ. àíèìàöèÿ,
èëþñòðèðàùà ëîêàëíèÿ áàçèñ âúâ ôàéëà Lecture3.nb).

Êðèâèíà è ðàäèóñ íà êðèâèíà.

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ôèãóðà:

Èíòóèòèâíî å ÿñíî, ÷å òàì, êúäåòî T ìåíè ïîñîêàòà ñè ïî-áúðçî, êðèâàòà èìà
ïî-ãîëÿìà �êðèâèíà�.

Äåôèíèöèÿ 7

Äåôèíèðàìå ïîíÿòèåòî êðèâèíà ÷ðåç

κ :=

∣∣∣∣dTds
∣∣∣∣ .

Îáèêíîâåíî å ïî-óäîáíî äà ïðåñìÿòàìå êðèâèíà, êàòî èçïîëçâàìå åêâè-
âàëåíòíàòà äåôèíèöèÿ

κ =
|T′(t)|
|r′(t)|

. (1.3)
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Ïðèìåð 16. Êðèâèíàòà íà ïðàâà âúâ âñÿêà òî÷êà å 0, òúé êàòî T íå ñìåíÿ
ïîñîêàòà ñè.

Ïðèìåð 17. Êðèâèíàòà íà îêðúæíîñò å κ = 1/ρ, êúäåòî ρ å ðàäèóñúò íà
îêðúæíîñòòà. Äåéñòâèòåëíî, íåêà ïàðàìåòðèçèðàìå îêðúæíîñòòà ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

r(t) = ρ cos t̂i+ ρ sin t̂j.

Çà åäèíè÷íèÿ äîïèðàòåëåí âåêòîð ïîëó÷àâàìå

T(t) =
dr

dt

/∣∣∣∣drdt
∣∣∣∣ = − sin t̂i+ cos t̂j.

Ñåãà, èçïîëçâàéêè (1.3), ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî

κ = 1/ρ.

Äåôèíèöèÿ 8

Äåôèíèðàìå ðàäèóñ íà êðèâèíà íà êðèâà â äàäåíà òî÷êà ÷ðåç

ρ := 1/κ.

Ñ äðóãè äóìè, òîâà å ðàäèóñúò íà îêðúæíîñòòà, êîÿòî ìîæåì äà ïîñòàâèì
â äàäåíàòà òî÷êà è èìà ñúùàòà êðèâèíà êàòî êðèâàòà. Òàçè îêðúæíîñò
ùå íàðè÷àìå îêðúæíîñò íà êðèâèíà.

Âå÷å ñìå ãîòîâè äà ñå âúðíåì êúì äâèæåíèåòî íà ÷àñòèöà ïî êðèâîëèíåéíà
òðàåêòîðèÿ. Çà äà äîêàæåì (1.2), e äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì

dT

dt
= κvN.

Îò (1.3) èìàìå ∣∣∣∣dTdt
∣∣∣∣ = κ

∣∣∣∣drdt
∣∣∣∣ = κv.
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Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å N çàäàâà ïîñîêàòà íà dT/dt, ò.å. ÷å dT/dt ⊥ T. Äåéñò-
âèòåëíî, ïîëó÷àâàìå

0 =
d

dt
(T ·T) =

dT

dt
·T+T · dT

dt
= 2T · dT

dt
.

N.B. 10

Äâèæåíèåòî ïî êðèâîëèíåéíà òðàåêòîðèÿ âèíàãè å óñêîðèòåëíî. Íîðìàë-
íàòà êîìïîíåíòà íà óñêîðåíèåòî å κv2, à òàíãåíöèàëíàòà å v′. Ñ äðóãè
äóìè, íîðìàëíàòà êîìïîíåíòà îòãîâàðÿ çà ïðîìÿíàòà â ïîñîêàòà íà äâè-
æåíèå, à òàíãåíöèàëíàòà � çà çàáúðçâàíåòî/çàáàâÿíåòî íà òÿëîòî (ò.å. çà
ïðîìÿíàòà â ñêàëàðíàòà ñêîðîñò). Ïîñëåäíîòî èçãëåæäà åñòåñòâåíî. Ïðè
ðÿçúê çàâîé (ò.å. ãîëÿìî κ), ïúòíèêúò â åäèí àâòîìîáèë áèâà îòõâúð-
ëåí êúì ïðîçîðåöà (ò.å. â ïîñîêà, íîðìàëíà íà äâèæåíèåòî). Ïðè ðÿçêî
íàòèñêàíå/îòïóñêàíå íà ïåäàëà íà ãàçòà (ò.å. ãîëÿìî v′), ïúòíèêúò �ñå çà-
ëåïÿ� çà ñåäàëêàòà èëè ïîëèòà íàïðåä, ò.å. â òàíãåíöèàëíà íà äâèæåíèåòî
ïîñîêà.

Íåêà â äîïúëíåíèå îòáåëåæèì ñëåäíèÿ âàæåí ðåçóëòàò, êîéòî ïîëó÷èõìå.

Òâúðäåíèå 4

Åäèíè÷íàòà íîðìàëà ñå îïðåäåëÿ îò

N =
dT/dt

|dT/dt|
.

1.3 Ñêàëàðíè ôóíêöèè íà âåêòîðåí àðãóìåíò. Ëè-

íåàðèçàöèÿ. Ãðàäèåíò. Ïðîèçâîäíà ïî íàï-

ðàâëåíèå.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå, îáèêíîâåíî âåëè÷èíèòå â ðàçãëåæäàí ïðîöåñ çàâèñÿò îò
òî÷êàòà â ïðîñòðàíñòâîòî x = (x, y, z) è âðåìåòî t. Ðàçáèðà ñå, íåçàâèñèìèòå
ïðîìåíëèâè ìîãàò äà áúäàò è äðóãè. Ñ äðóãè äóìè, ÷åñòî å íåîáõîäèìî ðàçã-
ëåæäàíåòî íà ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè, íàïðèìåð:

• òåìïåðàòóðàòà u(x, y) = u(x), x ∈ Ω ⊆ R2; u(x, y, z, t) = u(x, t), x ∈ Ω ⊆
R3;

• ïëúòíîñòòà ρ(x);

• íàëÿãàíåòî p(x).

Ùå ðàçãëåäàìå ðàáîòàòà ñúñ ñêàëàðíè ôóíêöèè íà âåêòîðåí àðãóìåíò â 2D,
òúé êàòî â ïîâå÷å èçìåðåíèÿ âèçóàëèçàöèÿòà å òðóäíà, íî èäåèòå ñà â ñèëà ïðè
ïðîèçâîëåí áðîé àðãóìåíòè.

Ñúùåñòâóâàò äâà îñíîâíè íà÷èíà äà âèçóàëèçèðàìå ôóíêöèÿ íà äâå ïðî-
ìåíëèâè � 3D ãðàôèêà (ïîâúðõíèíà) è ãðàôèêà ñ ëèíèè íà íèâî.
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Ïðèìåð 18. Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà f(x, y) =
√

9− x2 − y2. Òÿ ìîæå äà áúäå
âèçóàëèçèðàíà ïî åäèí îò ñëåäíèòå äâà íà÷èíà:
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Ëèíèèòå íà íèâî ñà îêðúæíîñòè ñ öåíòúð � íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòå-
ìà. Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà çàâèñè ñàìî îò ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó òî÷êàòà (x, y)
è íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà. Â íåãî ñå äîñòèãà è åäèíñòâåíèÿò ìàê-
ñèìóì íà ôóíêöèÿòà. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ôóíêöèÿòà èìà ñìèñúë ñàìî â
êðúãà {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 9}. Òîâà ÿñíî ñå âèæäà è îò äâåòå ãðàôèêè.

Ïðèìåð 19. Ñåãà íåêà âèçóàëèçèðàìå ïîâåäåíèåòî íà f(x, y) = −xye−x2−y2 .
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0
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2
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x

y

Êàêòî âèæäàìå, ôóíêöèÿòà èìà äâà ìèíèìóìà è äâà ìàêñèìóìà, êîèòî ñà ñè-
ìåòðè÷íè ïî îòíîøåíèå íà íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå íà ôàêòà, ÷å òàì, êúäåòî ôóíêöèÿòà ñå èçìåíÿ áúðçî,
ëèíèèòå íà íèâî ñà ìíîãî ïî-áëèçêî åäíà äî äðóãà, à òàì, êúäåòî ôóíêöèÿòà
ïî÷òè íå ñå èçìåíÿ, òå íà ïðàêòèêà îòñúñòâàò.

Êàêòî è ïðè ôóíêöèèòå íà ñêàëàðåí àðãóìåíò, ùå çàïî÷íåì èçó÷àâàíåòî íà
ôóíêöèèòå íà âåêòîðåí àðãóìåíò, êàòî ïúðâî âúâåäåì ïîíÿòèåòî ãðàíèöà.

Äåôèíèöèÿ 9

Êàçâàìå, ÷å
lim

(x,y)→(a,b)
f(x, y) = L,

àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ = δ(ε), òàêà ÷å àêî ρ((x, y), (a, b)) <
δ, (x, y) 6= (a, b), òîãàâà |f(x, y)− L| < ε.
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Çà ðàçëèêà îò åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé, â êîéòî àðãóìåíòúò ìîæå äà ïðèáëèæàâà
ãðàíè÷íàòà ñòîéíîñò ñàìî îò äâå ïîñîêè (ãîâîðèì çà ëÿâà è äÿñíà ãðàíèöà), òî
â ìíîãîìåðíèÿ òîâà ìîæå äà ñòàâà ïî áåçáðîé ìíîãî ïúòèùà. Çà äà ñúùåñò-
âóâà ãðàíèöà, òî ñòîéíîñòòà, êúì êîÿòî ñå ïðèáëèæàâàìå, òðÿáâà äà å åäíà è
ñúùà îò âñè÷êè ïîñîêè. Àêî ïî äâà ïúòÿ ñòîéíîñòèòå ñà ðàçëè÷íè, ãðàíèöà íå
ñúùåñòâóâà. Ïðèìåðè ùå áúäàò äàäåíè íà óïðàæíåíèÿ.

Èìàéêè ïîíÿòèåòî çà ãðàíèöà, ìîæåì äà âúâåäåì ïîíÿòèåòî ïðîèçâîäíà.
Â ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé èìà íÿêîëêî ðàçëè÷íè ïîíÿòèÿ, êîèòî �èãðàÿò ðîëÿòà�
íà ïðîèçâîäíèòå â 1D. Çà âñè÷êè òÿõ îáà÷å îñíîâíè ñà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè.
Îêàçâà ñå, ÷å â íÿêàêúâ ñìèñúë å äîñòàòú÷íî äà çíàåì êàê ôóíêöèÿòà ñå èçìåíÿ
â äâå ïîñîêè (òúé êàòî ñìå â 2D ïðîñòðàíñòâî), çà äà ðàçáåðåì âñè÷êî çà íåÿ.
×àñòíèòå ïðîèçâîäíè ñå äåôèíèðàò, êàêòî ñëåäâà:

∂f

∂x
(x0, y0) = lim

h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h
,

∂f

∂y
(x0, y0) = lim

h→0

f(x0, y0 + h)− f(x0, y0)

h
.

Ãåîìåòðè÷íî, ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè äàâàò íàêëîíà íà äîïèðàòåëíèòå â ñúîò-
âåòíèòå íàïðàâëåíèÿ:

Â 1D äîïèðàòåëíèòå ñà ñâúðçàíè ñ åäíà îò íàé-âàæíèòå èäåè â àíàëèçà �
ëèíåàðèçàöèÿòà � â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà, ôóíêöèÿòà è
äîïèðàòåëíàòà �è ñòàâàò íà ïðàêòèêà íåðàçëè÷èìè, ò.å. ìîæåì äà àïðîêñèìèðà-
ìå ôóíêöèÿòà ñ íåéíàòà ëèíåàðèçàöèÿ. Çíàåì, ÷å ëèíåàðèçàöèÿòà íà ñêàëàðíà
ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà ñå çàäàâà ñ

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +O(|2|).

Ñåãà ùå èçâåäåì àíàëîãè÷åí ðåçóëòàò çà ñêàëàðíà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè.
Òîé ìîæå ëåñíî äà áúäå îáîáùåí çà ôóíêöèè íà ïîâå÷å ïðîìåíëèâè.
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Òúðñèì ëèíåàðèçàöèÿòà íà z = f(x, y) îêîëî òî÷êàòà x0, y0, ò.å. äîïèðàòåë-
íàòà ðàâíèíàâ òàçè òî÷êà. Î÷åâèäíî òÿ å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà îò äâå ïðà-
âè,íàïðèìåð â x- è y-íàïðàâëåíèå, ñúîòâåòñòâàùè íà ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè ïî
îòíîøåíèå íà x è y.

Îáùèÿò âèä íà ðàâíèíà α å

Ax+By + Cz +D = 0

è, âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å (x0, y0, f(x0, y0)) ∈ α, ñëåäâà, ÷å

D = −Ax0 −By0 − Cf(x0, y0)

è òîãàâà óðàâíåíèåòî íà ðàâíèíàòà äîáèâà âèäà

z = f(x0, y0) + Ā(x− x0) + B̄(y − y0),

êúäåòî Ā = A/C, B̄ = B/C.
Ñåãà îñòàâà äà èçïîëçâàìå èíôîðìàöèÿòà, êîÿòî èìàìå â íàïðàâëåíèÿ x è

y. Àêî ïîñòàâèì y = y0, èìàìå

z = f(x0, y0) + Ā(x− x0)

è ðàçãëåæäàìå äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà â íàïðàâëåíèå x:

Ñëåäîâàòåëíî Ā =
∂f

∂x
(x0, y0)

Àíàëîãè÷íî ïðè x = x̄, ïîëó÷àâàìå äîïèðàòåëíàòà â y-íàïðàâëåíèå:
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è òîãàâà B̄ =
∂f

∂y
(x0, y0).

Îêîí÷àòåëíî çà ëèíåàðèçàöèÿòà íà f(x, y) îêîëî (x̄, ȳ) ïîëó÷àâàìå

f(x0, y0) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

(x− x0) +
∂f

∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

(y − y0).

Çàïèñàíî âúâ âåêòîðåí âèä, ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà

f(x̄) +

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)∣∣∣∣
x=x̄

· (x− x̄).

Âåêòîðúò, ñúäúðæàù ïðîèçâîäíèòå â äâåòå ãëàâíè íàïðàâëåíèÿ (ò.å. ÷àñ-
òíèòå ïðîèçâîäíè) ñå ñðåùà ÷åñòî âúâ âåêòîðíèÿ àíàëèç è çàòîâà çàñëóæàâà
ñïåöèàëíî èìå. Òîçè ôàêò å åñòåñòâåí, òúé êàòî, êàêòî îòáåëÿçàõìå, ïîâåäåíè-
åòî íà ôóíêöèÿòà â äâåòå ãëàâíè íàïðàâëåíèÿ áè òðÿáâàëî äà å äîñòàòú÷íî, çà
äà îïèøå (â íÿêàêúâ ñìèñúë) ïîâåäåíèåòî �è â 2D.

Äåôèíèöèÿ 10

Âåêòîðúò îò ÷àñòíèòå ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿòà f(x1, . . . , xn) ñå íàðè÷à
ãðàäèåíò è ñå áåëåæè ñ

∇f :=

(
∂f

∂x1

, . . . ,
∂f

∂xn

)
.

Íåêà ñåãà ôîðìóëèðàìå îáùèÿ âèä íà èçâåäåíàòà ëèíåàðèçàöèÿ.

Òâúðäåíèå 5

Ëèíåàðèçàöèÿòà íà ñêàëðíàòà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) îêîëî òî÷êàòà
(x̄1, . . . , x̄n) ñå çàäàâà ñ

f(x̄1, . . . , x̄n) +
∂f

∂x1

∣∣∣∣
(x̄1,...,x̄n)

(x1 − x̄1) + · · ·+ ∂f

∂xn

∣∣∣∣
(x̄1,...,x̄n)

(xn − x̄n).

Èçïîëçâàéêè âåêòîðíà íîòàöèÿ, ãîðíîòî îçíà÷àâà, ÷å

f(x) = f(x̄) +∇f |x̄ · (x− x̄) +O(|2|).

Ïðèìåð 20. Äà íàìåðèì äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà êúì ãðàôèêàòà íà z = f(x, y) =
x2 + y2 â òî÷êàòà (1, 1, 2). Òÿ ñå îïðåäåëÿ îò

z = f(1, 1) +∇f(1, 1) · (x− 1, y − 1) = 2 + (2x, 2y)|1,1 · (x− 1, y − 1)

= 2x+ 2y − 2.

Êàêòî ìîæåì äà âèäèì ïðè ïðèáëèæàâàíå êúì òî÷êàòà, ò.å. êàòî ïîñòðîèì
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà è äîïèðàòåëíàòà ðàâíèíà â ïî-ìàëêà îêîëíîñò íà
òî÷êàòà, äâåòå çàïî÷âàò äà ñå ïðèáëèæàâàò åäíà êúì äðóãà è äà ñòàâàò âèçóàëíî
íåðàçëè÷èìè (âæ. èíòåðàêòèâíà âèçóàëèçàöèÿ âúâ ôàéëà Lecture4.nb).
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Äà îáúðíåì âíèìàíèå è íà ñëåäíèÿ ôàêò � â ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà,
ëèíèèòå íà íèâî íà îðèãèíàëíàòà ôóíêöèÿ ñà ïî÷òè óñïîðåäíè ëèíèè � íåùî
õàðàêòåðíî çà ðàâíèíà.

Out[366]=

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
0.90

0.95

1.00

1.05

1.10
f(x,y)

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
0.90

0.95

1.00

1.05

1.10
2x+2y-2

N.B. 11

Òîâà å ïðè÷èíàòà, ïîðàäè êîÿòî ëèíåàðèçàöèÿòà èãðàå êëþ÷îâà ðîëÿ â
àíàëèçà, Çàìåíÿìå íåëèíåéíèÿ îáåêò (çà êîéòî ÷åñòî çíàåì ìíîãî ìàëêî,
ëèïñâà îáùà òåîðèÿ, ðàáîòè ñå òðóäíî) ñ ëèíååí, êîéòî ëîêàëíî ìîæå äà
çàìåíè îðèãèíàëíèÿ îáåêò. Ëèíåéíàòà òåîðèÿ å ìíîãî ïî-äîáðå ðàçâèòà
è ÷åñòî ïîçâîëÿâà äà çàêëþ÷èì âàæíè íåùà çà ëîêàëíîòî ïîâåäåíèå íà
îðèãèíàëíèÿ îáåêò.

Âïðî÷åì íèå ìîæåì äà èçâåäåì ëèíåàðèçàöèÿòà íà äàäåíà ôóíêöèÿ è èç-
ïîëçâàéêè äðóãè ñúîáðàæåíèÿ. Äà ðàçãëåäàìå èçìåíåíèåòî

∆f := f(x, y)− f(x0, y0).

Íåêà îçíà÷èì îùå ∆x := x− x0, ∆y := y − y0. Òîãàâà

∆f = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

= [f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)] + [f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0 + ∆x, y0)].

Ñ äðóãè äóìè îïèñâàìå èçìåíåíèåòî, êàòî ïúðâî ñå äâèæèì ïî x, à ñëåä òîâà
ïî y. Ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà

∆f =
f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
∆x+

f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0 + ∆x, y0)

∆y
∆y

≈ ∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y.

Â ïîñëåäíîòî ïðèáëèæåíèå èçïîëçâàõìå ôàêòà, ÷å ∆x è ∆y ñà ìàëêè ÷èñëà.
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Òàêà ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò íè ïîçâîëÿâà ëåñíî äà èçâåäåì è ïðàâèëîòî çà
ïðåñìÿòàíå íà ïðîèçâîäíà íà ñëîæíà ôóíêöèÿ (àíãë. Chain rule).

Òâúðäåíèå 6

Íåêà èìàìå ôóíêöèÿòà f(x(t), y(t). Òîãàâà

df

dt
=
∂f

∂x

∂x

∂t
+
∂f

∂y

∂y

∂t
.

Äîêàçàòåëñòâî. Èìàìå

∆f =
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y + (|2|).

Äåëèì äâåòå ñòðàíè íà ∆t è ãî ïóñêàìå äà êëîíè êúì íóëà, çà äà ïîëó÷èì
òúðñåíèÿ ðåçóëòàò.

Îñòàíà â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô äà ðàçãëåäàìå îùå åäíî âàæíî ïîíÿòèå, íå-
îáõîäèìî ïðè ðàáîòàòà ñ ôóíêöèè íà ìíîãî ïðîìåíëèâè.

Äåôèíèöèÿ 11

Ïðîèçâîäíàòà íà f â òî÷êàòà x̄ = (x0, y0) â íàïðàâëåíèå íà åäèíè÷íèÿ
âåêòîð u = (a, b) ñå äåôèíèðà ñ ãðàíèöàòà

∂f

∂u
:= lim

h→0

f(x̄+ hu)− f(x̄)

h
= lim

h→0

f(x0 + ha, y0 + hb)− f(x0, y0)

h
,

êîãàòî òàçè ãðàíèöà ñúùåñòâóâà.

Êàêòî ìîæåì äà î÷àêâàìå, ïðîèçâîäíàòà ïî ïðîèçâîëíî íàïðàâëåíèå ìîæå
äà ñå èçðàçè ÷ðåç äâåòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè, òúé êàòî îñòàâàìå âúðõó ñúùàòà
ðàâíèíà (îïðåäåëåíà îò ëèíåàðèçàöèÿòà).

Òâúðäåíèå 7

Ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå íà åäèíè÷íèÿ âåêòîð u ìîæå äà ñå èçðàçè
÷ðåç

∂f

∂u
= ∇f · u.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äàäåì äâå äîêàçàòåëñòâà. Ïúðâî, íåêà äåôèíèðàìå

g(h) := f(x0 + ha, y0 + hb).

Òîãàâà
∂f

∂u
= lim

h→0

g(h)− g(0)

h
= g′(0).

Èçïîëçâàéêè chain rule, îò äðóãà ñòðàíà, èìàìå

∂f

∂x

dx

dh
+
∂f

∂y

dy

dh
= ∇f · u.



42 Ãëàâà 1. Âåêòîðíî ñìÿòàíå è ïðèëîæåíèÿ

Äðóãîòî äîêàçàòåëñòâî, êîåòî ùå ïðèâåäåì, ñå îñíîâàâà íà ðàâåíñòâîòî

∆f =
f(x0 + ah, y0)− f(x0, y0)

ah
ah+

f(x0 + ah, y0 + bh)− f(x0 + ah, y0)

bh
bh.

Ñåãà äåëèì äâåòå ñòðàíè íà h, êîåòî ïóñêàìå äà êëîíè êúì 0.

Êàêâî íè äàâà ãðàäèåíòúò?

Ùå êîìåíòèðàìå òðè ìíîãî âàæíè âúïðîñà, ñâúðçàíè ñ ãðàäèåíòà íà äàäåíà
ñêàëàðíà ôóíêöèÿ f :

1. Ãðàäèåíòúò å âåêòîð, êîéòî ñî÷è â ïîñîêàòà íà íàé-áúðçî íàðàñòâàíå íà
ôóíêöèÿòà.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðîèçâîäíàòà â íàïðàâëåíèå u å

∂f

∂u
= ‖∇f‖ cos∠(∇f,u).

Ïîñëåäíîòî î÷åâèäíî å ìàêñèìàëíî, êîãàòî êîñèíóñúò å ðàâåí íà 1, ò.å.
êîãàòî u å â ñúùàòà ïîñîêà êàòî ∇f .

2. Êîìïîíåíòàòà (èëè ñêàëàðíàòà ïðîåêöèÿ) íà ãðàäèåíòà â äàäåíî íàïðàâ-
ëåíèå äàâà ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà â òîâà íàïðàâëåíèå. Ïî òàçè ïðè-
÷èíà ÷åñòî ñå èçïîëçâà íîòàöèÿòà ∇uf çà ïðîèçâîäíà â íàïðàâëåíèå u.

3. Ãðàäèåíòúò å îðòîãîíàëåí íà ëèíèÿòà íà íèâî íà ôóíêöèÿòà â äàäåíàòà
òî÷êà.

Çàáåëåæêà. Íÿìà äà äîêàçâàìå òîçè ôàêò, íî òîé å åñòåñòâåí, òúé êàòî
ãðàäèåíòúò ñî÷è â ïîñîêàòà íà íàé-áúðçî èçìåíåíèå, à ëèíèÿòà íà íèâî
îïèñâà ïîñîêàòà, â êîÿòî ôóíêöèÿòà å êîíñòàíòà.

Ïðèìåð 21. Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî óðàâíåíèå îò òèï ðåàêöèÿ-äèôóçèÿ.

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+D

∂2u

∂x2
+ f(u),

äåôèíèðàíî â äàäåíà îáëàñò Ω. Çàñåãà íÿìà äà ñå ñïèðàìå ïîäðîáíî íà ñòðóê-
òóðàòà íà ñàìîòî óðàâíåíèå, òúé êàòî ùå ðàçãëåäàìå òåçè (âñúùíîñò ïî-îáù
êëàñ) ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè ñëåä äâå òåìè. Ùå îòáåëåæèì ñàìî, ÷å äèôóçè-
îííèÿò ïîòîê íà âåëè÷èíàòà u, íàïðèìåð òåìïåðàòóðà èëè êîíöåíòðàöèÿ íà
äàäåíî âåùåñòâî, å îò ìåñòà ñ ãîëåìè êúì ìåñòà ñ ìàëêè ñòîéíîñòè. Çàïèñàíî
ìàòåìàòè÷åñêè, òîâà îçíà÷àâà

jdiff = −D∇u,

ò.å. òîâà å âåêòîð â ïîñîêàòà −∇u íà íàé-áúðçî íàìàëÿâàíå íà u.
Àêî ïîèñêàìå äà íàëîæèì ãðàíè÷íî óñëîâèå çà íóëåâ ïîòîê ïðåç ãðàíèöà-

òà (èçîëèðàíà ñèñòåìà), òîâà îçíà÷àâà, ÷å êîìïîíåíòàòà íà jdiff â íîðìàëíî
íàïðàâëåíèå òðÿáâà äà å 0. Íåêà ïðèïîìíèì, ÷å âñåêè âåêòîð ìîæå äà áúäå
ðàçëîæåí íà íîðìàëíà è òàíãåíöèàëíà êîìïîíåíòà.



1.3. Ñêàëàðíè ôóíêöèè íà âåêòîðåí àðãóìåíò 43

j NT

CompN j = j· N
CompT j = j· T

Ω

∂Ω

Ïîòîêúò â òàíãåíöèàëíî íàïðàâëåíèå âñúùíîñò îñòàâà â îáëàñòòà. Ò.å. íèå
òðÿáâà äà íàëîæèì óñëîâèåòî âúðõó íîðìàëíàòà êîìïîíåíòà:

jdiff · n = 0.

Âçåìàéêè ïðåäâèä êàçàíîòî ïî-ãîðå çà ãðàäèåíòíèÿ âåêòîð, ïîñëåäíîòî óñëîâèå
å åêâèâàëåíòíî íà

∂u

∂n
= 0.

Íà óïðàæíåíèÿ äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à ùå áúäå ðåøåíà è ùå áúäå èëþñ-
òðèðàí äèôóçèîííèÿò ïîòîê, êîéòî å ñâúðçàí ñ ãðàäèåíòíîòî ïîëå.
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1.4 Âåêòîðíè ôóíêöèè íà âåêòîðåí àðãóìåíò. Äè-

âåðãåíöèÿ è ðîòàöèÿ íà âåêòîðíî ïîëå.

×åñòî ñå íàëàãà äà ðàçãëåæäàìå äàäåíà âåêòîðíà âåëè÷èíà êàòî ôóíêöèÿ íà
íÿêîëêî ïðîìåíëèâè. Äà äàäåì íÿêîëêî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 22 (Ñèëîâî ïîëå). Çàêîíúò íà Íþòîí çà ãðâèòàöèÿòà ãëàñè, ÷å ãîëå-
ìèíàòà íà ãðàâèòàöèîííàòà ñèëà ìåæäó äâà îáåêòà ñ ìàñè m è M å

|F| = mMG

r2
,

êúäåòî G å ãðàâèòàöèîííàòà êîíñòàíòà, à r å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó îáåêòèòå.
Íåêà òÿëî ñ ìàñà M ñå íàìèðà â íà÷àëîòî íà äàäåíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà è

íåêà x å ðàäèóñ-âåêòîðúò, ñúîòâåòñòâàù íà ïîçèöèÿòà íà ÷àñòèöà ñ ìàñà m. Ùå
ôîðìóëèðàìå çàêîí çà ñèëàòà F(x) äåéñòâàùà âúðõó òÿëîòî ñ ìàñà m ïúðâî
âúâ âåêòîðíà (ò.å. êîîðäèíàòíî-èíâàðèàíòíà) ôîðìà.

Âåêòîðúò íà ñèëàòà F(x) èìà ïîñîêà îò òÿëîòî ñ ìàñà m êúì òîâà ñ ìàñà
M . Åäèíè÷íèÿò âåêòîð, çàäàâàù òîâà íàïðàâëåíèå, å −x/|x|. Ñëåäîâàòåëíî

F(x) = −mMG

|x|3
x.

Îáèêíîâåíî, çà äà èçïîëçâàìå çàêîíà, òðÿáâà äà ãî çàïèøåì â êîîðäèíàòíà
ôîðìà. Èçïîëçâàéêè äåêàðòîâè êîîðäèíàòè, x = xi+ yj+ zk, ïîëó÷àâàìå

F(x, y, z) =
−mMGx

(x2 + y2 + z2)3/2
i+

−mMGy

(x2 + y2 + z2)3/2
j+

−mMGz

(x2 + y2 + z2)3/2
k.

Âèçóàëèçèðàìå âåêòîðíîòî ïîëå ïî-äîëó:
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Êàêòî âèæäàìå, ñèëàòà ñå óâåëè÷àâà ïðè ïðèáëèæàâàíå äî íà÷àëîòî íà
êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà.

Ïðèìåð 23 (Âåêòîðíî ïîëå, îïèñâàùî ïîòîê/ ãðàäèåíòíî ïîëå). Ïîòîêúò ñú-
ùî ïðåäñòàâëÿâà âåêòîðíî ïîëå. Íàïðèìåð äèôóçèîííèÿò ïîòîê íà âåùåñòâî ñ
êîíöåíòðàöèÿ f(x) å ñâúðçàí ñ ãðàäèåíòíîòî ïîëå:

jdiff = −D∇f.

Íåêà íàïðèìåð f(x, y) = −x2y + y3 è D = 1. Ïîòîêúò ñå çàäàâà ñ

−∇f(x, y) = −∂f
∂x
i− ∂f

∂y
j = 2xyi+ (x2 − 3y2)j.

Íåêà âèçóàëèçèðàìå âåêòîðíîòî ïîëå çàåäíî ñ ëèíèèòå íà íèâî íà f :

-10 -5 0 5 10

-10

-5

0

5

10

Ìîæåì äà çàáåëåæèì, ÷å ãðàäèåíòíîòî ïîëå å îðòîãîíàëíî íà ëèíèèòå íà
íèâî. Òîâà, ðàçáèðà ñå, ìîæå äà ñå î÷àêâà, òúé êàòî, êàêòî ïîêàçàõìå, ãðàäèåí-
òúò ñî÷è â ïîñîêàòà íà íàé-áúðçî íàðàñòâàíå íà ôóíêöèÿòà, à ëèíèèòå íà íèâî
ñâúðçâàò òî÷êè ñ åäíàêâè ñòîéíîñòè.

Îñâåí òîâà âèæäàìå, ÷å âåêòîðèòå ñà ïî-ãîëåìè òàì, êúäåòî ëèíèèòå íà
íèâî ñà ïî-áëèçêî åäíà äî äðóãà, ò.å. êîíöåíòðàöèÿòà ñå èçìåíÿ ïî-áúðçî.

Ñåãà ùå äåôèíèðàìå ïîíÿòèåòî ãðàíèöà è ùå èçâåäåì ëèíåàðèçàöèÿòà íà
äàäåíî âåêòîðíî ïîëå.

Äåôèíèöèÿ 12

Àêî ∀ε > 0 ñúùåñòâóâà δ = δ(ε) òàêîâà, ÷å ∀x 6= x0 îò ρ(x,x0) < δ ñëåäâà,
÷å ρ(f(x),L) < ε, íàðè÷àìå L ãðàíèöà íà f ïðè x→ x0.

Çà äà ïîëó÷èì ëèíåàðèçàöèÿòà íà äàäåíî âåêòîðíî ïîëå f(x) îêîëî òî÷êàòà
x̄ = (x̄1, . . . , x̄n), ëèíåàðèçèðàìå âñÿêà îò êîìïîíåíòèòå ïîîòäåëíî, êàòî âçåìåì
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ïðåäâèä, ÷å ìîæåì äà ðàáîòèì ïîêîìïîíåíòíî ñ âåêòîðíè ôóíêöèè, êîãàòî
ïðåñìÿòàìå ãðàíèöè, ïðîèçâîäíè è ò.í.:

f(x) =

 f1(x1, . . . , xn)
...

fm(x1, . . . , xn)



=


f1(x̄1, . . . , x̄n) +

∂f1

∂x1

(x̄1, . . . , x̄n)(x1 − x̄1) + · · ·+ ∂f1

∂xn
(x̄1, . . . , x̄n)(xn − x̄n)

...

fm(x̄1, . . . , x̄n) +
∂fm
∂x1

(x̄1, . . . , x̄n)(x1 − x̄1) + · · ·+ ∂fm
∂xn

(x̄1, . . . , x̄n)(xn − x̄n)

+O(|2|)

=

 f1(x̄1, . . . , x̄n)
...

fm(x̄1, . . . , x̄n)

+


∂f1

∂x1

· · · ∂f1

∂x1
...

. . .
...

∂fm
∂x1

· · · ∂fm
∂x1


(x̄1,...,x̄n)

 x1 − x̄1
...

xn − x̄n

+O(|2|)

= f(x̄) + J(x̄)(x− x̄) +O(|2|),

êúäåòî J å ìàòðèöàòà íà ßêîáè çà f ïî îòíîøåíèå íà x.

Òâúðäåíèå 8

Ëèíåàðèçàöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå f(x) îêîëî òî÷êàòà x̄ ñå çàäàâà ñ
f(x̄) + J(x̄)(x− x̄).

Ëèíåàðèçàöèÿòà èãðàå âàæíà ðîëÿ ïðè ðåøàâàíåòî èëè èçñëåäâàíåòî íà
ðåäèöà íåëèíåéíè çàäà÷è.

Ïðèìåð 24 (Ìåòîä íà Íþòîí çà ðåøàâàíå íà íåëèíåéíè àëãåáðè÷íè ñèñòåìè.).
Íåêà å äàäåíà ñèñòåìàòà

f(x) = 0.

Ìåòîäúò íà Íþòîí å èòåðàöèîíåí ìåòîä, ïðè êîéòî çàïî÷âàìå ñ íà÷àëíî ïðèá-
ëèæåíèå x0 è íàìèðàìå ñëåäâàùèòå ïî ôîðìóëàòà

xi+1 = xi − J−1(xi)f(xi).

Òîé ñå îñíîâàâà íà ðåøàâàíåòî íà ëèíåàðèçàðàíàòà îêîëî òî÷êàòà xi ñèñòåìà:

f(xi) + J(xi)(x− xi) = 0.

Îñíîâíèòå äèôåðåíöèàëíè îïåðàöèè âúðõó äàäåíî âåêòîðíî ïîëå F ñà îò-

íîâî ñâúðçàíè ñ îïåðàòîðà ∇ :=
(

∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn

)
. Òîé ìîæå äà äåéñòâà ïî äâà

íà÷èíà âúðõó F = (Fx1 , . . . , Fxn) (çàñåãà ðàçãëåæäàìå ñòàíäàðòíè äåêàðòîâè
êîîðäèíàòè):

∇ · F, ∇× F.

È äâàòà èìàò âàæåí ôèçè÷åñêè ñìèñúë è ùå ãè ðàçãëåäàìå ïîñëåäîâàòåëíî
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Äèâåðãåíöèÿ íà âåêòîðíî ïîëå

Ìíîãî îò ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè íà ôèçè÷åñêè ïðîöåñè ñå îñíîâàâàò íà çà-
êîíè çà çàïàçâàíå. Äà ñè ïðèïîìíèì êàê èçãëåæäàò íåùàòà â 1D:

Èçìåíåíèåòî íà âåëè÷èíàòà u, îïðåäåëåíî îò ïîòîêà j, å âñëåäñòâèå íà ðàç-
ëèêàòà ìåæäó òîâà, êîåòî �âëèçà� â òî÷êàòà, è òîâà, êîåòî �èçëèçà� îò íåÿ, ò.å.

∂u

∂t
= −∂j

∂x
.

Íåêà âèäèì êàê ìîæåì äà îáîáùèì òàçè èäåÿ â 2D (â 3D å àíàëîãè÷íî). Òóê
ùå çàãðàäèì òî÷êàòà ñ ïðàâîúãúëíèê ñúñ ñòðàíè, êîèòî ùå ïóñíåì äà êëîíÿò
êúì 0:

x

y

x

y

x+Dxx-Dx

y-Dy

y+Dy

j

i

F

Fx(x+Dx,y)i
-Fx(x-Dx,y)i

-Fy(x,y-Dy)j

Fy(x,y+Dy)j

P

A B

CD

Òúé êàòî ∆x è ∆y ùå áúäàò ïóñíàòè äà êëîíÿò êúì 0, ìîæåì äà ñ÷èòàìå,
÷å âúðõó âñÿêà îò ñòðàíèòå íà ïðàâîúãúëíèêà F å �ïî÷òè êîíñòàíòà�. Òîãàâà
íåòíîòî èçòè÷àíå ïðåç AD è BC çà åäèíèöà âðåìå å

[F(x+ ∆x, y)− F(x−∆x, y)]2∆y · i = [Fx(x+ ∆x, y)− Fx(x−∆x, y)]2∆y.

Íåòíîòî èçòè÷àíå ïðåç AB è CD e

[F(x, y + ∆y)− F(x, y −∆y)]2∆x · j = [Fy(x, y + ∆y)− Fy(x, y −∆y)]2∆x.
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Òîãàâà ñðåäíîòî èçòè÷àíå ïðåç ãðàíèöèòå íà ïðàâîúãúëíèêà íà åäèíèöà îáåì
(â ñëó÷àÿ, ïëîù) å

Fx(x+ ∆x, y)− Fx(x−∆x, y)

2∆x
+
Fy(x, y + ∆y)− Fy(x, y −∆y)

2∆y

∆x→0,∆y→0−→ ∂Fx
∂x

+
∂Fy
∂y

.

N.B. 12

Âñè÷êè òî÷êîâè õàðàêòåðèñòèêè íà íåïðåêúñíàòà ñðåäà ñå äåôèíèðàò êà-
òî ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè îáåì, êëîíÿù êúì 0. Âïðî÷åì íå å íåîáõîäèìî
äà çàòâîðèì òî÷êàòà â ïðàâîúãúëíèê. Ìîæåì äà ÿ çàòâîðèì â ïðîèçâî-
ëåí îáåì, íî ïðè ãðàíè÷íèÿ ïðåõîä íÿìà çíà÷åíèå. Ùå ñå âúðíåì íà òîçè
âúïðîñ ïî-êúñíî.

È òàêà, âå÷å ñìå ãîòîâè äà äåôèíèðàìå ïîíÿòèåòî äèâåðãåíöèÿ â êîîðäèíà-
òåí âèä.

Äåôèíèöèÿ 13

Äèâåðãåíöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå F = (Fx1 , . . . , Fxn), çàäàäåíî ñ äå-
êàðòîâèòå ñè êîîðäèíàòè, å

div F ≡ ∇ · F :=
∂Fx1
∂x1

+ · · ·+ ∂Fxn
∂xn

.

Ïîñëåäíàòà äåôèíèöèÿ å åêâèâàëåíòíà íà ãåîìåòðè÷åñêè-èíâàðèàíòíà äå-
ôèíèöèÿ, êîÿòî ñúäúðæà â ñåáå ñè è ôèçè÷åñêèÿ ñìèñúë íà ïîíÿòèåòî. Çàñåãà
ùå ÿ ïðèâåäåì ñàìî íà èíòóèòèâíî íèâî è ùå ÿ óòî÷íèì ïî-êúñíî.

Äåôèíèöèÿ 14

Äèâåðãåíöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå F (íåêà ñè ìèñëèì çà íåãî êàòî
çà ïîòîê) å �ñðåäíîòî èçòè÷àíå îò òî÷êàòà çà åäèíèöà âðåìå íà åäèíèöà
îáåì�:

∇·F = lim
∆V→0

íåòíîòî èçòè÷àíå îò åëåìåíòàðíèÿ îáåì ∆V çà åäèíèöà âðåìå

∆V
.

Ïðèìåð 25. Äà ðàçãëåäàìå âåêòîðíîòî ïîëå, èçîáðàçåíî ïî-äîëó:
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-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

Äèâåðãåíöèÿòà â çåëåíàòà òî÷êà å îòðèöàòåëíà, òúé êàòî âñè÷êî �âëèçà� â òî÷-
êàòà. Äèâåðãåíöèÿòà â ÷åðâåíàòà òî÷êà å ïîëîæèòåëíà, òúé êàòî îò íåÿ ïîâå÷å
�èçëèçà�, îòêîëêîòî �âëèçà�.

Ïðèìåð 26. Äà ðàçãëåäàìå âåêòîðíîòî ïîëå, èçîáðàçåíî ïî-äîëó:

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

Äèâåðãåíöèÿòà â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà å ïîëîæèòåëíà, òúé êàòî
âñè÷êî �èçëèçà� îò òî÷êàòà.

Ðîòàöèÿ íà âåêòîðíî ïîëå

Äðóãàòà âàæíà äèôåðåíöèàëíà îïåðàöèÿ å ðîòàöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå, curl F,
∇× F (èçïîëçâàò ñå îùå òåðìèíèòå ðîòîð, âèõúð).

Ìíîãî ïîòîöè èìàò òåíäåíöèÿ äà èçâúðøâàò âúðòåëèâè äâèæåíèÿ. Òàêà
íàïðèìåð, àêî ïîñòàâèì êîðêîâà òàïà âúâ ôëóèä, êîéòî ñå õàðàêòåðèçèðà ñ
òàêúâ ïîòîê, òÿ ùå çàïî÷íå äà ñå âúðòè îêîëî íÿêàêâà îñ íà âúðòåíå. Çà äà
îïèøåì âúðòåëèâèòå äâèæåíèÿ, å íåîáõîäèìî äà îïèøåì îñòà íà âúðòåíå, ïî-
ñîêàòà (ñðåùó ÷àñîâíèêîâàòà èëè ïî ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà) è ãîëåìèíàòà, ò.å.
òîâà å âåêòîðíà âåëè÷èíà.
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Íåêà ðàçãëåäàìå âúðòåíåòî îêîëî îñ â íàïðàâëåíèå k â äàäåíà òî÷êà. Çà òà-
çè öåë ùå ðàçãëåäàìå äâèæåíèåòî íà ÷àñòèöèòå ïî ãðàíèöàòà íà ïðàâîúãúëíà
îáëàñò, çàãðàæäàùà òî÷êàòà, íåêà ÿ îçíà÷èì ñ P . Çàñåãà ùå ðàçãëåäàìå ðàâíè-
íàòà, ñúäúðæàùà P è îðòîãîíàëíà íà k, ò.å. ùå îïèøåì ñúîòâåòíàòà 2D ðîòàöèÿ
(2Dcurl). Íà ôèãóðàòà ïî-äîëó å èëþñòðèðàí �èäåàëíèÿò� ñëó÷àé çà òîâà êàê
òðÿáâà äà èçãëåæäà ïîòîêúò, çà äà áúäå ðîòàöèÿòà ïîëîæèòåëíà.

x-Dx x x+Dx

Fx(x,y-Dy)i

Fx(x,y+Dy)i

Fy(x+Dx,y)jFy(x-Dx,y)j

A B

P

CD

y-Dy

y

y+Dy

y

x

È òàêà, ñóìàðíèÿò ïîòîê ïî ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà å

[Fy(x+ ∆x, y)− Fy(x−∆x, y)] 2∆y + [Fx(x, y −∆y)− Fx(x, y + ∆y)] 2∆x.

Òîãàâà ìîæåì äà îïðåäåëèì ñðåäíÿ ïîòîê �oêîëî� îáëàñòòà íà åäèíèöà ïëîù
êàòî

Fy(x+ ∆x, y)− Fy(x−∆x, y)

2∆x
+
Fx(x, y −∆y)− Fx(x, y + ∆y)

2∆y

∆x→0,∆y→0−→ ∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y
=: 2Dcurl F.

Ðàçãëåæäàéêè ðîòàöèÿòà â 3D, òîâà, êîåòî ïîëó÷èõìå, å âñúùíîñò k-êîìïîíåíòàòà
íà ðîòàöèÿòà. Àíàëîãè÷íî ìîæåì äà ïîëó÷èì è îñòàíàëèòå äâå. Òàêà äåôèíè-
ðàìå ðîòàöèÿòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.

Äåôèíèöèÿ 15

Ðîòàöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå F = Fxi+ Fyj+ Fzk ñå äåôèíèðà ÷ðåç

curl F = ∇× F :=

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣ .
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1.5 Îïåðàòîðúò∇ â íåäåêàðòîâè êîîðäèíàòíè ñèñ-

òåìè

Îñíîâíîòî ïðåäèìñòâî íà ôîðìóëèðàíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè â îïåðà-
òîðíà ôîðìà å, ÷å òàêà òå ñà íåçàâèñèìè îò êîíêðåòíàòà ãåîìåòðèÿ è îò èçáîðà
íà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà. Çà äà ìîæåì äà ñå âúçïîëçâàìå îò òîâà ïðåäèìñòâî
îáà÷å, å íåîáõîäèìî äà ìîæåì äà ïðåäñòàâèì ó÷àñòâàùèòå îïåðàòîðè â êîîðäè-
íàòíà ôîðìà. Ùå èëþñòðèðàìå èäåÿòà, êàòî íàìåðèì êîîðäèíàòíî ïðåäñòàâÿíå
íà îïåðàòîðà ∇ â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè

x = r cosϕ, y = r sinϕ.

Îñíîâíà ðàçëèêà íà ðàáîòàòà â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè â ñðàâíåíèå ñ ðàáîòàòà â
äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà å, ÷å áàçèñíèòå âåêòîðè (êîèòî ñî÷àò â ïîñî-
êàòà íàêúäåòî ðàñòàò íåçàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè) ñà ðàçëè÷íè âúâ âñÿêà òî÷êà.
Ñ äðóãè äóìè, ïðè ðàáîòàòà â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè (èëè èçîáùî êðè-
âîëèíåéíè êîîðäèíàòè) äåôèíèðàìå ëîêàëåí áàçèñ. Â ñëó÷àÿ òîé èìà
âèäà (ïðîâåðåòå!) [

r̂
ϕ̂

]
=

[
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

] [
î

ĵ

]
.

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å ìàòðèöàòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà å ðîòàöèîííà ìàòðèöà,
ìîæåì ëåñíî äà íàïèøåì è îáðàòíàòà òðàíñôîðìàöèÿ:[

î

ĵ

]
=

[
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

] [
r̂
ϕ̂

]
.

È òàêà, âå÷å ñìå ãîòîâè äà ïðåäñòàâèì îïåðàòîðà ∇ â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè.
Ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

∇ = î
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y

= (cosϕr̂− sinϕϕ̂)

(
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂ϕ

∂x

∂

∂ϕ

)
+ (sinϕr̂+ cosϕϕ̂)

(
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂ϕ

∂y

∂

∂ϕ

)
= r̂

∂

∂r
+ ϕ̂

1

r

∂

∂ϕ
.

Íåêà âèäèì ñåãà êàê, èçïîëçâàéêè ïîñëåäíèÿ ðåçóëòàò, ìîæåì äà ïðåñìåò-
íåì äèâåðãåíöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå

F = Frr̂+ Fϕϕ̂.

Èìàìå

div F = ∇ · F =

(
r̂
∂

∂r
+ ϕ̂

1

r

∂

∂ϕ

)
· (Frr̂+ Fϕϕ̂)

= r̂ · ∂
∂r

(Frr̂) + r̂ · ∂
∂r

(Fϕϕ̂) + ϕ̂ · 1

r

∂

∂ϕ
(Frr̂) + ϕ̂ · 1

r

∂

∂ϕ
(Fϕϕ̂)

=
1

r

∂(rFr)

∂r
+

1

r

∂Fϕ
∂ϕ

.
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Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å â ïîñëåäíîòî å âçåò ïðåäâèä ôàêòúò, ÷å r̂ è ϕ̂ çàâèñÿò
îò ϕ.

Çà îïåðàòîðà íà Ëàïëàñ ïîëó÷àâàìå

∆f = ∇ · (∇f) = ∇ ·
(
∂f

∂r
r̂+

1

r

∂f

∂ϕ
ϕ̂

)
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂f

)
+

1

r2

∂2f

∂ϕ2
.

Êîîðäèíàòíîòî ïðåäñòàâÿíå íà îïåðàòîðà ∇ â ñòàíäàðòíè êîîðäèíàòíè ñèñ-
òåìè (íàïð. öèëèíäðè÷íè, ñôåðè÷íè è äð.) ìîæå äà áúäå íàìåðåío ëåñíî â
ñïðàâî÷íèöè è èíòåðíåò. Âàæíî å îáà÷å äà çíàåì êàêúâ å ïðèíöèïúò çà èç-
âåæäàíåòî íà òåçè êîîðäèíàòíè ïðåäñòàâÿíèÿ, òúé êàòî ñå íàëàãà ðàáîòàòà è
â êîîðäèíàòíè ñèñòåìè, êîèòî íå ñà ñòàíäàðòíè, à ñà ñïåöèôè÷íè çà äàäåíà
êîíêðåòíà çàäà÷à (òîâà ñå íàëàãà ÷åñòî íàïðèìåð ïðè îïèñâàíåòî íà åëàñòè÷íè
òåëà).

1.6 Êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè

Êðèâîëèíåéíèòå èíòåãðàëè ñà îáîáùåíèå íà êëàñè÷åñêèÿ ðèìàíîâ èíòåãðàë.
Íåêà å äàäåíà êðèâà C, âúðõó êîÿòî å îïðåäåëåíà ôóíêöèÿòà f(x). Îáèêíîâåíî
êðèâàòà C ñå äåôèíèðà àíàëèòè÷íî ÷ðåç âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ r(t) = x(t)i+y(t)j,
a ≤ t ≤ b. Àêî ðàçäåëèì ïàðàìåòðè÷íèÿ èíòåðâàë [a, b], âúâåæäàéêè òî÷êèòå ti,
i = 1, . . . , n, òî êðèâàòà ñúùî ñå ðàçäåëÿ íà äúãè îò ñúîòâåòíèòå òî÷êè Pi = r(ti).
Èçáèðàéêè òî÷êèòå P ∗i = (x∗i , y

∗
i ) îò âñÿêà äúãà ñ äúëæèíà ∆si, äåôèíèðàìå

ˆ
C

f(x, y)ds = lim
max ∆si→0

n∑
i=1

f(x∗i , y
∗
i )∆si,

àêî ïîñëåäíàòà ãðàíèöà ñúùåñòâóâà.

Ïðèìåð 27. Íåêà ïëúòíîñòòà íà òúíêà òåë, ÷èÿòî ãåîìåòðèÿ å îïèñàíà îò
êðèâàòà C, å îçíà÷åíà ñ ρ. Òîãàâà ìîæåì äà íàìåðèì ìàñàòà íà òåëòà âúðõó èí-
ôèíèòåçèìàëíà ÷àñò îò íåÿ ñ äúëæèíà ds ÷ðåç ïðîèçâåäåíèåòî ρds. Ñóìèðàéêè
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âúðõó öÿëàòà òåë, ïîëó÷àâàìå íåéíàòà ìàñà, ò.å.ˆ
C

ρds.

Ïðèìåð 28. Äúëæèíàòà íà äàäåíà êðèâà C ìîæå äà áúäå íàìåðåíà ÷ðåç ñó-
ìèðàíåòî íà èíôèíèòåçèìàëíèòå äúãè ds, ò.å.ˆ

C

ds.

Ïðèìåð 29. Ðàáîòàòà, èçâúðøâàíà îò êîíñòàíòíà ñèëà, äåéñòâàùà âúðõó äâè-
æåùî ñå òÿëî, å ñèëàòà ïî èçìèíàòèÿ ïúò. Ïî-òî÷íî, àêî ñèëàòà íå å â ñúùàòà
ïîñîêà êàòî äâèæåíèåòî íà òÿëîòî, òðÿáâà äà âçåìåì ñàìî êîìïîíåíòàòà íà ñè-
ëàòà â ñúîòâåòíîòî íàïðàâëåíèå, òúé êàòî îñòàíàëèòå êîìïîíåíòè íÿìàò ïðÿêî
îòíîøåíèå êúì äâèæåíèåòî. Ñëåäîâàòåëíî, àêî ñèëàòà F äåéñòâà âúðõó òÿëî,
äâèæåùî ñå ìåæäó òî÷êèòå A è B, êàêòî å èçîáðàçåíî íà ôèãóðàòà:

F

xProjx F
α

òî ðàáîòàòà å ðàâíà íà ‖ProjxF‖‖x‖, êúäåòî x =
−→
AB å âåêòîðúò íà îòìåñò-

âàíåòî, à ProjxF å âåêòîðíàòà ïðîåêöèÿ íà F âúðõó x. Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å
‖ProjxF‖ = ‖F‖ cosα, òîãàâà ìîæåì äà èçðàçèì ðàáîòàòà W ÷ðåç W = F · x.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ÷àñòèöà, äâèæåùà ñå â ñèëîâî ïîëå, îïðåäåëåíî îò
âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ F(x) è íåêà òðàåêòîðèÿòà íà ÷àñòèöàòà å îïðåäåëåíà îò
r(t). Òîãàâà âúâ âñÿêà òî÷êà òðÿáâà äà óìíîæèì F · dr, çà äà ïîëó÷èì ðàáîòàòà
âúðõó èíôèíèòåçèìàëíà ÷àñò îò òðàåêòîðèÿòà, è äà ñóìèðàìå âúðõó öÿëàòà
òðàåêòîðèÿ C (íàïðàâåòå ôèãóðà, êîÿòî èëþñòðèðà êàçàíîòî):

W =

ˆ
C

F · dr.

1.7 Îñíîâíè òåîðåìè íà èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå

1.7.1 Îñíîâíà òåîðåìà çà êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè

Òåîðåìàòà íà Íþòîí�Ëàéáíèö (êîÿòî å ÷àñòåí ñëó÷àé íà îñíîâíàòà òåîðåìà çà
êðèâîëèåíåéíè èíòåãðàëè) ãëàñè, ÷å
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ˆ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a).

Ïîñëåäíîòî ìîæå äà áúäå ïðîâåðåíî ëåñíî. Íàèñòèíà, çàïî÷âàéêè îò f(a),
òðÿáâà äà äîáàâèì âñè÷êè èíôèíèòåçèìàëíè èçìåíåíèÿ df , çà äà ïîëó÷èì f(b):

f(a) +

ˆ b

a

df = f(b).

Òúé êàòî îáèêíîâåíî èìàìå îïðåäåëåíà ôóíêöèÿòà f(x), å ïî-óäîáíî äà çàïè-
øåì èíòåãðàëà âúâ âèäà ˆ b

a

df =

ˆ b

a

df

dx
dx.

Ïîäîáåí ðåçóëòàò ìîæåì äà ïîëó÷èì â îáùèÿ ñëó÷àé çà êðèâîëèíåéíè èí-
òåãðàëè. Íåêà ðàçãëåäàìå êðèâàòà, îïðåäåëåíà îò âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ r(t),
a ≤ t ≤ b. Íåêà ôóíêöèÿòà f å äåôèíèðàíà è äîñòàòú÷íî ãëàäêà âúðõó êðèâà-
òà.

A

B

r(b)

r(a)

r(t)

dr/dr

Ðàçñúæäàâàéêè àíàëîãè÷íî íà òåîðåìàòà íà Íþòîí�Ëàéáíèö, ïîëó÷àâàìå

f(r(b))− f(r(a)) =

ˆ
C

( ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå ïî íàïðàâëå-
íèå íà êðèâàòà â äàäåíàòà òî÷êà

)
ds.

Çà äà ïðåñìåòíåì ïðîèçâîäíàòà ïî íàïðàâëåíèå íà êðèâàòà â äàäåíà òî÷-
êà, òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì åäèíè÷åí âåêòîð, ñî÷åù ïî íàïðàâëåíèå íà êðèâàòà.
Ìîæåì äà èçáåðåì

dr/dt

‖dr/dt‖
èëè, êîåòî å ñúùîòî dr/‖dr‖. Òîãàâà

f(r(b))− f(r(a)) =

ˆ
C

∇f · dr

‖dr‖
ds.
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Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å ‖dr‖ å ðàâíî íà
√
dx2 + dy2 = ds (âèæ ôèãóðàòà ïî-

äîëó),

r(t)

r(t+dt)

ds

dr

dx

dy

ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ïî-êîìïàêòíà ôîðìà.

Òâúðäåíèå 9: Îñíîâíà òåîðåìà çà êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè

Íåêà C å ãëàäêà êðèâà, çàäàäåíà ÷ðåç âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ r(t), a ≤ t ≤ b.
Íåêà f å ôóíêöèÿ, êîÿòî å îïðåäåëåíà è íåïðåêúñíàòî-äèôåðåíöèðóåìà
âúðõó C. Tîãàâà ˆ

C

∇f · dr = f(r(b))− f(r(a)).

Ïðèìåð 30. Äà ïðåñìåòíåì ðàáîòàòà, èçâúðøåíà îò ãðàâèòàöèîííîòî ïîëå

F(x) = −mMG

|x|3
x

ïðè äâèæåíèåòî íà ÷àñòèöà ñ ìàñà m îò òî÷êàòà (3,4,12) äî òî÷êàòà (2,2,0) ïî
äàäåíà ïî ÷àñòè ãëàäêà êðèâà C.

Ïîêàçàõìå, ÷å ðàáîòàòà ìîæå äà áúäå îïðåäåëåíà ÷ðåç

ˆ
C

F · dr.

Òîãàâà, àêî ìîæåì äà íàìåðèì ñêàëàðíàòà ôóíêöèÿ f(x, y, z) òàêà, ÷å ∇f = F,
ìîæåì äà èçïîëçâàìå Îñíîâíàòà òåîðåìà çà êðèâîëèíåéíè èíòåãðàëè. Èçáèðà-
ìå ôóíêöèÿòà

f(x, y, z) =
mMG√

x2 + y2 + z2

(ïðîâåðåòå, ÷å òÿ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî). Òîãàâà ðàáîòàòà å ðàâíà íà f(2, 2, 0)−
f(3, 4, 12) = mMG(1/(2

√
2)− 1/13).
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1.7.2 Òåîðåìà íà Green

Òâúðäåíèå 10: Òåîðåìà íà Green

Íåêà ∂Ω å ïîëîæèòåëíî îðèåíòèðàíà, ïî ÷àñòè ãëàäêà, ïðîñòà çàòâîðåíà
êðèâà â ðàâíèíàòà è íåêà Ω e îáëàñòòà, çàãðàäåíà îò íåÿ. Àêî P (x, y)
è Q(x, y) ñà ôóíêöèè, äåôèíèðàíè è íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìè â
îòâîðåíà îáëàñò, ñúäúðæàùà Ω. òîãàâà

¨
Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dΩ =

˛
∂Ω

(Pdx+Qdy).

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå ïðèâåäåì äîêàçàòåëñòâî íå â íàé-îáùèÿ ñëó÷àé, íî ñëó-
÷àé, êîéòî å äîñòàòú÷íî îáù çà âñè÷êè ïðàêòè÷åñêè öåëè.

Ïúðâî, íåêà Ω e ïðîñòà îáëàñò â ñëåäíèÿ ñìèñúë:

• Ω ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà

Ω = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}; (1.4)

• Ω ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè è âúâ âèäà

Ω = {(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, h1(y) ≤ x ≤ h2(y)}. (1.5)

Ïðèìåð çà òàêàâà îáëàñò å èëþñòðèðàí ïî-äîëó, êúäåòî îáëàñòòà å ïðåäñòàâåíà
âúâ âèäà (1.4).

W G2

G3

G4

G1

Âçåìàéêè ïðåäâèä (1.4), ïîëó÷àâàìå (âæ. ïîñëåäíàòà ôèãóðà)

˛
∂Ω

P (x, y)dx =

ˆ
Γ1

P (x, y)dx+

��
�
��

�
��*

0ˆ
Γ2

P (x, y)dx+

ˆ
Γ3

P (x, y)dx+

��
�
��
�
��*

0ˆ
Γ4

P (x, y)dx

=

ˆ b

a

P (x, g1(x))dx−
ˆ b

a

P (x, g2(x))dx.
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Îò äðóãà ñòðàíà,

¨
Ω

∂P

∂y
dΩ =

ˆ b

a

(ˆ g2(x)

g1(x)

∂P

∂y
dy

)
dx

=

ˆ b

a

[
P (x, g2(x))− P (x, g1(x))

]
dx.

Ñëåäîâàòåëíî ˛
∂Ω

P (x, y)dx = −
¨

Ω

∂P

∂y
dΩ.

Àíàëîãè÷íî, êàòî ñå èçïîëçâà (1.5), ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

˛
∂Ω

Q(x, y)dx =

¨
Ω

∂Q

∂x
dΩ.

Ñëåäîâàòåëíî Òåîðåìàòà íà Green å â ñèëà çà îáëàñòè, êîèòî ìîãàò äà ñå ïðåä-
ñòàâÿò åäíîâðåìåííî âúâ âèäà (1.4) è âúâ âèäà (1.5).

Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å òåîðåìàòà ìîæå ëåñíî äà ñå îáîáùè è çà îáåäèíåíèå
íà òàêèâà îáëàñòè, êàòî ñå âçåìå ïðåäâèä, ÷å êðèâîëèíåéíèòå èíòåãðàëè âúðõó
îáùèòå èì ãðàíèöè äâà ïî äâà ñå ñúêðàùàâàò. Ùå ïîêàæåì êàê òîâà ñå ïðàâè
çà îáåäèíåíèåòî íà äâå îáëàñòè, à çà ïîâå÷å ñòàâà àíàëîãè÷íî.

Íåêà ðàçãëåäàìå îáëàñòòà Ω = Ω1 ∪ Ω2, êúäåòî Ω1 è Ω2 ñà ïðîñòè îáëàñòè:

W1
W2

G1

G2 -G2

G3

Òîãàâà, ïðèëàãàéêè Òåîðåìàòà íà Green çà âñÿêà îò ïðîñòèòå îáëàñòè, ïî-
ëó÷àâàìå ¨

Ω1

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dΩ =

˛
Γ1∪Γ2

(Pdx+Qdy),

¨
Ω2

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dΩ =

˛
Γ3∪−Γ2

(Pdx+Qdy).

Ñúáèðàéêè ïî÷ëåííî ïîñëåäíèòå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àâàìå

¨
Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dΩ =

˛
∂Ω

(Pdx+Qdy).

Îáîáùåíèåòî çà îáåäèíåíèå íà êðàåí áðîé ïðîñòè îáëàñòè å íàïúëíî àíàëîãè÷-
íî è å èëþñòèðàíî ñàìî ãðàôè÷íî ïî-äîëó:
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Òåîðåìàòà ìîæå äà ñå îáîáùè è äî âèäà, â êîéòî ÿ ôîðìóëèðàõìå, íî ïðîïóñ-
êàìå òîâà äîêàçàòåëñòâî, òúé êàòî ïîâå÷åòî ñëó÷àè, âúçíèêâàùè íà ïðàêòèêà,
ñå ïîêðèâàò îò òîâà, êîåòî âå÷å ðàçãëåäàõìå.

1.7.3 Âåêòîðíè ôîðìè íà òåîðåìàòà íà Green

Òâúðäåíèå 11: 2D Òåîðåìà çà äèâåðãåíöèÿòà

Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿòà íà Òåîðåìàòà íà Green å â ñèëà

˛
∂Ω

F · nds =

¨
Ω

divFdΩ.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ôóíêöèÿòà F å îïðåäåëåíà ÷ðåç F(x, y) = P (x, y)̂i +
Q(x, y)̂j è íåêà ∂Ω ñå îïðåäåëÿ ÷ðåç âåêòîðíàòà ôóíêöèÿ r(t). Âçåìàéêè ïðåä-
âèä, ÷å åäèíè÷íàòà âúíøíà íîðìàëà ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå ÷ðåç (dy/‖dr‖,−dx/‖dr‖)
(ïðîâåðåòå), ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

I =

˛
∂Ω

F · nds

=

˛
∂Ω

(
P (x, y)

dy

‖dr‖
−Q(x, y)

dx

‖dr‖

)
ds

=

˛
∂Ω

(Pdy −Qdx)

=

¨
Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dΩ

=

¨
Ω

divFdΩ.

Íåïîñðåäñòâåíî ñå ïðîâåðÿâà è ÷å ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå íà Òåîðåìàòà íà
Green âúâ âåêòîðåí âèä å â ñèëà:
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Òâúðäåíèå 12: 2D Òåîðåìà íà Stokes

Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿòà íà Òåîðåìàòà íà Green å â ñèëà

¨
Ω

(2Dcurl F)dΩ =

˛
∂Ω

F · dr.

èëè, êîåòî å ñúùîòî,

¨
Ω

(∇× F) · kdΩ =

˛
∂Ω

F · dr.

N.B. 13

Òåîðåìàòà çà äèâåðãåíöèÿòà è òåîðåìàòà íà Stokes ìîãàò äà ñå äîêàæàò
è â 3D:

• Òåîðåìà çà äèâåðãåíöèÿòà (Òåîðåìà íà Ãàóñ�Îñòðîãðàäñêè):

˚
V

∇ · F(x, y, z)dV =

‹
∂V

F · ndS.

• Òåîðåìà íà Stokes:

¨
S

(∇× F) · ndS =

˛
∂S

F · dr.

Çà ïîâå÷å ïîäðîáíîñòè, âæ. íàïð. �J.Stewart, Calculus�.
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1.8 Óðàâíåíèÿ íà òîïëî- è ìàñî-ïðåíîñ

1.8.1 Óðàâíåíèå íà íåïðåêúñíàòîñòòà. Êîîðäèíàòíî-èâàðèàíòíà

äåôèíèöèÿ çà äèâåðãåíöèÿ.

Ùå èçâåäåì îáùèÿ âèä íà åäèí çàêîí çà çàïàçâàíå â 2D (âñúùíîñò, òúé êàòî
èçâåæäàíåòî ñå îñíîâàâà íà Òåîðåìàòà çà äèâåðãåíöèÿòà, òî å âàëèäíî è â 3D).
Èçìåíåíèåòî íà íåòíîòî êîëè÷åñòâî U â äàäåíà îáëàñò Ω ìîæå äà ñå äúëæè
èëè íà íåùî, êîåòî å ìèíàëî ïðåç ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà, èëè íà íåùî, êîåòî
ñå ãåíåðèðà/ïîãëúùà â íåÿ. Òîãàâà

dU

dt
= −
˛
∂Ω

j · nds+ F,

êúäåòî j å ïîòîêúò, à F e íåòíîòî ïðîèçâîäñòâî/ïîãëúùàíå â îáëàñòòà çà åäè-
íèöà âðåìå. Ïîñëåäíîòî å èíòåãðàëíàòà ôîðìà íà çàêîíà çà çàïàçâàíå.
Çà äà ñâåäåì çàêîíà äî äèôåðåíöèàëíà ôîðìà, ïúðâî, äåëèì äâåòå ñòðàíè íà
|Ω| è ïîëó÷àâàìå

d(U/|Ω|)
dt

= − 1

|Ω|

˛
∂Ω

j · nds+
F

|Ω|
. (1.6)

Ñåãà èçïîëçâàìå Òåîðåìàòà çà äèâåðãåíöèÿòà è ïîëó÷àâàìå

d(U/|Ω|)
dt

= − 1

|Ω|

¨
Ω

∇ · jdΩ +
F

|Ω|
.

Èçïîëçâàéêè Òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè è ïóñêàéêè |Ω| → 0, ïîëó÷àâàìå
îêîí÷àòåëíî Óðàâíåíèåòî íà íåïðåêúñíàòîñòòà

∂u

∂t
= −∇ · j+ f. (1.7)

N.B. 14

Âñè÷êè òî÷êîâè õàðàêòåðèñòèêè íà äàäåíà íåïðåêúñíàòà ñðåäà ñå ïîëó÷à-
âàò ïîñðåäñòâîì ãðàíè÷åí ïðåõîä. Â ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå èçïîëçâàíèòå
îçíà÷åíèÿ èìàò ñëåäíèÿ ñìèñúë: äåôèíèðàìå

u := lim
|Ω|→0

U

|Ω|
, f := lim

|Ω|→0

F

|Ω|
.

Íà÷èíúò, ïî êîéòî èçâåäîõìå óðàâíåíèåòî íà íåïðåêúñíàòîñòòà, íè äàâà
îñíîâàíèå äà ôîðìàëèçèðàìå êîîðäèíàòíî-èâàðèàíòíàòà Äåôèíèöèÿ 1.4 çà äè-
âåðãåíöèÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí (ñðàâíåòå (1.6) è (1.7)):

Äåôèíèöèÿ 16

Äèâåðãåíöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå F â òî÷êàòà P e:

∇ · F = lim
Ω→{P}

1

|Ω|

˛
∂Ω

F · nds.

1.8.2 Óðàâíåíèÿ îò òèï ðåàêöèÿ-äèôóçèÿ-àäâåêöèÿ-õåìîòàêñèñ



Ãëàâà 2

Ëèíåéíè àëãåáðè÷íè ñèñòåìè,

ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíè

òðàíñôîðìàöèè

2.1 Ãåîìåòðèÿ íà ëèíåéíèòå àëãåáðè÷íè ñèñòåìè

×åñòî å ïîëåçíî äà èìàìå ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà äàäåí àíàëèòè÷åí
îáåêò. Ùå ðàçãëåäàìå äâå ãåîìåòðè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà äàäåíà ëèíåéíà ñèñòå-
ìà. Ïúðâî, ùå êîìåíòèðàìå �row picture� çà ëèíåéíà ñèñòåìà

Â 2D ìîæåì äà âèçóàëèçèðàìå âñÿêî îò óðàâíåíèÿòà íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà
(ò.å. âñåêè ðåä íà ñèñòåìàòà), êàòî èçîáðàçèì âñè÷êè òî÷êè, ÷èèòî êîîðäèíàòè
óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèÿòà â äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà. Êàêòî çíàåì,
òå îòãîâàðÿò íà ïðàâè â ðàâíèíàòà.

Ïðèìåð 31. Ñúùåñòâóâàò òî÷íî òðè âúçìîæíè âçàèìíè ïîëîæåíèÿ íà äâå
ïðàâè â ðàâíèíàòà. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå ïðèìåðè:

x+ y = 2

x− y = 1

x+ y = 2

x+ y = 4

x+ y = 2

2x+ 2y = 4

x-y=1

x+y=2

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

x+y=2
x+y=4

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

2x+2y=4

x+y=2

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

Â ïúðâèÿ ñëó÷àé äâåòå ïðàâè ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà. Êîîðäèíàòèòå �è ñúîòâåò-
ñòâàò íà åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà.

Íà âòîðàòà ôèãóðà ïðàâèòå ñà óñïîðåäíè è ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà íÿìà
ðåøåíèå.

Â òðåòèÿ ñëó÷àé äâåòå ïðàâè ñúâïàäàò, ò.å. ñèñòåìàòà èìà áåçáðîé ìíîãî
ðåøåíèÿ (ïî-òî÷íî ïðàâà îò ðåøåíèÿ).

61
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Ïðåìèíàâàéêè êúì 3D, row picture çà âñÿêî óðàâíåíèå å ðàâíèíà â òðèìåð-
íîòî ïðîñòðàíñòâî.

�Õóáàâèÿò� ñëó÷àé å, êîãàòî ñèñòåìàòà èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Òîâà ñå ïî-
ëó÷àâà, êîãàòî ïúðâèòå äâå ðàâíèíè ñå ïðåñè÷àò â ïðàâà, êîÿòî ïðåñè÷à òðåòàòà
ðàâíèíà â òî÷êà.

Ïðèìåð 32. Ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà

x+ y + z = 1

x− y − z = 1

x+ y − z = 2

Íà ëÿâàòà ôèãóðà ïî-äîëó ñà èçîáðàçåíè ïúðâèòå äâå ðàâíèíè, êîèòî ñå
ïðåñè÷àò â ïðàâà. Íà äÿñíàòà ôèãóðà å ïîêàçàíà òàçè ïðàâà, êîÿòî ïðåñè÷à
òðåòàòà ðàâíèíà â òî÷êà.

Ïúëíèÿò row picture, ñúñòîÿù ñå îò òðèòå ðàâíèíè å èëþñòðèðàí ïî-äîëó.
Ïðåñå÷íèöàòà íà ïúðâèòå äâå ðàâíèíè å îçíà÷åíà â ÷åðâåíî.

Çàäà÷à. Îïèøåòå âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà òîâà êàê òðè ðàâíèíè ñà ðàçïîëî-
æåíè â ïðîñòðàíñòâîòî.
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Êàêòî âèæäàìå, row picture å îòíîñèòåëíî òðóäíî äà ñå âèçóàëèçèðà â 3D, íî
îòíîâî äàâà öåííà èíôîðìàöèÿ çà ãåîìåòðèÿòà íà ëèíåéíèòå ñèñòåìè. Â ïîâå÷å
èçìåðåíèÿ îáà÷å òàçè èëþñòðàöèÿ íå ìîæå äà ïîìîãíå.

Îêàçâà ñå, ÷å â ìíîãî ñëó÷àè column picture ñúçäàâà ïî-äîáðà èíòóèöèÿ.
Íåêà ïúðâî ðàçãëåäàìå îòíîâî ñèñòåìèòå îò Ïðèìåð 31.

Ïðèìåð 33. Ðàáîòåéêè ñòúëá ïî ñòúëá, ìîæåì äà çàïèøåì òðèòå ñèñòåìè îò
Ïðèìåð 31, êàêòî ñëåäâà:

• [
1
1

]
x+

[
1
−1

]
y =

[
2
1

]

Òúðñèì ÷èñëàòà x è y òàêà, ÷å ëèíåéíàòà êîìáèíàöèÿ íà âåêòîð-ñòúëáîâåòå
â ëÿâàòà ñòðàíà (îçíà÷åíè â ÷åðíî) äà å ðàâíà íà äÿñíàòà ñòðàíà (îçíà÷åíà
â ÷åðâåíî).

0.5 1.0 1.5 2.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

• Âúâ âòîðèÿ ïðèìåð äâàòà âåêòîðà â ëÿâàòà ñòðàíà ëåæàò íà åäíà ïðàâà
Òîãàâà âñè÷êè òåõíè ëèíåéíè êîìáèíàöèè ùå îñòàíàò íà ñúùàòà ïðàâà
(îçíà÷åíà â ñèíüî). Ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà íÿìà ðåøåíèå, òúé êàòî íèòî
åäíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íå ìîæå äà å ðàâíà íà ÷åðâåíèÿ âåêòîð.

[
1
1

]
x+

[
1
1

]
y =

[
2
4

]
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-2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

3

4

• Â òðåòèÿ ïðèìåð âåêòîðèòå â ëÿâàòà ñòðàíà îòíîâî ñà ðàâíè, íî äÿñíàòà
ëåæè íà ïðàâàòà, îïðåäåëåíà îò òÿõ. Ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà èìà ðåøå-
íèå. Ïî-òî÷íî òÿ èìà áåçáðîé ìíîãî ðåøåíèÿ, òúé êàòî, íåçàâèñèìî êîëêî
äàëå÷ ïî ïðàâàòà �ñìå ñå ïðèäâèæèëè� ñ ïúðâèÿ âåêòîð, òî âòîðèÿò ìîæå
�äà íè âúðíå� äî æåëàíàòà òî÷êà.

[
1
2

]
x+

[
1
2

]
y =

[
2
4

]



2.1. Ãåîìåòðèÿ íà ëèíåéíèòå àëãåáðè÷íè ñèñòåìè 65

-2 -1 1 2 3 4

-4

-2

2

4

6

8

N.B. 15

Óìíîæàâàéêè äàäåíà ìàòðèöà îòäÿñíî ñ âåêòîð-ñòúëá, ïîëó÷àâàìå ëè-
íåéíà êîìáèíàöèÿ íà ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà.

Ïðèìåð 34. Äà ðàçãëåäàìå îùå åäèí ïðèìåð, òîçè ïúò çà ñèñòåìà ñ òðè óðàâíå-
íèÿ è äâå íåèçâåñòíè, ò.å. â ëÿâàòà ñòðàíà ùå èìàìå ñàìî äâà òðèìåðíè âåêòîðà:

 1
1
1

x+

 1
−1
2

 y =

 2
1

2.5

 .
Òîãàâà ìîæåì äà äîñòèãíåì ñàìî òî÷êèòå â åäíà ðàâíèíà â òðèìåðíîòî ïðîñ-
òðàíñòâî (çàùðèõîâàíà å â ñèíüî ïî-äîëó). Äÿñíàòà ñòðàíà (â ÷åðâåíî) îáà÷å
ëåæè â ñúùàòà ðàâíèíà è ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà èìà ðåøåíèå.
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0.0 0.5 1.0 1.52.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

0

1

2

Çàäà÷à. Íàïðàâåòå row picture çà ñúùàòà ñèñòåìà.

Íà áàçàòà íà ïðåäèøíèòå ïðèìåðè, ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå ñëåäíîòî î÷å-
âèäíî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 13

Íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà äàäåíà ëèíåéíà àëãåáðè÷íà ñèñ-
òåìà äà èìà ðåøåíèå, å äÿñíàòà ñòðàíà äà áúäå â ïðîñòðàíñòâîòî, îïðå-
äåëåíî îò âåêòîð-ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà (ùå ãî íàðè÷àìå
column space).

Ïðåäèìñòâîòî íà column picture â ñðàâíåíèå ñ row picture å, ÷å ïúðâîòî
ìîæå íåïîñðåäñòâåíî äà ñå ïðåíåñå è â 3D, ïðàêòè÷åñêè áåç ïðîìåíè. Èäåÿòà
å òîëêîâà ïðîñòà, ÷å ìîæåì ïî÷òè äà �âèçóàëèçèðàìå� column picture è â 4 è
ïîâå÷å èçìåðåíèÿ.

Ïðèìåð 35. Äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà

x+ y + z = 1,

x− y − z = 1,

x+ y − z = 2.
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0.0

0.5

1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

-1

0

1

2

Â òîçè ñëó÷àé âåêòîðèòå â ëÿâàòà ñòðàíà ñî÷àò â òðè íåçàâèñèìè ïîñîêè è
ïîðàæäàò öÿëîòî R3. Ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà âñÿêà
äÿñíà ñòðàíà.

N.B. 16

Äàäåíà ëèíåéíà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà ìîæå äà áúäå âèçóàëèçèðàíà ñ íåé-
íèòå row picture è column picture.
Ðàáîòåéêè ïî ðåäîâå, òúðñèì ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà õèïåððàâíèíèòå â n-
ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëåíè îò âñÿêî óðàâíåíèå.
Ðàáîòåéêè ïî ñòúëáîâå, òúðñèì ëèíåéíàòà êîìáèíàöèÿ íà âåêòîð-
ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà, ðàâíà íà âåêòîð-ñòúëáà íà äåñ-
íèòå ñòðàíè.

Èìàéêè ãåîìåòðè÷íà èíòóèöèÿ, ñìå ãîòîâè äà õàðàêòåðèçèðàìå âñè÷êè âúç-
ìîæíîñòè çà ðåøåíèÿòà íà äàäåíà ëèíåéíà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà.

Òâúðäåíèå 14

Çà âñÿêà ëèíåéíà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà å â ñèëà òî÷íî åäíà îò ñëåäíèòå
âúçìîæíîñòè:

• ñèñòåìàòà íÿìà ðåøåíèÿ;

• ñèñòåìàòà èìà òî÷íî åäíî ðåøåíèå;

• ñèñòåìàòà èìà áåçáðîé ìíîãî ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî. Âå÷å ïîêàçàõìå ñëó÷àè, â êîèòî ñèñòåìàòà íÿìà ðåøåíèÿ èëè
èìà òî÷íî åäíî ðåøåíèå. Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å àêî ñèñòåìàòà èìà äâå
ðåøåíèÿ, òî òÿ èìà áåçáðîé ìíîãî.

Íåêà
Ax = b è Ay = b.
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Òîãàâà çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî λ âåêòîðúò

λx+ (1− λ)y

ñúùî å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà.

2.2 ×åòèðè îñíîâíè ïîäïðîñòðàíñòâà íà Rn, ñâúð-

çàíè ñ äàäåíà ìàòðèöà

Âå÷å âèäÿõìå, ÷å âúïðîïñúò çà ðåøàâàíåòî íà äàäåíà ëèíåéíà àëãåáðè÷íà ñèñ-
òåìà å ñâúðçàí ñ åäíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà Rn � column space. Òîâà íè äàâà
îñíîâàíèå äà ðàçãëåäàìå ïî-ïîäðîáíî ñòðóêòóðàòà íà Rn. Âñúùíîñò èçó÷àâàíå-
òî íà ñòðóêòóðàòà íà Rn å âàæíî è ïîðàäè ôàêòà, ÷å âñÿêî äðóãî êðàéíîìåíî
ïðîñòðàíñòâî å åêâèâàëåíòíî íà íåãî (ùî ñå îòíàñÿ äî îïåðàöèèòå óìíî-
æåíèå ñúñ ñêàëàð è ñúáèðàíå). Äà ïðèïîìíèì, ÷å íàé-âàæíèÿò ôàêò çà
ëèíåéíèòå ïðîñòðàíñòâà å, ÷å ñà ìíîæåñòâà, â êîèòî ìîæåì äà ïðåñìÿòàìå ëè-
íåéíè êîìáèíàöèè íà äâà åëåìåíòà è äà îñòàâàìå â ïðîñòðàíñòâîòî.

Äåôèíèöèÿ 17

Ïîäìíîæåñòâî íà äàäåíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî A, êîåòî ñàìî ïî ñåáå ñè
å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, ñå íàðè÷à ïîäïðîñòðàíñòâî íà A.

Ïðèìåð 36. Ïðîñòðàíñòâîòî R3 å 3-ìåðíî. Òî ìîæå äà ñå âèçóàëèçèðà ÷ðåç 3-
ìåðíîòî ãåîìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, â êîåòî å âúâåäåíà äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà
ñèñòåìà.

Òðèâèàëíèòå ìó ïîäïðîñòðàíñòâà ñà öÿëîòî R3 è ∅. 1-ìåðíèòå è 2-ìåðíèòå
ïîäïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷íî ñúîòâåòñòâàò íà ïðàâè è ðàâíèíè, ìèíàâàùè ïðåç
íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà.

Ëåñíî ìîæå äà ñå ñúîáðàçè, ÷å íóëåâèÿò âåêòîð òðÿáâà äà ñå ñúäúðæà âúâ
âñÿêî ïîäïðîñòðàíñòâî, òúé êàòî, àêî ñúáåðåì äâà ïðîòèâîïîëîæíè âåêòîðà,
ïîëó÷àâàìå 0.
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N.B. 17

Çà äà áúäå äàäåíî ìíîæåñòâî ïîäïðîñòðàíñòâî, òî çàäúëæèòåëíî ñúäúð-
æà íóëåâèÿ åëåìåíò íà ïðîñòðàíñòâîòî.

Î÷åâèäíî å, ÷å îáåäèíåíèåòî íà äâå ïîäïðîñòðàíñòâà íå å çàäúëæèòåëíî
ïîäïðîñòðàíñòâî. Äà âçåìåì çà ïðèìåð äâà âåêòîðà � åäèí îò ïðàâàòà è äðóã
îò ðàâíèíàòà íà ãîðíàòà ôèãóðà. Â îáùèÿ ñëó÷àé òÿõíàòà ñóìà íå å â íèòî åäíî
îò äâåòå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Îò äðóãà ñòðàíà, ìîæå ëåñíî äà ñå âèäè, ÷å ñå÷åíèåòî íà äâå ëèíåéíè ïîä-
ïðîñòðàíñòâà å ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî.

×åòèðèòå íàé-âàæíè ïîäïðîñòðàíñòâà, ñâúðçàíè ñ Rn, îò ãëåäíà òî÷êà íà
ëèíåéíàòà àëãåáðà, ñà ïðÿêî ñâúðçàíè ñ äàäåíà ìàòðèöà A. Òîâà ñà column
space íà A (ùå ãî áåëåæèì ñ C(A)), row space íà A (ùå ãî áåëåæèì ñ R(A)),
nullspace íà A (ùå ãî áåëåæèì ñ N (A)) è left nullspace íà A (ùå ãî áåëåæèì ñ
N (AT )). Íåêà å äàäåíà ìàòðèöà A ∈ Rm×n. Çà äà ìîæåì äà èçñëåäâàìå òåçè
ïðîñòðàíñòâà, òðÿáâà äà íàìåðèì áàçèñ çà âñÿêî îò òÿõ è äà îïðåäåëèì òåõíèòå
ðàçìåðíîñòè.

• Column space C(A). Âå÷å äåôèíèðàõìå òîâà ïîäïðîñòðàíñòâî. Òî ñú-
äúðæà âñè÷êè ëèíåéíè êîìáèíàöèè íà ñòúëáîâå íà A è ñëåäîâàòåëíî å
ïîäïðîñòðàíñòâî íàRm. Çíàåì, ÷å çà äà èìà äàäåíà ñèñòåìà Ax = b ðå-
øåíèå, òî b òðÿáâà äà ñå ñúäúðæà â C(A).

• Row space R(A).Row space íà A ñå äåôèíèðà àíàëîãè÷íî � òî ñúäúðæà
âñè÷êè ëèíåéíè êîìáèíàöèè íà ðåäîâåòå íà A è å ïîäïðîñòðàíñòâî íà Rn.

• Nullspace N (A). Nullspace ñúäúðæà âñè÷êè ðåøåíèÿ íà õîìîãåííàòà ñèñ-
òåìà Ax = 0. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 37. Äàäåíà å ìàòðèöàòà A ∈ R4×3:

A =


1 1 2
2 1 3
3 1 4
4 1 5

 .
Òúðñèì ðåøåíèÿòà íà Ax = 0. Çà âñÿêà ñèñòåìà îò òîçè âèä å î÷åâèäíî, ÷å
0 å ðåøåíèå. Çàáåëÿçâàéêè, ÷å â òîçè êîíêðåòåí ñëó÷àé òðåòèÿò ñòúëá íà A
å ðàâåí íà ñóìàòà íà ïúðâèòå äâà, ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å äðóãî ðåøåíèå å
(1, 1,−1)T . Âñúùíîñò âñè÷êè âåêòîðè (c, c,−c)T = c(1, 1,−1)T ñà ðåøåíèÿ
íà ñèñòåìàòà. Ñ äðóãè äóìè, ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷åN (A) å åäíîìåðíî
ïîäïðîñòðàíñòâî íà R3. Ãåîìåòðè÷íî òî ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíî ñ ïðàâà
ïðåç íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â 3D. Çàñåãà, ðàçáèðà ñå, òîâà å
ñàìî îáîñíîâàíà õèïîòåçà (êàêòî ñå îêàçâà, âÿðíà!), äîêàòî íå âèäèì êàê
ñèñòåìàòè÷íî äà èçñëåäâàìå nullspace.

Ïúðâî, íåêà äîêàæåì, ÷å N (A) å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëíî,
àêî x1 è x2 ñà òàêèâà, ÷å Ax1 = 0 è Ax2 = 0, òîãàâà A(αx1 + βx2) =
0 è ñëåäîâàòåëíî αx1 + βx2 ∈ N (A), ò.å. âñè÷êè ëèíåéíè êîìáèíàöèè
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íà äâà âåêòîðà îò N (A) îñòàâàò â N (A). Ñëåäîâàòåëíî N (A) å ëèíåéíî
ïîäïðîñòðàíñòâî íàRn.

N.B. 18

Åäèíñòâåíî ðåøåíèÿòà íà Ax = 0 îáðàçóâàò ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî,
òúé êàòî çà íèòî åäíà äðóãà ñèñòåìà 0 íå å ðåøåíèå.

• Left nullspace N (AT ). Left nullspace íà A ñå äåôèíèðà êàòî nullspace íà
AT . Ñëåäîâàòåëíî òîâà å ïîäïðîñòðàíñòâî íà Rm.

0n

R(A)

ℝn
ℝm

C(A)

N AT 

N(A)

0m

dim: r

dim: n-r

dim: r

dim: m-r

×åòèðèòå îñíîâíè ïîäïðîñòðàíñòâà ñà (íàðåä ñ îñòàíàëèòå íåùà, êîèòî ïðåä-
ñòîè äà êîìåíòèðàìå) ïðåäñòàâèòåëíè çà äâàòà îñíîâíè íà÷èíà äà äåôèíèðàìå
åäíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî � êàòî çàäàäåì âåêòîðè, êîèòî ãî ïîðàæäàò (íàï-
ðèìåð column è row spaces) èëè êàòî çàäàäåì óñëîâèÿ, êîèòî òðÿáâà äà ñå èç-
ïúëíÿâàò îò âåêòîðèòå â ïðîñòðàíñòâîòî (íàïðèìåð nullspace).

Ñåãà òðÿáâà äà îòãîâîðèì íà âúïðîñà çà ðàçìåðíîñòèòå è áàçèñèòå íà òåçè
ïîäïðîñòðàíñòâà. Åôåêòèâåí íà÷èí äà èçñëåäâàìå îñíîâíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà
å ñâúðçàí ñúñ ñâåæäàíåòî íà ìàòðèöàòà äî ñòúïàëîâèäåí âèä (row echelon form,
ref). Ùå èçÿñíèì èäåèòå ÷ðåç ïðèìåð.

Ïðèìåð 38. Äàäåíà å ìàòðèöàòà A ∈ R3×4:

A =

 1 2 2 2
2 4 6 8
3 6 8 10

 .
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Èñêàìå, èçïîëçâàéêè åëåìåíòàðíè îïåðàöèè ïî ðåäîâå, äà ñâåäåì ìàòðèöèòå
äî �ïðîñò� âèä, êîéòî äà ñúäúðæà íåîáõîäèìàòà íè èíôîðìàöèÿ.

Ïúðâî, òðàíñôîðìèðàìå ìàòðèöàòà äî âèäà

A =

 1 2 2 2
2 4 6 8
3 6 8 10

→
 1 2 2 2

0 0 2 4
0 0 2 4

 .
Ñåãà áèõìå èñêàëè äà ïîëó÷èì âîäåù åëåìåíò (ãëàâåí åëåìåíò, pivot) âúâ

âòîðèÿ ñòúëá, íî äîðè ñ ðàçìÿíà íà ðåäîâåòå òîâà íå ìîæå äà ñå ïîëó÷è. Ñëå-
äîâàòåëíî íå ìîæåì äà íàïðàâèì íèùî ïîâå÷å ñ âòîðèÿ ñòúëá è ïðîäúëæàâàìå
ñ òðåòèÿ:  1 2 2 2

0 0 2 4
0 0 2 4

→
 1 2 2 2

0 0 2 4
0 0 0 0

 =: U.

Ìàòðèöàòà U å â ò.íàð. ñòúïàëîâèäåí âèä (ref). Ñ äðóãè äóìè, åëåìåíòè-
òå ïîä âñåêè ïúðâè íåíóëåâ åëåìåíò â ðåäà, íàðå÷åí âîäåù åëåìåíò (àêî èìà
òàêúâ), ñà íóëè.

Â ïðèìåðà èìà äâà âîäåùè ñòúëáà � ïúðâèÿò è òðåòèÿò � è äâà ñâîáîäíè
ñòúëáà (ò.å. áåç âîäåùè åëåìåíòè â òÿõ) � âòîðèÿò è ÷åòâúðòèÿò.

Äåôèíèöèÿ 18

Ñòúëáîâåòå, êîèòî ñúäúðæàò âîäåùè åëåìåíòè, ùå íàðè÷àìå âîäåùè
ñòúëáîâå à îñòàíàëèòå � ñâîáîäíè ñòúëáîâå. Áðîÿò íà âîäåùèòå åëå-
ìåíòè â ref íà äàäåíà ìàòðèöà ñå íàðè÷à ðàíã íà ìàòðèöàòà.

Âå÷å ñìå ãîòîâè äà îïðåäåëèì ðàçìåðíîñòèòå è äà íà íàìåðèì áàçèñè çà
÷åòèðèòå îñíîâíè ïîäïðîñòðàíñòâà:

• Ïúðâî, ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å row space (êîåòî å ïîäïðîñòðàíñòâî íà R4)
íå ñå ïðîìåíÿ ïðè òðàíñôîðìàöèè ïî ðåäîâå. Íàèñòèíà, âñè÷êè ðåäîâå
íà U ñà ëèíåéíè êîìíáèíàöèè íà ðåäîâåòå íà A. Îñâåí òîâà, òúé êàòî
åëåìåíòàðíèòå òðàíñôîðìàöèè ñà îáðàòèìè, òî ðåäîâåòå íà A ñúùî ìîãàò
äà ñå ïîëó÷àò êàòî ëèíåéíè êîìáèíàöèè íà ðåäîâå íà U . Ñëåäîâàòåëíî
R(A) ≡ R(U). Ðàçìåðíîñòòà íà ïîñëåäíîòî å ðàâíà íà ðàíãà r = 2. Áàçèñ
ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí îò âåêòîðèòå (1, 2, 2, 2) è (0, 0, 2, 4) èëè, åêâèâàëåí-
òíî, îò ñúîòâåòíèòå âåêòîðè â A � (1, 2, 2, 2) è (2, 4, 6, 8).

• Çà column space (ïîäïðîñòðàíñòâî íà R3) ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ íå ñà âà-
ëèäíè. Îïåðàöèèòå ïî ðåäîâå ïðîìåíÿòà column space. Íàïðèìåð âñè÷êè
âåêòîðè â C(U) èìàò íóëè êàòî òðåòà êîìïîíåíòà, êîåòî íå å òàêà ïðè
âåêòîðèòå â C(A). Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å âîäåùèòå ñòúëáîâå íà A, ò.å. ïúð-
âèÿò è òðåòèÿò � (1, 2, 3)T è (2, 6, 8)T � îáðàçóâàò áàçèñ íà C(A) è íåãîâàòà
ðàçìåðíîñò ñúùî å ðàâíà íà r = 2.

Äåéñòâèòåëíî, òúé êàòî îïåðàöèèòå ïî ðåäîâå íå ïðîìåíÿò ðåøåíèÿòà íà
äàäåíà ñèñòåìà, òî Ax = 0 å èçïúëíåíî, òî÷íî êîãàòî Ux = 0 å â ñèëà. Ñëå-
äîâàòåëíî åäíè è ñúùè ëèíåéíè êîìáèíàöèè (ò.å. ñ ðàâíè êîåôèöèåíòè)
íà ñòúëáîâå îò A è íà ñòúëáîâå îò U äàâàò ðåçóëòàò 0. Òîãàâà ñòúëáîâå-
òå íà A ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúîòâåòíèòå
ñòúëáîâå â U ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè.
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• Ðàçìåðíîñòòà íà nullspace å ðàâíà íà áðîÿ íà ñâáîäíèòå ñòúëáîâå, n−r = 2.
Íàèñòèíà, íèå òðÿáâà äà ðåøèì ñèñòåìàòà Ax = 0, çà äà îïðåäåëèì
nullspace íà A. Àêî ïîñòàâèì ïðîèçâîëíè ñòîéíîñòè íà íåèçâåñòíèòå, îò-
ãîâàðÿùè íà ñâîáîäíèòå ñòúëáîâå (ùå ãè íàðè÷àìå ñâîáîäíè íåèçâåñòíè),
òî âîäåùèòå íåèçâåñòíè ùå ìîãàò äà ñå îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî.

Äà ïîñòàâèì ïðîèçâîëíè ñòîéíîñòè âñúùíîñò å ñúùîòî, êàòî äà èçáå-
ðåì åäèíè÷íè âåêòîðè è ïîñëå äà âçåìåì âñè÷êè òåõíè ëèíåéíè êîì-
áèíàöèè. Íåêà x2 = 1, x4 = 0 è x2 = 0, x4 = 1 (âñúùíîñò âñåêè äðó-
ãè äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìè âåêòîðà áèõà ñâúðøèëè ðàáîòà). Òàêà ïî-
ëó÷àâàìå äâà âåêòîðà, îáðàçóâàùè áàçèñ çà nullspace � (−2, 1, 0, 0)T è
(2, 0,−1, 2)T . È òàêà, nullspace ñúäúðæà âñè÷êè ëèíåéíè êîìáèíàöèè íà
α(−2, 1, 0, 0)T + β(2, 0,−1, 2)T , êúäåòî α è β ñà ïðîèçâîëíè ðåàëíè ÷èñëà.

• Àíàëîãè÷íî ðàçìåðíîñòòà íà left nullspace å m − r = 1. Áàçèñ ìîæå äà
áúäå íàìåðåí, êàòî ñå ðàáîòè ñ AT .

Ùå îáîáùèì ðåçóëòàòèòå çà ÷åòèðèòå îñíîâíè ïîäïðîñòðàíñòâà â ñëåäâà-
ùàòà òåîðåìà.

Òâúðäåíèå 15: Îñíîâíà òåîðåìà íà ëèíåéíàòà àëãåáðà

Íåêà A å ìàòðèöà m× n ñ ðàíã r.
Çà ÷åòèðèòå îñíîâíè ïîäïðîñòðàíñòâà å â ñèëà ñëåäíîòî:

• Row space, R(A), è nullspace, N (A), ñà ïîäïðîñòðàíñòâà Rn.

� dimR(A) = r; áàçèñ ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí îò âîäåùèòå ðåäîâå
â A èëè îò âîäåùèòå ðåäîâå â ref A;

� dimN (A) = n − r; áàçèñ ìîæå äà áúäå ïîë÷óåí ÷ðåç ðåøàâàíå
íà ñèñòåìàòà Ax = 0 ïî ñëåäíèÿ íà÷èí � ïîëàãàìå åäèíè÷íè
âåêòîðè íà ìåñòàòà íà ñâîáîäíèòå íåèçâåñòíè è íàìèðàìå ñú-
îòâåòíèòå âîäåùè íåèçâåñòíè.

• Column space, C(A), è left nullspace, N (AT ), ñà ïîäïðîñòðàíñòâà íà
Rm.

� dim C(A) = r; áàçèñ ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí îò âîäåùèòå ñòúë-
áîâå íà A (âîäåùèòå ñòúëáîâå íà ref A â îáùèÿ ñëó÷àé íå îá-
ðàçóâàò áàçèñ íà C(A));

� dimN (AT ) = m− r.

Îñâåí òîâà R(A) è N (A), êàêòî è C(A) è N (AT ), ñà äâîéêè îðòîãîíàëíè
äîïúëíåíèÿ.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì äîêàçàòåêñòâîòî, òðÿáâà äà èçÿñíèì êàêâî îçíà÷àâà
îðòîãîíàëíè ïîäïðîñòðàíñòâà è îðòîãîíàëíè äîïúëíåíèÿ/
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Äåôèíèöèÿ 19

Êàçâàìå, ÷å äâå ïîäïðîñòðàíñòâà ñà îðòîãîíàëíè, àêî âñåêè åëåìåíò íà
åäíîòî å îðòîãîíàëåí íà âñåêè âåêòîð îò äðóãîòî.
Àêî âñè÷êè âåêòîðè, îðòîãîíàëíè íà ïúðâîòî ïîäïðîñòðàíñòâî, ñå ñú-
äúðæàò âúâ âòîðîòî è îáðàòíîòî, êàçâàìå, ÷å äâåòå ïîäïðîñòðàíñòâà ñà
îðòîãîíàëíè äîïúëåíèÿ. Ùå îçíà÷àâàìå îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå
íà U ñ U⊥.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî äâå ïîäïðîñòðàíñòâà ñà îðòîãîíàëíè ïîìåæäó ñè,
òå ñå ïðåñè÷àò ñàìî â íóëåâèÿ âåêòîð. Äåéñòâèòåëíî, àêî âåêòîð x ñå ñúäúðæà
è â äâåòå ïîäïðîñòðàíñòâà, òîé òðÿáâà äà áúäå îðòîãîíàëåí íà ñåáå ñè, ò.å. å
íóëåâèÿò âåêòîð.

Äâà ïðèìåðà ñà îðòîãîíàëíè ïîäïðîñòðàíñòâà íà R3 ñà:

• äâå ïåðïåíäèêóëÿðíè ïðàâè, ìèíàâàùè ïðåç íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà
ñèñòåìà. Òå íå ñà îðòîãîíàëíè äîïúëåíèÿ, òúé êàòî ñúùåñòâóâà òðåòà
ïðàâà, îðòîãîíàëíà íà äâåòå;

• ðàâíèíà, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà ïðàâà, ìèíàâàùè ïðåç íà÷àëîòî íà êîîðäè-
íàòíàòà ñèñòåìà. Äâåòå ïîäïðîñòðàíñòâà ñà îðòîãîíàëíè äîïúëíåíèÿ, òúé
êàòî âñè÷êè âåêòîðè, îðòîãîíàëíè íà ðàâíèíàòà, ñå ñúäúðæàò â ïðàâàòà
è îáðàòíîòî.

Âå÷å ñìå ãîòîâè äà äîâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà Îñíîâíàòà òåîðåìà íà
ëèíåéíàòà àëãåáðà.

Äîêàçàòåëñòâî íà Îñíîâíàòà òåîðåìà íà ëèíåéíàòà àëãåáðà. Çà áàçèñèòå è
ðàçìåðíîñòèòå íà îñíîâíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà, ðàçñúæäåíèÿòà ñà íåïîñðåäñòâå-
íî îáîáùåíèå íà ïðèìåðà, êîéòî íàïðàâèõìå.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å äâåòå äâîéêè ïîäïðîñòðàíñòâà ñà îðòîãîíàëíè äî-
ïúëíåíèÿ.

Àêî x ∈ N (A), òîãàâà Ax = 0 è ñëåäîâàòåëíî çà âñåêè ðåä ai íà A å â ñèëà
ñëåäíîòî: ai · x = 0. Òúé êàòî âñåêè âåêòîð â row space å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ
íà ai, i = 1, . . . ,m, å ÿñíî, ÷å âñåêè âåêòîð â R(A) å îðòîãîíàëåí íà x.

Íåùî ïîâå÷å, òúé êàòî dimR(A) + dimN (A) = n, òî íå ìîæå äà ñúùåñòâó-
âà âåêòîð, îðòîãîíàëåí íà êîå äà å îò äâåòå ïîäïðîñòðàíñòâà, êîéòî äà íå ñå
ñúäúðæà â åäíîòî îò òÿõ. Èíà÷å ùÿõìå äà íàìåðèì n+ 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìè
âåêòîðà â Rn.

Êàçàíîòî äîòóê ìîæå äà áúäå îáîáùåíî â ñëåäíàòà ôèãóðà:
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0n

R(A)

ℝn
ℝm

C(A)

N AT 

N(A)

0m

dim: r

dim: n-r

dim: r

dim: m-r

x

Ax

xs

xp

xp + xs

b

Àêî âçåìåì ïðåäâèä, ÷å ìàòðèöàòà A ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî òðàíñôîð-
ìàöèÿ íà âåêòîðèòå îò Rn â Rm, ñòðåëêèòå ïîêàçâàò êúäå îòèâà âñåêè âåêòîð.
Äà îáúðíåì îùå âåäíúæ âíèìàíèå, ÷å âñè÷êè âåêòîðè îò Rn îòèâàò â C(A).
Çàòîâà òîâà ïîäïðîñòðàíñòâî ÷åñòî ñå íàðè÷à îáðàç íà A.

Ñúùî òàêà, å èëþñòðèðàí îñíîâíèÿò ôàêò, ñëåäâàù îò òîâà, ÷å äâîéêèòå
îñíîâíè ïîäïðîñòðàíñòâà ñà îðòîãîíàëíè äîïúëåíèÿ � âñåêè âåêòîð ìîæå äà
áúäå ïðåäñòàâåí êàòî êîìïîíåíòà â åäíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî ïëþñ êîìïîíåíòà
â äðóãîòî. Êàçàíî èíà÷å, àêî êúì áàçèñà íà åäíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî äîáàâèì
áàçèñà íà äðóãîòî, ùå ïîëó÷èì áàçèñ íà öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî.

2.3 Ëèíåéíèòå àëãåáðè÷íè ñèñòåìè è ÷åòèðèòå

îñíîâíè ïîäïðîñòðàíñòâà

Ñëåä êàòî ñå çàïîçíàõìå ñ ÷åòèðèòå îñíîâíè ïîäïðîñòðàíñòâà íà Rn, ñìå ãîòîâè
äà õàðàêòåðèçèðàìå âñè÷êè ðåøåíèÿ íà äàäåíà ïðîèçâîëíà ëèíåéíà àëãåáðè÷íà
ñèñòåìà.

Òâúðäåíèå 16

Íåêà Ax = b èìà ðåøåíèå çà äàäåíî b è íåêà xp å ðåøåíèå. Òîãàâà âñè÷êè
ðåøåíèÿ íà Ax = b ñà ìíîæåñòâîòî îò âåêòîðèòå x = xp +xs, çà êîèòî xs
å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà N (A).

Äîêàçàòåëñòâî. (⇒) Ïúðâî, î÷åâèäíî å, ÷å àêî xp å ðåøåíèå è xs ∈ N (A),
òîãàâà xp + xs ñúùî å ðåøåíèå, òúé êàòî A(xp + xs) = Axp + Axs = b+ 0.
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(⇐) Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å àêî xp å ðåøåíèå, òîãàâà âñè÷êè ðåøåíèÿ èìàò
ïîñî÷åíèÿ âèä. Äåéñòâèòåëíî, íåêà x å êîå äà å äðóãî ðåøåíèå. Òîãàâà A(x −
xp) = 0 è ñëåäîâàòåëíî x− xp ∈ N (A), êîåòî äîêàçâà òâúðäåíèåòî.

Ìîæåì äà èëþñòðèðàìå ïîñëåäíèÿ ðåçóëòàò ñúñ ñëåäíàòà ôèãóðà:

N (A) Solutions of Ax=b.

+xp

-xp

Â 3D ãðàôè÷íî íåùàòà áèõà ìîãëè äà èçãëåæäàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Nullspace

Solutions
of Ax=b

xp

Çà äà ðàçáåðåì ïî-çàäúëáî÷åíî òâúðäåíèåòî, íåêà îòíîâî íàñî÷èì âíèìàíè-
åòî ñè êúì ÷åòèðèòå îñíîâíè ïîäïðîñòðàíñòâà. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ôèãóðà:
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0n

R(A)

ℝn
ℝm

C(A)

N AT 

N(A)

0m

dim: r

dim: n-r

dim: r

dim: m-r

x

Ax

xs

xp

xp + xs

b

Äà íàïðàâèì ñëåäíèòå íàáëþäåíèÿ:

• Ïúðâî, äà çàáåëåæèì, ÷å çà îáðàçà íà âñåêè âåêòîð x ∈ R(A) (è x ∈ Rn,
èçîáùî) å Ax ∈ C(A), òúé êàòî Ax äàâà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ñòúëáî-
âåòå íà A. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ðåøèì ñèñòåìàòà Ax = b ñàìî àêî
b ∈ C(A).

• Îáðàòíîòî ñúùî å âÿðíî � âñåêè âåêòîð b ∈ C(A) ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí
îò âåêòîð x ∈ C(A). Íåùî ïîâå÷å, x å åäèíñòâåí.

Äîêàçàòåëñòâî.

• ×åòâúðòîòî ïîäïðîñòðàíñòâîN (AT ) íå ìîæå äà áúäå äîñòèãíàòî îò íèêîé
âåêòîð îò Rn. Òîâà ïîäïðîñòðàíñòâî îáà÷å å âàæíî ïðè ïðèáëèæåíèÿ ïî
ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè, êàêòî ùå âèäèì ïî-êúñíî â êóðñà.

• Âñè÷êè âåêòîðè îò N (A) ñå òðàíñôîðìèðàò â 0m.

• Òúé êàòî R(A) è N (A) ñà îðòîãîíàëíè äîïúëíåíèÿ, òî âñåêè âåêòîð îò
Rn ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåí êàòî ñóìà íà âåêòîð îò R(A) è âåêòîð îò
N (A). Â ÷àñòíîñò âñè÷êè ðåøåíèÿ íà Ax = b (àêî èìà òàêèâà) ìîãàò äà
áúäàò ïðåäñòàâåíè êàòî (åäèíñòâåíîòî) ÷àñòíî ðåøåíèå îò R(A) (èëè êîå
äà å äðóãî ÷àñòíî ðåøåíèå) è ïðîèçâîëåí âåêòîð îò N (A).

Çàäà÷à. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å A å êâàäðàòíà îáðàòèìà ìàòðèöà, m = n = r.
Êàêâî ñà xp è xs?
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Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, â êîéòî ìàòðèöàòà A èìà ïúëåí ðàíã ïî ñòúë-
áîâå.

Ïðèìåð 39. Âçåìàìå çà ïðèìåð ñëåäíàòà ìàòðèöà:

A =

 1 1
1 2
−2 −3



è äÿñíà ñòðàíà b = (b1, b2, b3)T . Òðàíñôîðìèðàìå ðàçøèðåíàòà ìàòðèöà äî ref
è ïîëó÷àâàìå

 1 1 b1

0 1 b2 − b1

0 −1 2b1 + b3

→
 1 1 b1

0 1 b2 − b1

0 0 b1 + b2 + b3

 .

Ïðàâåéêè îùå åäíà ñòúïêà, äîâåæäàìå ñèñòåìàòà äî reduced row echelon form
(rref), êàòî ïðàâèì âñè÷êè âîäåùè åëåìåíòè 1, à îñòàíàëèòå åëåìåíòè âúâ âî-
äåùèòå ñòúëáîâå � 0:

 1 0 2b1 − b2

0 1 b2 − b1

0 0 b1 + b2 + b3

 .

Î÷åâèäíî ñèñòåìàòà å íåñúâìåñòèìà ïðè b1 + b2 + b3 6= 0 è ñúâìåñòèìà � èíà÷å.
Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé, òúé êàòî íÿìà ñâîáîäíè ñòúëáîâå è ñëåäîâàòåëíî íÿìà
ñâîáîäíè íåèçâåñòíè, ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå

x = (2b1 − b2, b2 − b1)T .

Ìîæåì äà îáîáùèì ïðèìåðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.
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N.B. 19

Âñÿêà ìàòðèöà A, êîÿòî èìà ïúëåí ðàíã ïî ñòúëáîâå, èìà ñëåäíèòå ñâîéñ-
òâà:

• Âñè÷êè ñòúëáîâå íà A ñà âîäåùè ñòúëáîâå;

• Íÿìà ñâîáîäíè íåèçâåñòíè;

• Ïîäïðîñòðàíñòâîòî N (A) ñúäúðæà ñàìî íóëåâèÿ âåêòîð 0;

• Àêî Ax = b èìà ðåøåíèå (ìîæå è äà íÿìà!), òîâà ðåøåíèå å åäèíñ-
òâåíî;

• A èìà ËÍÇ ñòúëáîâå;

• ATA å îáðàòèìà;

• rref A å [
I
0

]
;

• Rref íà ðàçøèðåíàòà ìàòðèöà [A b] å[
I c
0 d

]
.

Àêî d = 0, òîãàâà x = c å åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå. Àêî d 6= 0, òîãàâà
ñèñòåìàòà å íåñúâìåñòèìà, ò.å. íÿìà ðåøåíèå;

• Row space å öÿëîòî Rn.

Äðóãèÿò êðàåí ñëó÷àé å, êîãàòî A èìà ïúëåí ðàíã ïî ðåäîâå. Òîãàâà Ax = b
èìà åäíî èëè áåçáðîé ìíîãî ðåøåíèÿ. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð:

Ïðèìåð 40. Äàäåíà å ñèñòåìàòà

x+ y + z = 3,

x+ 2y − z = 4.

Òðàíñôîðìèðàìå ðàçøèðåíàòà ìàòðèöà íà ñèñòåìàòà äî rref è ïîëó÷àâàìå
ïîñëåäîâàòåëíî [

1 1 1 3
1 2 −1 4

]
→
[

1 1 1 3
0 1 −2 1

]
(ref)

→
[

1 0 3 2

0 1 −2 1

]
(rref)

Ñèñòåìàòà èìà ïúëåí ðàíã ïî ðåäîâå è ñëåäîâàòåëíî ðàçìåðíîñòòà íà N (A) å
1.

Ëåñíî ìîæåì äà ïîëó÷èì åäíî ÷àñòíî ðåøåíèå, êàòî ïîëîæèì âñè÷êè ñâî-
áîäíè íåèçâåñòíè äà áúäàò ðàâíè íà 0. Ïîëó÷àâàìå xp = (2, 1, 0)T . Çàìåñòâàéêè
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ñâîáîäíîòî íåèçâåñòíî ñ 1, ïîëó÷àâàìå áàçèñ íà 1-ìåðíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî
N (A), êîéòî å xs = (−3, 2, 1)T . Ñëåäîâàòåëíî âñè÷êè ðåøåíèÿ èìàò âèäà

x = (2, 1, 0)T + α(−3, 2, 1)T , α ∈ R.

Â òîçè êîíêðåòåí ñëó÷àé ðåøåíèåòî å ïðàâà â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî.

Nullspace basis

Particular solution

Nullspace

Solutions

Îáîáùàâàéêè ãîðíèÿ ðåçóëòàò, ìîæåì ëåñíî äà âèäèì, ÷å rref íà ðàçøè-
ðåíàòà ìàòðèöà ïðè ïúëåí ðàíã ïî ðåäîâå (ñëåä åâåíòóàëíî ïðåíàðåæäàíå íà
ñòúëáîâå/íåèçâåñòíè) èìà âèäà

[I F | d]

è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî ðåøåíèå

x =

[
d
0

]
.

Îñâåí òîâà, òúé êàòî èìà ñâîáîäíè íåèçâåñòíè (îñâåí àêî A íå å êâàäðàòíà
ìàòðèöà), nullspace å íåòðèâèàëåí è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò áåçáðîé ìíîãî
ðåøåíèÿ.
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N.B. 20

Âñÿêà ìàòðèöà ñ ïúëåí ðàíã ïî ðåäîâå èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

• Âñè÷êè ðåäîâå ñúäúðæàò âîäåùè åëåìåíòè è rref íÿìà íóëåâè ðåäî-
âå;

• Ax = b èìà ðåøåíèå çà âñÿêà äÿñíà ñòðàíà b. Àêî r = m < n, òîãàâà
ðåøåíèÿòà ñà áåçáðîé ìíîãî;

• Column space å öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî Rm;

• Ðàçìåðíîñòòà íà nullspace e n− r = n−m;

• Ðåäîâåòå ñà ËÍÇ.

Áàçèðàéêè ñå íà äîñåãàøíèòå íàáëþäåíèÿ, ìîæåì äà ñèñòåìàòèçèðàìå âúç-
ìîæíîñòèòå çà ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ â çàâèñèìîñòîò ðàíãà r â ñëåäíàòà
òàáëèöà:

ðàíã ôîðìà áðîé ðåøåíèÿ íà Ax = b rref

r = m è r = n êâàäðàòíà è îáðàòèìà 1 ðåøåíèå [I]

r = m è r < n êúñà è øèðîêà ∞ ðåøåíèÿ [I F ]

r < m è r = n äúëãà è òÿñíà 0 èëè 1 ðåøåíèå

[
I
0

]
r < m è r < n íåèçâåñòíà ôîðìà 0 èëè ∞ ðåøåíèÿ

[
I F
0 0

]

2.4 Ëèíåéíè îïåðàòîðè

Ñëåä êàòî ðàçãëåäàõìå âúïðîñà çà ðåøàâàíåòî íà ëèíåéíè àëãåáðè÷íè ñèñòå-
ìè, ñå íàñî÷âàìå êúì äðóãîòî âàæíî ïðèëîæåíèå íà ìàòðè÷íîòî ñìÿòàíå �
ëèíåéíèòå òðàíñôîðìàöèè â êðàéíîìåðíè ïðîñòðàíñòâà.

Äåôèíèöèÿ 20

Êàçâàìå, ÷å îïåðàòîðúò T : U → V å ëèíååí, àêî

T (λu+ βv) = λTu+ µTv,∀u, v ∈ U, λ, µ ∈ R.

2.4.1 Ìàòðèöà íà ëèíååí îïåðàòîð

Íåêà ðàçãëåäàìå ëèíåéíèÿ îïåðàòîð T : U → V è íåêà ïðîñòðàíñòâàòà U è V
ñà îïðåäåëåíè ñúîòâåòíî ñ U = span(x1, . . . ,xn) è V = span(y1, . . . ,ym). Òîãàâà,
àêî âçåìåì âåêòîð x ∈ U , òîé ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî

x = α1x1 + · · ·+ αnxn.
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Íåãîâèÿò îáðàç ïîä äåéñòâèåòî íà òðàíñôîðìàöèÿòà, èçïîëçâàéêè ëèíåéíîñòòà,
å

Tx = α1Tx1 + · · ·+ αnTxn = (Tx1, . . . , Txn)(α1, . . . , αn)T .

Ñ äðóãè äóìè, çà äà èçðàçèì îáðàçà íà êîé äà å âåêòîð x, å äîñòàòú÷íî äà çíàåì
îáðàçèòå íà x1, . . . ,xn. Àêî òå ñà ñúîòâåòíî

Tx1 = a11y1 + · · ·+ a1mym,

................................................

Txn = an1y1 + · · ·+ anmym,

ïîëó÷àâàìå

Tx = [y1, . . . ,ym]

 a11 · · · an1
...

. . .
...

a1m · · · anm


 α1

...
an

 .
Ìàòðèöàòà

A =

 a11 · · · an1
...

. . .
...

a1m · · · anm


å ìàòðèöà íà òðàíñôîðìàöèÿòà T . Â íåéíèòå ñòúëáîâå ñòîÿò êîîðäèíàòèòå
íà îáðàçèòå íà áàçèñà x1, . . . ,xn ïî îòíîøåíèå íà y1, . . . ,ym.

N.B. 21

Àêî âåêòîðúò x èìà êîîðäèíàòè α = (α1, . . . , αn), òî îáðàçúò ìó y èìà
êîîðäèíàòè Aα ïî îòíîøåíèå íà áàçèñà y1, . . . ,ym.
Âàæíî å äà îòáåëåæèì, ÷å ìàòðèöàòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà A çàâèñè îò
èçáîðà íà áàçèñè íà U è V .

Çàäà÷à. Äà ñå íàìåðè ìàòðèöàòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà id : R2 → R2 ïðè èçïîë-
çâàíå íà ñòàíäàðòíèÿ áàçèñ. Êàêâà å ìàòðèöàòà, àêî ïúðâîîáðàçèòå ñå ðàçãëåæ-
äàò ïî îòíîøåíèå íà ñòàíäàðòíèÿ áàçèñ, à îáðàçèòå � ïî îòíîøåíèå íà áàçèñà
l = 2i, m = 2j?

Çàäà÷à. Êàêâà å ìàòðèöàòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà Projl : R2 → R2 ïðè äàäåí
âåêòîð l, àêî è çà ïúðâîîáðàçèòå, è çà îáðàçèòå ñå èçïîëçâà áàçèñúò l,m, êúäåòî
m å åäèíè÷åí âåêòîð, îðòîãîíàëåí íà l?

Çàäà÷à. Ïîêàæåòå, ÷å òðàíñôîðìàöèÿòà Rotϕ : R2 → R2 ñ âúâåäåí ñòàíäàðò-
íèÿò áàçèñ è çà ïúðâîîáðàçèòå, è çà îáðàçèòå, å[

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

]
.

Ïðèìåð 41. Íåêà ðàçãëåäàìå äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð d/dx : P2 → P2 è íåêà
èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèÿ áàçèñ íà P2 � 1, x, x2. Èìàìå d/dx(1) = 0, d/dx(x) = 1,
d/dx(x2) = 2x, ò.å. çà P (x) = α0 + α1x+ α2x

2 å â ñèëà

d/dx[P (x)] = [1, x, x2]

 0 1 0
0 0 2
0 0 0

 α0

α1

α2


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è ìàòðèöàòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà ïðè òàêà âúâåäåíèòå áàçèñè å

A =

 0 1 0
0 0 2
0 0 0

 .
Äà íàïðàâèì íÿêîè íàáëþäåíèÿ, êîèòî èëþñòðèðàò ôàêòà, ÷å ìàòðèöàòà A íà
ïðàêòèêà êîïèðà ñâîéñòâàòà íà îïåðàòîðà:

• Îáðàçúò íà d/dx å span{1, x}, a C(A) = span{(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T};

• N (d/dx) e ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè êîíñòàíòè, à íåãîâîòî îðòîãîíàëíî
äîïúëíåíèå ñëåäîâàòåëíî å span{x, x2}. Çà ìàòðèöàòà ñúîòâåòíî èìàìå
N (A) = span{(1, 0, 0)T}, à R(A) = span{(0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T}.

• Ìàòðèöàòà A å íåîáðàòèìà. Òðàíñôîðìàöèÿòà � ñúùî, òúé êàòî ïúðâî-
îáðàçúò íà äàäåí îáðàç å îïðåäåëåí ñ òî÷íîñò äî àäèòèâíà êîíñòàíòà.

2.4.2 Ìàòðèöà íà ëèíååí îïåðàòîð è ñìÿíà íà áàçèñèòå

×åñòî ñå íàëàãà ïî íÿêàêâà ïðè÷èíà äà ñå ñìåíè áàçèñà íà ïðîñòðàíñòâîòî U
èëè òîçè íà ïðîñòðàíñòâîòî V . Òóê ùå êîìåíòèðàìå âúïðîñà êàêâî ñå ñëó÷âà
ñ ìàòðèöàòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà.

Ïðèìåð 42 (Ñìÿíà íà áàçèñà íà ïðîñòðàíñòâîòî V ). Äà âçåìåì çà ïðèìåð
òðàíñôîðìàöèÿòà èäåíòèòåò id : R2 → R2 . Àêî ñìå âúâåëè ñòàíäàðòíèÿ áàçèñ,
òðàíñôîðìàöèÿòà ñå çàäàâà ñ åäèíè÷íàòà ìàòðèöà:

[i, j]

[
α
β

]
→ [i, j]

[
1 0
0 1

] [
α
β

]
.

Íåêà ñåãà íàïðàâèì ñìÿíà íà áàçèñà â îáðàçà, êàòî âúâåäåì l,m òàêà, ÷å

l = 2i+ j,

m = i− j.

Âúâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íà ôîðìà ìîæåì äà çàïèøåì

[l,m] = [i, j]

[
2 1
1 −1

]
èëè îùå, îáðúùàéêè ìàòðèöàòà â äÿñíàòà ñòðàíà,

[i, j] = [l,m]

[
1/3 1/3
1/3 −2/3

]
=: [l,m]M.

Ñëåäîâàòåëíî çà òðàíñôîðìàöèÿòà ïîëó÷àâàìå

[i, j]

[
α
β

]
→ [l,m]

[
1/3 1/3
1/3 −2/3

] [
1 0
0 1

] [
α
β

]
.

Ìàòðèöàòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà ïðè ïðîìÿíà íà áàçèñà íà îáðàçà ñå ïîëó÷àâà,
êàòî óìíîæèì îòëÿâî ñ ìàòðèöàòà íà ïðåõîäà M . Òàêà, àêî ìàòðèöàòà ïðåäè
ñìÿíàòà íà áàçèñà å îçíà÷åíà ñ A, íîâàòà ìàòðèöà å MA.
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Ïðèìåð 43 (Ñìÿíà íà áàçèñà â ïðîñòðàíñòâîòî U). Òîçè ïúò ùå èçëîæèì
èäåÿòà çà òðàíñôîðìàöèÿòà Projl : R2 → R2, êúäåòî l = i + j. Íàìèðàíåòî
íà ìàòðèöàòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà ïî îòíîøåíèå íà ñòàíäàðòíèÿ áàçèñ (i, j)
èçèñêâà ïîâå÷å òåõíè÷åñêè ïðåñìÿòàíèÿ. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî èçáåðåì îðòî-
íîðìèðàí áàçèñ l,m, íåùàòà èçãëåæäàò ñúâñåì ïðîñòî:

[l,m]

[
α
β

]
→ [l,m]

[
1 0
0 0

] [
α
β

]
Îáèêíîâåíî îáà÷å äàäåí âåêòîð x å äåôèíèðàí ïî îòíîøåíèå íà ñòàíäàðòíèÿ
áàçèñ. Ñëåäîâàòåëíî ìàòðèöàòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà ìîæå äà å ïî-äîáðå äà âçå-
ìà êîîðäèíàòè ïî îòíîøåíèå íà i, j â ïðîñòðàíñòâîòî îò ïúðâîîáðàçèòå. Èìàìå

[l,m] = [i, j]

[
1/
√

2 −1/
√

2

1/
√

2 1/
√

2

]
=: [i, j]M−1

è ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà çàïèøåì

[i, j]

[
1/
√

2 −1/
√

2

1/
√

2 1/
√

2

] [
α
β

]
︸ ︷︷ ︸

(ᾱ,β̄)T

→ [l,m]

[
1 0
0 0

] [
α
β

]

Åêâèâàëåíòíî,

[i, j]

[
ᾱ
β̄

]
→ [l,m]

[
1 0
0 0

] [
1/
√

2 −1/
√

2

1/
√

2 1/
√

2

]−1 [
ᾱ
β̄

]
.

Ñëåäîâàòåëíî ñìÿíà íà áàçèñà â ïðîñòðàíñòâîòî îò ïúðâîîáðàçèòå âîäè äî óì-
íîæåíèå îòäÿñíî ñ îáðàòíàòà ìàòðöà íà ïðåõîä. Íîâàòà ìàòðèöà å AM−1.

N.B. 22

Íåêà ìàòðèöàòà A ñúîòâåòñòâà íà ëèíåéíà òðàíñôîðìàöèÿ T : V → V ,
êàòî è â ïðîñòðàíñòâîòî îò ïúðâîîáðàçèòå, è â îáðàçà å âúâåäåí åäèí è
ñúù áàçèñ. Àêî ñìåíèì òîçè áàçèñ è ìàòðèöàòà íà ïðåõîäà å M , òîãàâà
ìàòðèöàòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà ïðè íîâèÿ áàçèñ å Ā = MAM−1. Ùå
êàçâàìå, ÷å äâåòå ìàòðèöè A è Ā ñà ïîäîáíè, òúé êàòî ïðåäñòàâÿò åäíà è
ñúùà òðàíñôîðìàöèÿ ïðè ðàçëè÷íè áàçèñè.

Çàäà÷à. Íàïèøåòå ìàòðèöàòà íà òðàíñôîðìàöèÿ çà äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðà-
òîð d/dx : P2,{1,x,x2} → P2,{1,x,x2}. Êàòî ÿ èçïîëçâàòå, íàìåðåòå ìàòðèöèòå íà
òðàíñôîðìàöèÿòà, àêî ñå ñìåíè áàçèñà íà:

• ïðîñòðàíñòâîòî íà ïúðâîîáðàçèòå;

• îáðàçà;

• è ïðîñòðàíñòâîòî íà ïúðâîîáðàçèòå, è îáðàçà

ñ èíòåðïîëàöèîííèÿ áàçèñ, ñúîòâåòñòâàù íà âúçëèòå 0, 1/2, 1.



84Ãëàâà 2. Ëèíåéíè àëãåáðè÷íè ñèñòåìè, ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíè òðàíñôîðìàöèè

2.5 Ñîáñòâåí áàçèñ. Äèàãîíàëèçàöèÿ íà ìàòðèöà.

Êîãàòî ðåøàâàìå ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ, ñå îïèòâàìå ìàòðèöàòà äà áúäå
âúçìîæíî íàé-ïðîñòà, êàòî â ñúùîòî âðåìå íå ïðîìåíÿìå ðåøåíèÿòà íà ñèñòå-
ìàòà. Âèäÿõìå ïîëçèòå îò ïðèâåæäàíåòî íà ìàòðèöàòà â ref èëè rref.

Êîãàòî ìàòðèöàòà îïèñâà ëèíåéíà òðàíñôîðìàöèÿ (ïðè ôèêñèðàíè áàçèñè),
îòíîâî áèõìå èñêàëè òÿ äà å âúçìîæíî íàé-ïðîñòà, òàêà ÷å âåäíàãà �äà ðàçêðè-
âà� âàæíèòå íåùà, ñâúðçàíè ñ òðàíñôîðìàöèÿòà, è êàòî öÿëî äà áúäå ëåñíà çà
ðàáîòà. Íàé-ïðîñòèÿò íà÷èí, ïî êîéòî ìàòðèöà ìîæå äà äåéñòâà âúðõó âåêòîð
îò êîîðäèíàòè å àêî ìàòðèöàòà å äèàãîíàëíà.

Ðàçáèðà ñå, ìàòðèöàòà íà äàäåí îïåðàòîð çàâèñè îò èçáîðà íà áàçèñèòå.
Äà ðàçãëåäàìå ëèíåéíèÿ îïåðàòîð L : V → V , êúäåòî V å n-ìåðíî ëèíåéíî
ïðîñòðàíñòâî. Íåêà (x1, . . . ,xn) îáðàçóâàò áàçèñ íà V . Òîãàâà, àêî ìàòðèöàòà Λ
íà L å äèàãîíàëíà â òîçè áàçèñ, ïðîèçâîëåí âåêòîð

[x1, . . . ,xn]

 a1
...
an


òðÿáâà äà ñå òðàíñôîðìèðà îò L â

[x1, . . . ,xn]

 λ1

. . .

λn


 a1

...
an

 .
Íî ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å çà áàçèñíèòå âåêòîðè ñëåäíîòî òðÿáâà äà áúäå èç-
ïúëíåíî:

Lx1 = λ1x1, . . . ,Lxn = λnxn.

Òîçè �õóáàâ� áàçèñ, êîéòî èçïúëíÿâà ãîðíèòå óñëîâèÿ, ñå íàðè÷à ñîáñòâåí áà-
çèñ (eigenbasis) íà L.

Äåôèíèöèÿ 21

Íåíóëåâèÿò âåêòîð x ñå íàðè÷à ñîáñòâåí âåêòîð (eigenvector) çà îïåðà-
òîðà L, àêî ñúùåñòâóâà λ ∈ C, òàêà ÷å

Lx = λx.

×èñëîòî λ ñå íàðè÷à ñîáñòâåíà ñòîéíîñò èëè ñîáñòâåíî ÷èñëî
(eigenvalue).

N.B. 23

Ãåîìåòðè÷íî, ñîáñòâåíèòå âåêòîðè íà äàäåí îïåðàòîð ñà òåçè âåêòîðè,
êîèòî çàïàçâàò íàïðàâëåíèåòî ñè ñëåä òðàíñôîðìàöèÿòà.

Ïðèìåð 44. Íåêà Projx îçíà÷àâà ïðîåêöèÿòà âúðõó äàäåí âåêòîð x. Òîãàâà
ñîáñòâåíèòå âåêòîðè ñà x ñúñ ñúîòâåòñòâàùà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò 1, è y ⊥ x ñúñ
ñúîòâåòíà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò 0 (íàðèñóâàéòå êàðòèíêà, ñ êîÿòî äà èëþñòðè-
ðàòå). Äà çàáåëåæèì, ÷å âñåêè âåêòîð, êîëèíåàðåí íà x è y ñúùî å ñîáñòâåí
âåêòîð.
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Î÷åâèäíî å ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 17

Ñîáñòâåíèòå âåêòîðè, ñúîòâåòñòâàùè íà äàäåíà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò, äî-
ïúëíåíè ñ íóëåâèÿ âåêòîð, îáðàçóâàò ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Âñÿêî òàêîâà
ïîäïðîñòðàíñòâî (ñúîòâåòñòâàùî íà âñÿêà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò) ñå íàðè÷à
ñîáñòâåíî ïîäïðîñòðàíñòâî.

Çàäà÷à. Äîêàæåòå òâúðäåíèåòî.

Îñòàâà äà âèäèì êàê ìîæåì äà íàìåðèì ñîáñòâåíèÿ áàçèñ. Îêàçâà ñå, ÷å å
ïî-óäîáíî ïúðâî äà íàìåðèì ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè.

Òâúðäåíèå 18

Ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà A ñà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî

det(A− λI) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïî äåôèíèöèÿ λ å ñîáñòâåíà ñòîéíîñò, àêî ñúùåñòâóâà íåíóëåâ
âåêòîð xòàêúâ, ÷å

Ax = λx

èëè, åêâèâàëåíòíî,
(A− λI)x = 0,

ò.å. x ∈ N (A − λI). Íî òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìàòðèöàòà A − λI íÿìà ïúëåí ðàíã,
ò.å. íåéíàòà äåòåðìèíàíòà å 0.

Ïðèìåð 45. Äà íàìåðèì ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè è ñîáñòâåíèòå âåêòîðè íà ìàò-
ðèöàòà [

1 2
2 4

]
.

Ïúðâî, íàìèðàìå ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè, ðåøàâàéêè∣∣∣∣ 1− λ 2
2 4− λ

∣∣∣∣ = 0.

Òå ñà 0 è 5.
Òîãàâà ñîáñòâåíèòå âåêòîðè íà A ñà â nullspace íà ñëåäíèòå ìàòðèöè:[

1 2
2 4

]
and

[
−4 2
2 −1

]
.

Äâà ËÍÇ ñîáñòâåíè âåêòîðà ñà ñëåäîâàòåëíî x1 = (−2, 1)T è x2 = (1/2, 1)T .

N.B. 24

Äà îòáåëåæèì, ÷å λ1 = 0 å ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà ìàòðèöàòà A ò.ñ.ò.ê. A
å ñèíãóëÿðíà.
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Ïðèìåð 46. Ìàòðèöàòà

Q =

[
0 1
−1 0

]

îòãîâàðÿ íà ðîòàöèÿ íà 90◦ ïî îòíîøåíè íà ñòàíäàðòíèÿ áàçèñ. Ñîáñòâåíèòå
ñòîéíîñòè ñà ÷èñòî èìàãèíåðíè: ±i. Òîâà ìîæå äà ñå î÷àêâà, òúé êàòî íèòî
åäèí ðåàëåí âåêòîð íå ìîæå äà çàïàçè ïîñîêàòà ñè ñëåä ðîòàöèÿ.

Òâúðäåíèå 19

Çà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà A å â ñèëà

λ1 + · · ·+ λn = trace(A) := a11 + a22 + · · ·+ ann,

λ1 . . . λn = det(A).

Îñâåí òîâà, àêî ìàòðèöàòà A å òðèúãúëíà, íåéíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè
ëåæàò ïî ãëàâíèÿ äèàãîíàë.

Äèàãîíàëèçàöèÿ íà ìàòðèöà

Åäíà ìíîãî ïîëåçíà äåêîìïîçèöèÿ íà äàäåíà ìàòðèöà å ïðÿêî ñâúðçàíà ñ êàçà-
íîòî äîòóê.

Òâúðäåíèå 20

Íåêà ìàòðèöàòà A èìà (íå çàäúëæèòåëíî ðàçëè÷íè) ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè
λ1, . . . , λn è ñúîòâåòñòâàùè ËÍÇ ñîáñòâåíè âåêòîðè x1, . . . ,xn. Òîãàâà A
ìîæå äà ñå ðàçëîæè âúâ âèäà

A = TΛT−1,

êúäåòî T å ìàòðèöà, ÷èèòî ñòúëáîâå ñà ñîáñòâåíèòå âåêòîðè íà A, à Λ å
äèàãîíàëíà ìàòðèöà ñúñ ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà A ïî ãëàâíèÿ äèàãîíàë.

Äîêàçàòåëñòâî � ïúðâè íà÷èí. Òâúðäåíèåòî ñå äîêàçâà íåïîñðåäñòâåíî, àêî
ìèñëèì çà ìàòðèöàòà A êàòî çà èçîáðàæåíèå L îò äàäåíî n-ìåðíî ïðîñòðàíñòâî
V â ñåáå ñè ïðè ôèêñèðàí áàçèñ. Òîãàâà ñîáñòâåíèòå âåêòîðè íà A ñúäúðæàò
êîîðäèíàòèòå íà ñîáñòâåíèòå âåêòîðè íà L â äàäåíèÿ áàçèñ. Îò êàçàíîòî â
ïðåäõîäíàòà ñåêöèÿ çà ñìÿíà íà áàçèñà òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî �
ìàòðèöàòà Λ å ìàòðèöà íà ñúùàòà òðàíñôîðìàöèÿ, êàòî ñìåíèì áàçèñà è íà
ïðîñòðàíñòâîòî îò ïúðâîîáðàçèòå, è íà îáðàçà ñúñ ñîáñòâåíèÿ áàçèñ.
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Äîêàçàòåëñòâî � âòîðè íà÷èí. Ìîæåì äà äîêàæåì òâúðäåíèåòî è äèðåêòíî:

T−1AT = T−1A

 x1 · · · xn


= T−1

 λ1x1 · · · λnxn


= T−1

 x1 · · · xn


 λ1

. . .

λn


= Λ.

Íå âñÿêà ìàòðèöà å äèàãîíàëèçèðóåìà, òúé êàòî íå âñÿêà ìàòðèöà èìà n
ËÍÇ ñîáñòâåíè âåêòîðà. Äîñòàòú÷íî (íî íå íåîáõîäèìî) óñëîâèå çà äèàãîíàëè-
çèðóåìîñò å âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè äà ñà ðàçëè÷íè.

Òâúðäåíèå 21

Íà ðàçëè÷íè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñúîòâåòñâàò ËÍÇ ñîáñòâåíè âåêòîðè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà x1 è x2 ñà äâà ñîáñòâåíè âåêòîðà, ñúîòâåòñòâàùè íà ðàç-
ëè÷íè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè λ1 6= λ2 íà ìàòðèöàòà A è íåêà

c1x1 + c2x2 = 0.

Óìíîæàâàéêè äâåòå ñòðàíè ñ A è ñ λ2, ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî

c1λ1x1 + c2λ2x2 = 0,

c2λ2x1 + c2λ2x2 = 0

è ñëåäîâàòåëíî
c2(λ1 − λ2)x1 = 0 =⇒ c2 = 0.

Àíàëîãè÷íî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å c1 = 0, ò.å. âåêòîðèòå x1 è x2 ñà ËÍÇ.

Åäèí îñîáåíî âàæåí êëàñ äèàãîíàëèçèðóåìè ìàòðèöè ñà ñèìåòðè÷íèòå ìàò-
ðèöè. Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ñëåäíîòî å â ñèëà.

Òâúðäåíèå 22

Àêî A å n × n ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà, òîãàâà ñúùåñòâóâà îðòîíîðìèðàí
ñîáñòâåí áàçèñ è ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñà ðåàëíè ÷èñëà (êà-
çàíî ñ äðóãè äóìè âñåêè äâå ñîáñòâåíè ïîäïðîñòðàíñòâà ñà îðòîãîíàëíè
ïîìåæäó ñè). Åêâèâàëåíòíî, äèàãîíàëèçàöèÿòà íà A ñå äàâà îò

A = QΛQT ,

êúäåòî Q å îðòîíîðìèðàíà ìàòðèöà.



88Ãëàâà 2. Ëèíåéíè àëãåáðè÷íè ñèñòåìè, ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíè òðàíñôîðìàöèè

Êàêâî íè äàâà äèàãîíàëèçàöèÿòà

Òóê ùå ñå ñïðåì íà íÿêîëêî âàæíè âúïðîñà, ñâúðçàíè ñ ïðèëîæåíèÿòà íà äè-
àãîíàëèçàöèÿòà.

• Ïðåñìÿòàíå íà ñòåïåíè íà A. Àêî çíàåì äèàãîíàëèçàöèÿòà A = TΛT−1,
òîãàâà

An = (TΛT−1)(TΛT−1) . . . (TΛT−1) = TΛnT−1.

• Ïðåñìÿòàíå íà îáðàòíàòà ìàòðèöà. Ìîæå ëåñíî äà ñå ïðîâåðè, ÷å

A−1 = TΛ−1T−1.

• Àêî ìàòðèöàòà îçíà÷àâà äàäåíà òðàíñôîðìàöèÿ, òÿ äàâà âåäíàãà ñúùåñ-
òâåíàòà èíôîðìàöèÿ çà èçîáðàæåíèåòî â äèàãîíàëíàòà ìàòðèöà � äàëè
å îáðàòèìî, äàëè å ñâèâàùî, ìîæåì ëåñíî äà ïðèëàãàìå èçîáðàæåíèåòî
ìíîãîêðàòíî è ò.í.

• Àêî äèàãîíàëíàòà ìàòðèöà ñúäúðæà ñàìî ïîëîæèòåëíè åëåìåíòè, ìàòðè-
öàòà/òðàíñôîðìàöèÿòà å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà;

• Ïîçâîëÿâà íè íàìèðàíå íà àïðîêñèìàöèÿ îò ïî-íèñúê ðåä íà ìàòðèöàòà
(ùå êîìåíòèðàìå ïî-ïîäðîáíî òîçè âúïðîñ, êîãàòî ãîâîðèì çà ïî-îáùàòà
äåêîìïîçèöèÿ ïî ñèíãóëÿðíè ñòîéíîñòè).

• Äàâà èíôîðìàöèÿ çà îáóñëîâåíîñòòà íà ìàòðèöàòà (îòíîâî ùå êîìåíòè-
ðàìå ïî-ïîäðîáíî â òåìàòà �Äåêîìïîçèöèÿ ïî ñèíãóëÿðíè ñòîéíîñòè�).

2.6 Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè � ëèíåéíè

çàäà÷è

Êàêòî âèäÿõìå, ñúùåñòâóâàò òðè ñëó÷àÿ çà ðåøåíèÿòà íà äàäåíà ëèíåéíà àë-
ãåáðè÷íà ñèñòåìà:

• åäèíñòâåíî ðåøåíèå;

• áåçáðîé ìíîãî ðåøåíèÿ (â òîçè ñëó÷àé, çà äà èçáåðåì �ïðàâèëíîòî� ðåøå-
íèå â êîíòåêñòà íà êîíêðåòíàòà çàäà÷à, ìîæå äà å âúâåäåí äîïúëíèòåëåí
êðèòåðèé, íàïðèìåð ðåøåíèåòî ñ íàé-ìàëêà íîðìà/êîåòî ñúîòâåòñòâà íà
ìèíèìàëíà åíåðãèÿ è ò.í.);

• íÿìà ðåøåíèÿ.

Ñåãà ùå ñå êîíöåíòðèðàìå âúðõó ïîñëåäíèÿ ñëó÷àé, çàùîòî òîé å ìíîãî âàæåí
íà ïðàêòèêà.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à.
Äàäåíè ñà òî÷êèòå (x1, y1), . . . , (xs, ys). Òúðñèì ϕ =

∑∑∑n
j=1 qjϕj ∈

V = span{ϕ1, . . . , ϕn} òàêà, ÷å ϕ äà ìèíàâà âúçìîæíî íàé-áëèçî äî
äàäåíèòå òî÷êè.

Â îáùèÿ ñëó÷àé ϕ ìîæå äà å ôóíêöèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëèâè.
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Ïðè n = s çàäà÷àòà å âñúùíîñò èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à, êîÿòî (ïðè äîñ-
òàòú÷íî äîáðå èçáðàí áàçèñ íà êðàéíîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî V ) èìà åäèíñò-
âåíî ðåøåíèå çà ïðîèçâîëíè ðàçëè÷íè âúçëè è ñúîòâåòíè ñòîéíîñòè. Íà òàçè
çàäà÷à î÷åâèäíî ñúîòâåòñòâà ëèíåéíà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà çà êîåôèöèåíòèòå
(q1, . . . , qn)T , êîÿòî èìà êâàäðàòíà ìàòðèöà.

Èíòåðåñíèÿò çà íàñ ñëó÷àé å n < s. Òîãàâà å ÿñíî, ÷å íå ìîæåì äà ñå íàäÿâà-
ìå èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à äà èìà ðåøåíèå çà ïðîèçâîëåí èçáîð íà òî÷êè. Â
òîçè ñëó÷àé òúðñèì îïòèìàëíî ðåøåíèå. Ùå ðàçáèðàìå ïîñëåäíîòî â ñìèñúëà
íà ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè è ùå ôîðìóëèðàìå ñúîòâåòíàòà çàäà÷à ïî
òðè åêâèâàëåíòíè íà÷èíà.

Ôîðìóëèðîâêà íà (ëèíåéíàòà) çàäà÷à çà íàé-ìàëêè êâàäðàòè (ÍÌÊ)

1. Äîáðå ïîçíàòàòà ôîðìóëèðîâêà îò êóðñîâåòå ïî ÷èñëåíè ìåòîäè å ñëåä-
íàòà. Òúðñèì êîåôèöèåíòèòå â îáîáùåíèÿ ïîëèíîì ϕ(x) òàêà, ÷å

ε(q1, . . . , qn) =
s∑
i=1

(ϕ(xi)− yi)2 → min
(q1,...,qn)∈Rn

.

2. Òúðñèì âåêòîðà îò êîåôèöèåíòèòå q ∈ Rn òàêà, ÷å

‖r(q)‖2
2 → min

q∈Rn
,

êúäåòî r(q) = (ϕ(x1)− y1, . . . , ϕ(xs)− ys)T å âåêòîðúò íà ãðåøêàòà.

Çàáåëåæêà. Òàçè ôîðìóëèðîâêà å ìîæå áè íàé-îáùà, òúé êàòî ìîæåì äà
ìèíèìèçèðàìå è ïî îòíîøåíèå íà êîÿ äà å äðóãà íîðìà. Ðàáîòàòà ñ âòî-
ðàòà íîðìà îáà÷å èìà íÿêîè ñúùåñòâåíè ïðåäèìñòâà. Ïúðâî, âåêòîðúò íà
ãðåøêàòà å ìèíèìàëåí â ñìèñúëà íà ñòàíäàðòíàòà Åâêëèäîâà äúëæèíà.
Âòîðî, íîðìàòà å ïîðîäåíà îò ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, ò.å. ìîæåì äà èç-
ïîëçâàìå îáùàòà òåîðèÿ è âñè÷êè ïðåäèìñòâà íà ðàáîòàòà â Õèëáåðòîâè
ïðîñòðàíñòâà.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå è ÷å òàçè ôîðìóëèðîâêà ìîæå äà ñå èçïîëçâà è â
ñëó÷àÿ, êîãàòî êîåôèöèåíòèòå ó÷àñòâàò íåëèíåéíî, çà ðàçëèêà îò ñëåäâà-
ùàòà.

3. Åçèêúò íà ëèíåéíèòå çàäà÷è å ëèíåéíàòà àëãåáðà, ñúîòâåòíî âåêòîðíî-
ìàòðè÷íîòî ñìÿòàíå. Ñëåäîâàòåëíî, êîãàòî êîåôèöèåíòèòå ó÷àñòâàò ëè-
íåéíî (êàêòî â çàäà÷àòà, êîÿòî ñè ïîñòàâèõìå) ìîæåì äà çàïèøåì ñëåä-
íàòà ïðåîïðåäåëåíà ñèñòåìà: ϕ1(x1) · · · ϕn(x1)

...
. . .

...
ϕ1(xs) · · · ϕn(xs)


 q1

...
qn

 =

 y1
...
ys

 (2.1)

èëè, çàïèñàíî êðàòêî,
Aq = b.

Ðåøàâàíåòî íà ïîñëåäíàòà ñèñòåìà òðÿáâà äà ñå ðàçáèðà â ñëåäíèÿ ñìèñúë:

‖Aq− b‖ → min
q∈Rn

.
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Íîðìàëíè óðàâíåíèÿ çà íàìèðàíå íà îïòèìàëíîòî ðåøåíèå

Â ñëó÷àÿ êîãàòî çàäà÷àòà å ëèíåéíà, å íàé-åñòåñòâåíî äà ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà
(2.1). Ïúðâî, äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å àêî b ∈ C(A), òîãàâà ñèñòåìàòà èìà òî÷íî
ðåøåíèå è ãðåøêàòà å 0, ò.å. íàìèðàìå èíòåðïîëàíò. Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå îáùèÿ
ñëó÷àé, ò.å. ùå äîïóñêàìå âúçìîæíîñòòà b /∈ C(A). Ñ äðóãè äóìè, íàøàòà çàäà÷à
å äà îïðåäåëèì q ∈ Rn òàêà, ÷å Aq ∈ C(A) äà å âúçìîæíî íàé-áëèçêî äî b (â
ñìèñúëà íà ‖ · ‖2-íîðìàòà). Äîêàçâàëè ñìå, ÷å â åäíî Õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
òîâà ñå ïîñòèãà ò.ñ.ò.ê. Aq å îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà b â C(A):

C(A)=span 8A1, ..., An}

b

Aq

Aq-b Þ C(A) 

Ñ äðóãè äóìè, òðÿáâà äà îïðåäåëèì q òàêà, ÷å

(b− Aq, Ai) = 0, i = 1, n,

êúäåòî Ai ñà ñòúëáîâåòå íà A. Ïîñëåäíîòî óñëîâèå å ñúùîòî êàòî

AT (b− Aq) = 0

èëè
ATAq = ATb.

Ïîëó÷èõìå ò.íàð. íîðìàëíè óðàâíåíèÿ. Äà çàáåëåæèì, ÷å àêî A èìà ïú-
ëåí ðàíã ïî ñòúëáîâå (çàñåãà ùå ñå îãðàíè÷èì äî òîçè ñëó÷àé, òúé êàòî òîé å
íàé-âàæåí íà ïðàêòèêà), ìàòðèöàòà ATA å êâàäðàòíà, îáðàòèìà, ñèìåòðè÷íà è
ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà.

Òâúðäåíèå 23: Íîðìàëíè óðàâíåíèÿ çà ëèíåéíà çàäà÷à çà ÍÌÊ

Íåêà A å ìàòðèöà ñ ïúëåí ðàíã ïî ñòúëáîâå. Òîãàâà îïòèìàëíîòî ðåøå-
íèå (â ñìèñúëà íà ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè) íà ïðåîïðåäåëåíàòà
ñèñòåìà Aq = b å åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà

ATAq = ATb.
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Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà íîðìàëíè óðàâíåíèÿ å
âñúùíîñò äîáðå ïîçíàòàòà ìàòðèöà íà Ãðàì çà áàçèñà ϕ1(x), . . . , ϕn(x) ïî îòíî-
øåíèå íà ñòàíäàðòíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Rs. Ùå ðàçïèøåì ñèñòåìàòà
ïî-ïîäðîáíî, êàòî ÿ èçâåäåì ïî îùå åäèí íà÷èí � íà áàçà íà àíàëèòè÷íè ñúîá-
ðàæåíèÿ.

Èçõîæäàéêè îò ïúðâàòà ôîðìóëèðîâêà íà çàäà÷àòà, íåîáõîäèìî óñëîâèå çà
òîâà ôóíêöèÿòà ε(q1, . . . , qn) äà äîñòèãà ìèíèìóì å ÷àñòíèòå �è ïðîèçâîäíè äà
ñå íóëèðàò:

∂ε

∂qj
= 2

s∑
i=1

(
q1ϕ1(xi) + · · ·+ qnϕn(xi)− yi

)
ϕj(xi) = 0, j = 1, n.

Çàïèñàíà âúâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íà ôîðìà ñèñòåìàòà èìà ñëåäíèÿ âèä:


∑s

i=1 ϕ1(xi)ϕ1(xi) · · ·
∑s

i=1 ϕ1(xi)ϕn(xi)
...

. . .
...∑s

i=1 ϕn(xi)ϕ1(xi) · · ·
∑s

i=1 ϕn(xi)ϕn(xi)


 q1

...
qn

 =


∑s

i=1 ϕ1(xi)yi
...∑s

i=1 ϕn(xi)yi

 .
Äà îáúðíåì îùå âåäíúæ âíèìàíèå, ÷å òîâà å ñúùàòà ñèñòåìà îò íîðìàëíè
óðàâíåíèÿ, èçâåäåíà ïî äðóã íà÷èí.

N.B. 25

Ìàêàð íîðìàëíèòå óðàâíåíèÿ äà èçãëåæäàò êàòî ïðîñò ïîäõîä çà íàìè-
ðàíå íà ðåøåíèå ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè, ìíîãî ÷åñòî íà
ïðàêòèêà òå íå ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò, çàùîòî ñèñòåìàòà å ìíîãî ëîøî
îáóñëîâåíà.

Ìåòîä íà Õîëåöêè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñúñ ñèìåòðè÷íè è ïîëîæèòåëíî-
îïðåäåëåíè ìàòðèöè

Â ñëó÷àèòå, êîãàòî íîðìàëíèòå óðàâíåíèÿ ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò, êëàñè÷åñêèÿò
ïîäõîä çà òÿõíîòî ðåøàâàíå, êàòî ñå âçåìå ïðåäâèä ÷å ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà å
ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî-îïðåäåëåíà, å êàòî ñå èçïîëçâà ìåòîäúò íà Õîëåöêè.
Íåêà ãî ïðèïîìíèì íàêðàòêî. Çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ, âèæ [2].

Ïðèìåð 47. Òÿëî å ïóñíàòî îò âèñî÷èíà 450m. Íåãîâàòà âèñî÷èíà å èçìåðâàíà
ïðåç èíòåðâàëè îò 1 ñåê. Äàííèòå ñà ñèñòåìàòèçèðàíè â ñëåäíàòà òàáëèöà:
t, sec 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
h,m 450 445 431 408 375 332 279 216 143 61

Òúðñèì ïîäõîäÿùà ôóíêöèÿ, îïèñâàùà ïðîöåñà. Íåêà ïúðâî äà èçîáðàçèì òî÷-
êèòå. Ãðàôèêàòà èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí
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Out[170]=

2 4 6 8

200

300

400

Òî÷êèòå èçãëåæäà äà ëåæàò âúðõó ïàðàáîëà. Çàòîâà ùå òúðñèì ôóíêöèÿòà,
ìîäåëèðàùà ïðîöåñà, âúâ âèäà f(x) = a0 + a1x + a2x

2. Çà äà îïðåäåëèì ïî ìå-
òîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìà, âçåìàéêè ïðåäâèä
êàçàíîòî äîòóê, òðÿáâà äà ðåøèì ñèñòåìàòà

ATAq = ATb,

êúäåòî

A =



1 0 0
1 1 1
1 2 4
1 3 9
1 4 16
1 5 25
1 6 36
1 7 49
1 8 64
1 9 81


, b =



450
445
431
408
375
332
279
216
143
61


.

Íåêà îçíà÷èì B := ATA, c := ATb. Òîãàâà ñèñòåìàòà, êîÿòî òðÿáâà äà ðåøèì,
å Bq = c. Ïúðâî, ùå ðàçëîæèì ìàòðèöàòà B, êîÿòî å ñèìåòðè÷íà è ïîëîæè-
òåëíî îïðåäåëåíà ïî ìåòîäà íà Õîëåöêè. Íàïðèìåð èçïîëçâàéêè Mathematica,
ïîëó÷àâàìå, ÷å B = LLT , êúäåòî ìàòðèöàòà L èìà âèäà

L =


√

10 0 0

9
√

5
2

√
165
2

0

57
√

5
2

9
√

165
2

4
√

33

 .
Îñòàâà äà ðåøèì ñèñòåìàòà LLTq = c íà äâå ñòúïêè, êàòî ðåøàâàìå ñèñòåìè ñ
òðèúãúëíè ìàòðèöè.

1. Íàìèðàìå z := LTq, êàòî ðåøèì ñèñòåìàòà Lz = c.

2. Ðåøàâàìå ñèñòåìàòà LTq = z è íàìèðàìå íåèçâåñòíèòå q.

Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå q = (449.364, 0.962121,−4.90152)T .
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2.7 Äåêîìïîçèöèÿ ïî ñèíãóëÿðíè ñòîéíîñòè (SVD).

Ïñåâäîîáðàòíè ìàòðèöè.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå, íîðìàëíèòå óðàâíåíèÿ ÷åñòî âîäÿò äî ñúùåñòâåíè ïðîáëå-
ìè ïðè ÷èñëåíè ïðåñìÿòàíèÿ. Ïî ïðèíöèï �òåæêàòà àðòèëåðèÿ�, êîãàòî ñòàâà
âúïðîñ çà òàêèâà, å äåêîìïîçèöèÿòà ïî ñèíãóëÿðíè ñòîéíîñòè (SVD = singular
value decomposition). Òÿ èìà ìíîãî ïðèëîæåíèÿ, íÿêîè îò êîèòî ùå êîìåíòèðà-
ìå, íî îñíîâíàòà íè öåë â ìîìåíòà ùå áúäå äà ïîëó÷èì ðåøåíèå íà ëèíåéíàòà
çàäà÷à çà ÍÌÊ.

SVD

Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíà ìàòðèöà A ∈ Rm×n ñ ðàíã r. Ìîæåì äà ñè ìèñëèì, ÷å
òÿ ñúîòâåòñòâà íà íÿêàêâà ëèíåéíà òðàíñôîðìàöèÿ, êîÿòî áåç îãðàíè÷åíèå íà
îáùíîñòòà å îò Rn â Rm.

N.B. 26

SVD èìà ìíîãî ïðèëîæåíèÿ, êîèòî íÿìàò íèùî îáùî ñ ïðåäñòàâàòà çà
äàäåíà ìàòðèöà êàòî ëèíåéíà òðàíñôîðìàöèÿ. Ðàçãëåæäàíåòî íà îñíîâ-
íèòå ïîäïðîñòðàíñòâà îáà÷å îòíîâî ñå îêàçâà íåçàìåíèìî ïðè èçó÷àâàíå
íà òàçè äåêîìïîçèöèÿ.

Ùå ñå îïèòàìå äà îáîáùèì èäåÿòà íà äèàãîíàëèçàöèÿòà, êàòî ïî òîçè íà-
÷èí ïîëó÷èì äèàãîíàëíà ìàòðèöà íà ïðîèçâîëíà òðàíñôîðìàöèÿ èëè, êàçàíî
èíà÷å, ðàçëîæèì ïðîèçâîëíà ìàòðèöà äî âèä, ïîäîáåí íà äèàãîíàëèçàöèÿòà.
Íåùî ïîâå÷å, ùå ñå ñòðåìèì êúì �íàé-äîáðàòà� âúçìîæíà äèàãîíàëèçàöèÿ, ò.å.
ñ îðòîãîíàëíè ìàòðèöè.

È òàêà, íåêà v1, . . . ,vr å îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà R(A) è vr+1, . . . ,vn å îðò-
íîðìèðàí áàçèñ íà N (A). Îñâåí òîâà, íåêà u1, . . . ,ur å îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà
C(A) è ur+1, . . . ,um å îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà N (A).

Òîãàâà çà âñåêè âåêòîð α1v1 + · · ·αnvn, ïðèëàãàéêè òðàíñôîðìàöèÿòà, ïðåä-
ñòàâåíà ñ A, ïîëó÷àâàìå

α1Av1 + · · ·αrAvr = β1u1 + · · ·+ βrur ∈ C(A).
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Ñëåäîâàòåëíî, àêî èçáåðåì �õóáàâè áàçèñè� íà R(A) è C(A), òî ìîæåì äà ïî-
ëó÷èì äèàãîíàëíà ìàòðèöà íà òðàíñôîðìàöèÿòà. Òåçè áàçèñè î÷åâèäíî òðÿáâà
äà èçïúëíÿâàò ñëåäíîòî:

Avi = σiui, i = 1, r. (2.2)

Ùå íàðè÷àìå σi ñèíãóëÿðíè ñòîéíîñòè, à vi,ui � ñèíãóëÿðíè âåêòîðè íà A.
Òàêà, ðàçñúæäàâàéêè êàêòî ïðè äèàãîíàëèçàöèÿòà, ùå ïîëó÷èì äåêîìïîçè-

öèÿ

A = UΣV T ,

êúäåòî Σ å äèàãîíàëíà ìàòðèöà, ñúäúðæàùà ñèíãóëÿðíèòå ñòîéíîñòè, à U è V
ñà îðòîãîíàëíè ìàòðèöè, ñúäúðæàùè ñèíãóëÿðíèòå âåêòîðè.

Íà ïðúâ ïîãëåä èçãëåæäà, ÷å íå ïîñòèãíàõìå ìíîãî ñ äîñåãàøíèòå ðàçñúæ-
äåíèÿ, òúé êàòî òðÿáâà äà íàìåðèì äâà ðàçëè÷íè íàáîðà îò íåèçâåñòíè âåêòîðè
ui è vi, êàêòî è ñúîòâåòíèòå ñèíãóëÿðíè ñòîéíîñòè σi. Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å å â
ñèëà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.
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Âñÿêà ìàòðèöà A ìîæå äà ñå ðàçëîæè âúâ âèäà

A = UΣV T ,

êúäåòî U å îðòîãîíàëíà ìàòðèöà, ñúäúðæàùà ñîáñòâåíèòå âåêòîðè íà
AAT , V å îðòîãîíàëíà ìàòðèöà, ñúäúðæàùà ñîáñòâåíèòå âåêòîðè íà ATA,
à Σ å äèàãîíàëíà ìàòðèöà, ñúäúðæàùà ïî ãëàâíèÿ äèàãîíàë êâàäðàòíèòå
êîðåíè íà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà AAT (èëè, êîåòî å ñúùîòî, íà ATA).

Äîêàçàòåëñòâî.

ATA = V ΣUTUΣV T = V

 σ2
1

. . .

σ2
r

V T .

Ïîñëåäíîòî î÷åâèäíî å äèàãîíàëèçàöèÿòà íà ñèìåòðè÷íàòà è ïîëîæèòåëíî îï-
ðåäåëåíà ìàòðèöà ATA. Ñëåäîâàòåëíî V ñúäúðæà ñîáñòâåíèòå âåêòîðè íà ATA,
à σi =

√
λi, êúäåòî λi ñà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà A

TA. Àíàëîãè÷íî U ñúäúðæà
ñèíãóëÿðíèòå ñòîéíîñòè íà AAT , ñèíãóëÿðíèòå ñòîéíîñòè ñà ñúùî êâàäðàòíèòå
êîðåíè íà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà AAT .

Èìà äâå îñíîâíè ôîðìè íà SVD.

• Ñúêðàòåíà ôîðìà, â êîÿòî èçïîëçâàìå ñàìî r ñèíãóëÿðíè âåêòîðà, íàìå-
ðåíè îò (2.2) (òîâà ñà �âàæíèòå ÷àñòè îò áàçèñèòå�, ò.å. áàçèñèòå íà R(A)
è N (A)). Â òîçè ñëó÷àé U ∈ Rm×r, Σ ∈ Rr×r, V ∈ Rn×r.

• Çà äà ïîëó÷èì ïúëíàòà ôîðìà, òðÿáâà äà èçáåðåì ïðîèçâîëíè îðòîãîíàë-
íè âåêòîðè îò N (A) è N (AT ) (íàïðèìåð èçïîëçâàéêè ìåòîäà íà Gram�
Schmidt) çà äà äîïúëíèì áàçèñèòå íà Rn è Rm, ñúîòâåòíî. Â òîçè ñëó÷àé
U ∈ Rm×m, Σ ∈ Rm×n, V ∈ Rn×n.
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Ïðèëîæåíèå íà SVD çà ðåøàâàíå íà ëèíåéíè çàäà÷è çà ÍÌÊ. Ïñåâ-
äîîáðàòíà ìàòðèöà.

Ñëäâàùèòå ðåäîâå ùå ïîñâåòèì íà îñíîâíèÿ ðåçóëòàò â òàçè òåìà.
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Íåêà å äàäåíà ñëåäíàòà ëèíåéíà çàäà÷à çà ÍÌÊ: Aq = b è íåêà ñìå
íàìåðèëè ñúêðàòåíàòà SVD A = UΣV T . Òîãàâà îïòèìàëíîòî ðåøåíèå å

q = A+b,

êúäåòî A+ å ïñåâäîîáðàòíàòà ìàòðèöà (îáðàòíà ìàòðèöà íà Moore�
Penrose):

A+ = V Σ+UT ,

à Σ+ å äèàãîíàëíà ìàòðèöà, ñúäúðæàùà ðåöèïðî÷íèòå íà ñèíãóëÿðíèòå
ñòîéíîñòè.

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà ðàçãëåäàìå îñíîâíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà, ñâúðçàíè ñ A+:

• Màòðèöàòà A+ ñå ïîëó÷àâà, êàòî óìíîæèì UT îòëÿâî ñ íåùî. Ñëåäîâà-
òåëíî ðåäîâåòå íà A+ ñà ëèíåéíè êîìáèíàöèè íà ðåäîâåòå íà UT , ò.å. íà
ñèíãóëÿðíèòå âåêòîðè u1, . . . ,ur. Tîãàâà R(A+) = C(A). Îòòóê âåäíàãà
ñëåäâà è ÷å N (A+) = N (AT );

• Çà âñÿêî b ∈ Rm îáðàçúò A+b ñå ïîëó÷àâà, êàòî óìíîæèì ìàòðèöàòà
V îòäÿñíî ñ íÿêàêúâ âåêòîð, ò.å. å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà v1, . . . ,vr. Ñ
äðóãè äóìè C(A+) = R(A).

Âñåêè âåêòîð b ìîæåì äà ðàçëîæèì íà ñóìà îò êîìïîíåíòà â C(A) è êîìïîíåíòà
â N (AT ): b = bC + bN . Âçåìàéêè ïðåäâèä ãîðíèòå íàáëþäåíèÿ, ìîæåì äà
çàêëþ÷èì, ÷å

q = A+b = A+(bC + bN) = A+bC .

Oïòèìàëíîòî ðåøåíèå ïî ìåòîäà íà ÍÌÊ òðÿáâà äà å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà
Aq = bC . Íåêà ñå óâåðèì â òîâà:

A(A+b) = UΣV TV Σ+UTbc = bC .

Ñ òîâà äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî.

Ìîæåì äà èëþñòðèðàìå ãîðíîòî ñúñ ñëåäíàòà ôèãóðà:
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R
n R

m

R(A)

N(A)

C(A)

NIATM

A+x Ax

b

bN

bC

A+

A+

A+

A+

0m0n

q

Çàáåëåæêà. Äà îòáåëåæèì, ÷å àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëñòâî ìîæå äà ñå íàïðàâè
è àêî ñå èçïîëçâà ïúëíàòà ôîðìà íà SVD. Äîïúëíèòåëíèòå ñòúëáîâå â U è V
íÿìàò íèêàêúâ ïðèíîñ, òúé êàòî ñå óìíîæàâàò ñ 0.

Äà îòáåëåæèì íÿêîè îñíîâíè ñâîéñòâà íà A+:

• Àêî A å êâàäðàòíà è îáðàòèìà, òîãàâà A−1 = A+;

• Âðúçêàòà ìåæäó A è A+ èëþñòðèðàìå ñúñ ñëåäíàòà ôèãóðà:

R
n R

m

R(A)

N(A)

C(A)

NIATM

y Ay

b

bN

bC

0m0n
x

xR

xN

Ax

A

A

A+

A+

Ïðèìåð 48. Äà ðàçãëåäàìå îòíîâî ïðèìåð 47. Òîçè ïúò íåêà ðàçëîæèì A.
Ïîëó÷àâàìå (êàòî èçïîëçâàìå Mathematica, êîÿòî âðúùà ïúëíàòà ôîðìà íà
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SVD):

U ≈



0.00015 −0.091 0.78 −0.36 0.27 0.31 0.24 0.14 0.051 −0.051
0.0091 −0.26 0.46 0.81 −0.077 −0.11 −0.10 −0.097 −0.11 −0.13
0.034 −0.38 0.20 −0.46 −0.36 −0.43 −0.36 −0.28 −0.22 −0.19
0.075 −0.44 0.0072 0 0 0 0 0 0 0.90
0.13 −0.44 −0.12 0 0 0 0 0 0.85 −0.22
0.20 −0.39 −0.18 0 0 0 0 0.80 −0.31 −0.20
0.29 −0.28 −0.18 0 0 0 0.75 −0.39 −0.25 −0.16
0.40 −0.11 −0.12 0 0 0.73 −0.43 −0.26 −0.16 −0.086
0.52 0.11 0.013 0 0.71 −0.42 −0.20 −0.080 −0.019 0.010
0.65 0.39 0.21 0.013 −0.54 −0.088 0.11 0.16 0.16 0.13


,

Σ ≈



125. 0 0
0 4.5 0
0 0 1.2
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0


, V ≈

 0.018 −0.41 0.91
0.13 −0.90 −0.41
0.99 0.13 0.038



.

Òîãàâà

Σ+ ≈

 1/125 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1/4.5 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1/1.2 0 0 0 0 0 0 0


è óìíîæàâàéêè

A+b = V Σ+UT

ïîëó÷àâàìå ñúùèÿ ðåçóëòàò êàòî â ïðèìåð 47.

Êàêâî äðóãî íè äàâà SVD?

Ïðèëîæåíèÿòà íà SVD äàëå÷ íå ñå èç÷åðïâàò ñ ðåøàâàíåòî íà çàäà÷è ïî ìåòîäà
íà ÍÌÊ. Òóê ùå ñå ñïðåì íà ñëåäíîòî:

• Åäíî ìíîãî âàæíî ïðèëîæåíèå íà SVD å ñâúðçàíî ñ íàìàëÿâàíå ðàçìåð-
íîñòòà íà äàäåí ìîäåë èëè çàäà÷à, â ò.÷. êîìïðåñèÿ íà äàííè, èçîáðàæåíèÿ
è äð. Èäåÿòà å ñëåäíàòà. Èçïîëçâàéêè óìíîæåíèå ñòúëá ïî ðåä, ìîæåì äà
íàïèøåì

A = u1σ1v
T
1 + · · ·+ urσrv

T
r .

Ñåãà, àêî ñèíãóëÿðíèòå ñòîéíîñòè ñà ïîäðåäåíè â íèçõîäÿù ðåä, òîãàâà
ìîæåì äà çàïàçèì ñàìî íàé-ãîëåìèòå s îò òÿõ è äà ïîëó÷èì ïðèáëèæåíèå
îò ïî-íèñúê ðåä:

A ≈ u1σ1v
T
1 + · · ·+ usσsv

T
s .

Ïðèìåð 49. Äà ðàçãëåäàìå ìàòðèöàòà

A =

 40 −4 −1
−50 70 0

0 1 0

 .
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Êàòî èçïîëçâàìå Mathematica, ïîëó÷àâàìå íåéíàòà äåêîìïîçèöèÿ ïî ñèí-
ãóëÿðíè ñòîéíîñòè:

A ≈

 −0.33 −0.94 −0.02
0.94 −0.33 −0.02
0.01 −0.02 1

 90.5 0. 0.
0. 28.8 0.
0. 0. 0.02

 −0.67 −0.74 0.03
0.75 −0.67 0.02
0.004 0.03 1

T .
Àêî ïðåíåáðåãíåì íàé-ìàëêàòà ñèíãóëÿðíà ñòîéíîñò è âìåñòî íåÿ ïîñòà-
âèì 0, êàòî óìíîæèì îáðàòíî òðèòå ìàòðèöè, ïîëó÷àâàìå 40. −3.99999 −0.999631

−50. 70. 0.000295231
−0.000516673 0.999631 −0.0191981

 ,
êîåòî å äîñòà äîáðî ïðèáëèæåíèå íà îðèãèíàëíàòà ìàòðèöà.

Â ïðàêòèêàòà ñå ðàáîòè ñ ãîëåìè ìàòðèöè, ìíîãî îò ñèíãóëÿðíèòå ñòîé-
íîñòè íà êîèòî ÷åñòî ñà ìíîãî ìàëêè. Òÿõíîòî ïðåíåáðåãâàíå ïîçâîëÿâà
çàïàçâàíåòî íà êîìïðåñèðàíè äàííè ñ ìàëêà çàãóáà íà èíôîðìàöèÿ.

• SVD äàâà èíôîðìàöèÿ çà îáóñëîâåíîñòòà íà ìàòðèöàòà A. Øèðîêî èç-
ïîëçâàíà äåôèíèöèÿ çà ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò å ñëåäíàòà:

cond(A) = σ1/σn.

• SVD ñúäúðæà èíôîðìàöèÿ çà áàçèñèòå íà ÷åòèðèòå îñíîâíè ïîäïðîñòðàí-
ñòâà, ñâúðçàíè ñ A.

Çàäà÷à. Ïîòúðñåòå èíôîðìàöèÿ â èíòåðíåò çà ïðèëîæåíèÿòà íà SVD.
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Çàäà÷è çà ïàðàìåòðè÷íà

èäåíòèôèêàöèÿ

Êàêòî îòáåëÿçàõìå, íà ïðàêòèêà âúâ âñåêè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë èìà ïàðà-
ìåòðè � âåëè÷èíè, êîèòî õàðàêòåðèçèðàò ìàòåðèàëà, ñðåäàòà è ò.í., íàïðèìåð
ïðîâîäèìîñò, ïëúòíîñò, âèñêîçèòåò è äð. Íÿêîè îò òÿõ ìîãàò äà áúäàò èçìå-
ðåíè äèðåêòíî, íî äðóãè � íå. Òå ñå îïðåäåëÿò íåïðÿêî, íà áàçà íà ðåçóëòàòà
îò òÿõíîòî äåéñòâèå. Ñ äðóãè äóìè ñå ðåøàâà îáðàòíà çàäà÷à � ïî äàäåíè
ðåçóëòàòè (íàïðèìåð ñòîéíîñòè íà äàäåíà ôóíêöèÿ), äà ñå îïðåäåëÿò ïàðàìåò-
ðèòå, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà òåçè ðåçóëòàòè. Âïðî÷åì ïîíÿêîãà òåçè ïàðàìåòðè
ñàìè ïî ñåáå ñè ïðåäñòàâëÿâàò èíòåðåñ è ñà öåë íà ðàçãëåæäàíåòî íà äàäåí
ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë. È òàêà, ùå ôîðìóëèðàìå îáùàòà çàäà÷à çà ïàðàìåòðè÷-
íà èäåíòèôèêàöèÿ. Íåêà f : Rn → R å ôóíêöèÿ, çàâèñåùà îò ïàðàìåòðèòå
p ∈ Rp (ùå çàïèñâàìå f = f(x;p)). Íåêà ñà äàäåíè íàáëþäåíèÿòà (íàïðèìåð
äàííè îò èçìåðâàíèÿ) (xi, yi), i = 1, s. Òúðñèì p∗ òàêà, ÷å íîðìàòà ‖r(p)‖ äà å
ìèíèìàëíà, êúäåòî

r(p) = (f(x1;p)− y1, . . . , f(xs;p)− ys)T .

Ùå çàïèñâàìå

p∗ = argminp‖r(p)‖. (3.1)

Çàáåëåæêà. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å íèêúäå íå ñìå ïðåäïîëîæèëè, ÷å ôóí-
êöèÿòà f å àíàëèòè÷íî çàäàäåíà. Òÿ ìîæå äà áúäå çàäàäåíà íàïðèìåð êàòî
ðåøåíèåòî íà äàäåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, êàòî àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòà-
íå íà ñòîéíîñòè ïî ïîäàäåíè àðãóìåíòè, íàïðèìåð ÷ðåç íåâðîííà ìðåæà è äð.

Çàáåëåæêà. Äåôèíèðàõìå f äà áúäå ñêàëàðíà ôóíêöèÿ, çà äà íå óòåæíÿâàìå
èçëèøíî èçëîæåíèåòî, íî íèùî ïðå÷è òÿ äà áúäå è âåêòîðíà ôóíêöèÿ. Ùå
äàäåì ïðèìåðè ïî-êúñíî çà òîâà.

3.1 Íåëèíåéíè çàäà÷è çà íàé-ìàëêè êâàäðàòè

Aêî â çàäà÷àòà (3.1) ðàáîòèì â ‖ · ‖2-íîðìà, ïîëó÷àâàìå çàäà÷à çà íàé-ìàëêè
êâàäðàòè, ò.å. îáùàòà çàäà÷à çà íàé-ìàëêè êâàäðàòè å

p∗ = argminp‖r(p)‖2
2. (3.2)

101
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Â êðàÿ íà ïðåäèøíàòà ÷àñò íà êóðñà íèå ðàçãëåäàõìå âúïðîñà çà ðåøàâà-
íåòî íà ëèíåéíè çàäà÷è ïî ìåòîäà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè. Ðàçáèðà ñå, â ãîëÿìà
÷àñò îò ìîäåëèòå, ñðåùàíè â ïðàêòèêàòà, ñå íàëàãà îïðåäåëÿíåòî íà ïàðàìåòðè,
êîèòî ó÷àñòâàò íåëèíåéíî â ìîäåëà. Åòî çàùî ñåãà ùå êîìíåòèðàìå êàê ìîæåì
äà ïîäõîäèì â òîçè ñëó÷àé. Íåêà îáà÷å ïúðâî èëþñòðèðàìå êàçàíîòî äîòóê ñ
åäèí ïðèìåð.

Ïðèìåð 50. Äà ðàçãëåäàìå âúïðîñà çà îïðåäåëÿíåòî íà ïàðàìåòðèòå r, x0 è
K â ëîãèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ

f(t) =
x0

(1− x0/K)e−rt + x0/K

ïî äàäåíè ñëåäíèòå íàáëþäåíèÿ
t 0 1 2 3 4 5 6 7
f 0.04 0.35 1.05 1.9 1.98 1.97 1.99 1.999
Âåêòîðúò îò îñòàòúöèòå â òîçè ñëó÷àé å

r(p) = (f(0)− 0.04, f(1)− 0.35, f(2)− 1.05, . . . , f(7)− 1.999)T

è çàâèñè íåëèíåéíî îò ïàðàìåòðèòå p := (r, x0, K)T .
Äåôèíèðàìå ñëåäíàòà ôóíêöèÿ â Mathematica:

In[5]:= f@t_D =

x0

H1 - x0 � kL E-r t
+ x0 � k

;

resid@r_, x0_, k_D =

f@Range@0, 7, 1DD - 80.04, 0.35, 1.05, 1.9, 1.98, 1.97, 1.99, 1.999<

Out[6]= :-0.04 + x0, -0.35 +
x0

x0

k
+ ã-r I1 -

x0

k
M

, -1.05 +
x0

x0

k
+ ã-2 r I1 -

x0

k
M

,

-1.9 +
x0

x0

k
+ ã-3 r I1 -

x0

k
M

, -1.98 +
x0

x0

k
+ ã-4 r I1 -

x0

k
M

, -1.97 +
x0

x0

k
+ ã-5 r I1 -

x0

k
M

,

-1.99 +
x0

x0

k
+ ã-6 r I1 -

x0

k
M

, -1.999 +
x0

x0

k
+ ã-7 r I1 -

x0

k
M

>

Çàäà÷àòà íè å äà îïðåäåëèì p∗ = argminp‖r(p)‖2
2, êàòî ïî òîçè íà÷èí èñêàìå

ëîãèñòè÷íàòà êðèâà äà ìèíàâà âúçìîæíî íàé-áëèçî äî òî÷êèòå, èçîáðàçåíè ïî-
äîëó:

æ

æ

æ

æ

æ æ æ æ

1 2 3 4 5 6 7

0.5

1.0

1.5

2.0

Ðåøàâàéêè òàçè ìèíèìèçàöèîííà çàäà÷à (âúïðîñ, êîéòî ùå êîìåíòèðàìå â
ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè), ïîëó÷àâàìå äîáðî ñúîòâåòñòâèå ñ åêñïåðèìåíòàëíèòå
äàííè:
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æ

æ

æ

æ

æ æ æ æ

1 2 3 4 5 6 7

0.5

1.0

1.5

2.0

3.2 ×èñëåíè ìåòîäè çà íåëèíåéíè çàäà÷è çà íàé-

ìàëêè êâàäðàòè

Çàäà÷àòà (3.2) å ÷àñòåí ñëó÷àé íà íåëèíåéíà ìèíèìèçàöèîííà çàäà÷à. Çàòîâà
íèå êàòî íà÷àëî ùå ðàçãëåäàìå îáùàòà èäåÿ íà ìåòîäè çà ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå
íà ìèíèììèçàöèîííè çàäà÷è, êàòî íÿêîè îò òÿõ ùå ñà ïðèãîäåíè ñïåöèàëíî
çà çàäà÷è çà íàé-ìàëêè êâàäðàòè. Íåêà ðàçãëåäàìå îáùàòà ìèíèìèçàöèîííà
çàäà÷à

p∗ = argminpF (p), (3.3)

êúäåòî F : Rp → R å äàäåíà öåëåâà ôóíêöèÿ. Êàòî ïðàâèëî ÷èñëåíèòå ìåòîäè
çà ðåøàâàíå íà íåëèíåéíè çàäà÷è ñà èòåðàöèîííè. Â ñëó÷àÿ, çàïî÷âàéêè îò
äàäåíî íà÷àëíî ïðåäïîëîæåíèå p0, ïîñòðîÿâàìå ðåäèöàòà

p0,p1, . . .

êîÿòî èñêàìå äà áúäå ñõîäÿùà êúì (ëîêàëåí) ìèíèìóì p∗ íà F (p). Ïðè òîâà
íèå ùå ðàçãëåäàìå ìåòîäè íà ñïóñêàíå (àíãë. Descent Methods), ò.å. ùå èñêàìå

F (pk+1) < F (pk), k = 0, 1, 2, . . .

Íà ïðàêòèêà ïîñëåäâàùè ïðèáëèæåíèÿ ñå ïðàâÿò, äîêàòî íå áúäå èçïúëíåíî
åäíî îò ñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ:

• Íå áúäå ïðåìèíàò îòíàïðåä çàäàäåí ìàêñèìàëåí áðîé èòåðàöèè (ðàçõîäè-
ìîñò);

• Íå áúäå äîñòèãíàòî óñëîâèå çà ñõîäèìîñò � çà çàäà÷è çà íàé-ìàëêè êâàäðà-
òè ìîæå äà áúäå èçïîëçâàíî ‖r(pk)‖2 < tol, êúäåòî tol e îòíàïðåä çàäàäåí
òîëåðàíñ. Çà ïî-îáùè óñëîâèÿ çà ñõîäèìîñò âèæ ñòð. 11 îò [5].

N.B. 27

Íå ñúùåñòâóâà îáù ïîäõîä çà èçáîðà íà íà÷àëíî ïðåäïîëîæåíèå p0 è
òîçè âúïðîñ íå å íèêàê òðèâèàëåí. Çà âñÿêà çàäà÷à òðÿáâà äà ñå ìèñëè
êîíêðåòíî è èçáîðúò äà ñå íàïðàâè íà áàçàòà íà ðàçëè÷íè åâðèñòè÷íè
ñúîáðàæåíèÿ, à ÷åñòî â ðåàëíè çàäà÷è è íà ïðèíöèïà �ïðîáà�ãðåøêà� (çà
ïîñëåäíîòî ìîæå äà ñå èçïîëçâà è ïî-ñèñòåìàòè÷åí ïîäõîä).
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Çà ìíîãî äîáðî èíòóèòèâíî îáÿñíåíèå íà èäåÿòà íà òåçè àëãîðèò-
ìè, ïðî÷åòè Ïðèìåð 2.2 íà ñòð. 10 â [5]!

Îò öèòèðàíèÿ ïðèìåð å ÿñíî, ÷å íà âñÿêà èòåðàöèÿ (îò pk äà ïðåìèíåì êúì
pk+1), å íåîáõîäèìî äà íàïðàâèì äâå íåùà:

• Äà îïðåäåëèì ïîñîêà, â êîÿòî äà ñå äâèæèì;

• Äà îïðåäåëèì êîëêî äà ñå ïðèäâèæèì â òàçè ïîñîêà.

Ùå ðàçãëåäàìå äâà îñíîâíè ïîäõîäà çà ðåàëèçèðàíå íà òàçè èäåÿ � ëèíåéíî
òúðñåíå (àíãë. Line Search) è òúðñåíå â äîâåðèòåëíà îáëàñò (àíãë. Trust Region).

3.2.1 Ìåòîäè ñ ëèíåéíî òúðñåíå

Ïðè òàçè ñòðàòåãèÿ ïúðâî èçáèðàìå ïîñîêàòà h íà íàìàëÿâàíå, ñëåä êîåòî èç-
áèðàìå ñòúïêà α òàêà, ÷å F (pk + αh) < F (pk).

Íàé-ïðîñòèÿò íà÷èí çà èçáîðà íà α å äà âçåìåì íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî îò ðåäè-
öàòà 1, 1/2, 1/4, . . ., çà êîåòî F (pk+αh) < F (pk). Ñúùåñòâóâàò ïî-äîáðè ïîäõîäè
çà èçáîð íà ñòúïêàòà, âúðõó êîèòî íÿìà äà ñå ñïèðàìå. Ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ ìî-
æå äà áúäå íàìåðåíà íà ñòð. 15�16 â [5]. Òóê ñ èíôîðìàòèâíà öåë ùå ïðèâåäåì
ñàìî åäèí äðóã êðèòåðèé, êîéòî ÷åñòî ñå èçïîëçâà íà ïðàêòèêà, êàòî ùå ãî ôîð-
ìóëèðàìå êîíêðåòíî çà çàäà÷è çà íàé-ìàëêè êâàäðàòè � èçáèðàìå α äà áúäå
íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî îò ðåäèöàòà 1, 1/2, 1/4, . . ., çà êîåòî

‖r(pk)‖2
2 − ‖r(pk + αh)‖2

2 ≥
1

2
α‖J(pk)h‖2

2.

Ïîñëåäíîòî å èçâåñòíî â ëèòåðàòóðàòà êàòî óñëîâèå íà Armijo�Goldstein.
È òàêà, îñòàâà äà èçÿñíèì êàê äà èçáèðàìå ïîñîêàòà h. Ùå ðàçãëåäàìå òðè

âàðèàíòà, êîèòî âîäÿò äî òðè êëàñè÷åñêè ìåòîäà. Ïîñëåäíèÿò îò òÿõ (ìåòîäúò
íà Ãàóñ�Íþòîí) å êîíêðåòíî çà çàäà÷è çà íàé-ìàëêè êâàäðàòè è ñëåäâà äà ìó
áúäå îáúðíàòî ñïåöèàëíî âíèìàíèå. Íèå ùå ãè ðàçãëåäàìå ïîñëåäîâàòåëíî.

Ìåòîä íà íàé-áúðçîòî ñïóñêàíå

Ìåòîäúò íà íàé-áúðçîòî ñïóñêàíå (àíãë. Steepest Descent) å ñâúðçàí ñ íàé-
èíòóèòèâíèÿò èçáîð çà ïîñîêà:

hSD := −∇F (pk).

Âçåìàéêè ïðåäâèä òîâà, àëãîðèòúìúò äîáèâà ñëåäíèÿ âèä:

• Çàïî÷âàìå ñ íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå p0 è k = 0;

• Äîêàòî íå å èçïúëíåí stop-êðèòåðèé:

� Ïðåñìÿòàìå hSD = −∇F (pk);

� Èçáèðàìå α = 1, 1/2, 1/4, . . . òàêà, ÷å F (pk + αhSD) < F (pk);

� Íàìèðàìå pk+1 := pk + αhSD;

� Óâåëè÷àâàìå k:=k+1.
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Ìåòîä íà Íþòîí

Ìåòîäúò íà Íþòîí òúðñè ïîñîêàòà h íà k-òàòà èòåðàöèÿ, êàòî ñå îñíîâàâà íà
èäåÿòà, ÷å â ëîêàëåí ìèíèìóì p å èçïúëíåíî íåîáõîäèìîòî óñëîâèå

∇F (p) = 0.

Ïîñëåäíîòî å åäíà íåëèíåéíà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà, êúì êîÿòî ìîæåì äà ïîäõî-
äèì ñ ìåòîäà íà Íþòîí, êàòî ëèíåàðèçèðàìå ëÿâàòà ñòðàíà îêîëî òî÷êàòà pk.
Òàêà ïîëó÷àâàìå ëèíåàðèçèðàíàòà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà (ïðîâåðåòå!)

H(pk)h
N = −∇F (pk),

êúäåòî hN := p − pk å ïîñîêàòà, â êîÿòî òðÿáâà äà îáíîâèì pk, à H(pk) å
õåñèàíúò íà F , ò.å.

H =


∂2F

∂p2
1

· · · ∂2F

∂p1pp
...

. . .
...

∂2F

∂ppp1

· · · ∂2F

∂p2
p

 ,
ïðåñìåòíàò â òî÷êàòà pk.

Òîãàâà ìåòîäúò íà Íþòîí ñ ëèíåéíî òúðñåíå äîáèâà âèäà

• Çàïî÷âàìå ñ íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå p0 è k = 0;

• Äîêàòî íå å èçïúëíåí stop-êðèòåðèé:

� Ïðåñìÿòàìå hN êàòî ðåøåíèå íà ëèíåéíàòà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà

H(pk)h
N = −∇F (pk);

� Èçáèðàìå α = 1, 1/2, 1/4, . . . òàêà, ÷å F (pk + αhN) < F (pk);

� Íàìèðàìå pk+1 := pk + αhN ;

� Óâåëè÷àâàìå k:=k+1.

Ìåòîä íà Ãàóñ�Íþòîí

Ïðåäèøíèòå äâà ìåòîäà, êîèòî ðàçãëåäàõìå, ñà îáùè è íå èçïîëçâàò ñòðóêòóðà-
òà íà çàäà÷àòà çà íàé-ìàëêè êâàäðàòè, ðåøåíèåòî íà êîÿòî å îñíîâíà íàøà öåë
êúì òîçè ìîìåíò. Ìåòîäúò íà Ãàóñ�Íþòîí ÿ èçïîëçâà, êîåòî ãî ïðàâè îñîáåíî
ïîäõîäÿù çà ðåøàâàíåòî íà òàêèâà çàäà÷è (è å ñïåöèàëèçèðàí èìåííî çà òÿõ).
Ïðè íåãî èçáîðúò íà ïîñîêà ñå îñúùåñòâÿâà, êàòî ðàáîòèì äèðåêòíî ñúñ çàäà-
÷àòà (3.2) è íà k-òàòà èòåðàöèÿ ÿ ëèíåàðèçèðàìå îêîëî òî÷êàòà pk, ò.å. ðåøèì
çàäà÷àòà

hGN = argminh‖r(pk) + J(pk)h‖, (3.4)

êúäåòî h := p − pk. Ïîñëåäíàòà çàäà÷à å âñúùíîñò ëèíåéíàòà çàäà÷à çà íàé-
ìàëêè êâàäðàòè

J(pk)h
GN = −r(pk),

êîÿòî âå÷å çíàåì êàê äà ðåøèì. Ìåòîäúò íà Ãàóñ�Íþòîí èìà ñëåäíèÿ àëãîðè-
òúì:
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• Çàïî÷âàìå ñ íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå p0 è k = 0;

• Äîêàòî íå å èçïúëíåí stop-êðèòåðèé:

� Ïðåñìÿòàìå hGN êàòî ðåøåíèå íà ëèíåéíàòà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà

J(pk)h
GN = −r(pk);

� Èçáèðàìå α = 1, 1/2, 1/4, . . . òàêà, ÷å ‖r(pk + αhGN)‖2 < ‖r(pk)‖2;

� Íàìèðàìå pk+1 := pk + αhGN ;

� Óâåëè÷àâàìå k:=k+1.

3.2.2 Ñðàâíåíèå íà ìåòîäèòå ñ ëèíåéíî òúðñåíå

Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå íàïðàâèì ñðàâíåíèå íà ìåòîäèòå, ðàçãëåäàíè äî-
òóê, íà áàçàòà íà êîíêðåòåí ïðèìåð. Â ñúùîòî âðåìå è ùå èëþñòðèðàìå êàê
ìåòîäèòå ìîãàò äà ñå ïðèëîæàò çà ïàðàìåòðè÷íàòà èäåíòèôèêàöèÿ â ñëó÷àÿ,
êîãàòî ìîäåëúò å àíàëèòè÷íî çàäàäåíà ôóíêöèÿ. Ðåàëèçàöèÿòà íà òðèòå ìåòî-
äà å ïðèëîæåíà âúâ ôàéëà [TOIM2]Lecture2.nb Òóê ùå îáîáùèì ðåçóëòàòèòå
îò ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè.

Ïúðâèÿò îñíîâåí âúïðîñ å ñâúðçàí ñúñ ñõîäèìîñòòà íà ìåòîäèòå. Âúâåæäàìå
ñëåäíèòå ïîíÿòèÿ âúâ âðúçêà ñúñ ñêîðîñòòà íà ñõîäìîñò.

Äåôèíèöèÿ 22

Íåêà ek := pk − p∗. Êàçâàìå, ÷å äàäåí ìåòîä èìà ëèíåéíà ñõîäèìîñò,
àêî çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ‖ek‖ å â ñèëà

‖ek+1‖ ≤ C‖ek‖

çà íÿêîå 0 < C < 1. Êàçâàìå, ÷å ìåòîäúò èìà êâàäðàòè÷íà ñõîäèìîñò,
àêî çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ‖ek‖ å â ñèëà

‖ek+1‖ = O(‖ek‖2).

Êàçâàìå, ÷å ìåòîäúò èìà ñóïåðëèíåéíà ñõîäèìîñò, àêî

lim
k→∞

‖ek+1‖
‖ek‖

= 0.

Íåêà ïúðâî ñðàâíèì çà êîëêî èòåðàöèè ñõîæäàò ìåòîäèòå íà Gauss�Newton
è íà íàé-áúðçîòî ñïóñêàíå ñ íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå p0 = (1, 1, 1).

tol Gauss�Newton Steepest Descent
10−8 16 7675
10−5 12 2259
10−2 7 29
10−1 6 7

Âèæäàìå, ÷å çà ãîëåìè ñòîéíîñòè íà tol áðîÿò èòåðàöèè ïðè äâàòà ìåòîäà
å ñðàâíèì. Êîãàòî ‖r(p)‖ ñòàíå ìàëêî îáà÷å, ñõîäèìîñòòà íà Gauss�Newton å
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ìíîãî áúðçà, äîêàòî íàé-áúðçîòî ñïóñêàíå å ìíîãî áàâíî ñõîäÿù â áëèçîñò äî
ìèíèìóìà. Ïî ïðèíöèï è äâàòà ìåòîäà èìàò ëèíåéíà ñõîäèìîñò. Ìåòîäúò íà
Gauss�Newton îáà÷å èìà ñóïåðëèíåéíà (áëèçêà äî êâàäðàòè÷íà) ñõîäèìîñò â
áëèçîñò äî ìèíèìóìà. Ïî-òî÷íî ìåòîäúò å áúðçî ñõîäÿù, êîãàòî:

• îñòàòúêúò ‖r(p)‖2 å ìàëúê èëè

• r(p) å ñëàáî íåëèíåéíà, ò.å. ‖H(ri)‖2 å ìàëêî, êúäåòî H(ri) å õåñèàíúò íà
i-òàòà êîìïîíåíòà íà r.

Íà áàçà íà íàïðàâåíèòå äîòóê íàáëþäåíèÿ å åñòåñòâåíî, ÷å ÷åñòî ñå èçïîëç-
âàò õèáðèäíè ìåòîäè. Íàïðèìåð â íà÷àëîòî, êîãàòî ñìå äàëå÷ îò ìèíèìóìà,
ìîæå äà ñå èçïîëçâà ìåòîäúò íà íàé-áúðçîòî ñïóñêàíå, êîéòî å ïî-ðîáàñòåí è
ñëåä òîâà äà ñå ïðåâêëþ÷è íà ìåòîä, êîéòî å ïî-áúðçî ñõîäÿù â áëèçîñò äî
ðåøåíèåòî, íàïðèìåð Gauss�Newton.

Ìåòîäúò íà Íþòîí èìà êâàäðàòè÷íà ñõîäèìîñò â áëèçîñò äî ìèíèìóìà. Òîé
îáà÷å èìà äâà ñåðèîçíè íåäîñòàòúêà. Ïúðâî, ïðè íåãî å íåîáõîäèìî ïðåñìÿòà-
íåòî íà õåñèàíà, êîåòî ìîæå äà áúäå ìíîãî âðåìååìêà îïåðàöèÿ. Îñâåí òîâà,
àêî íà÷àëíîòî ïðèáëèæåíèå íå å äîñòàòú÷íî áëèçî äî ìèíèìóìà, ìåòîäúò ìî-
æå äà ïîñòðîè ðåäèöà îò ïîñëåäâàùè ïðèáëèæåíèÿ, êîèòî ñå îòäàëå÷àâàò îò
íåãî. Òîâà, ðàçáèðà ñå, å â ñèëà è çà îñòàíàëèòå ìåòîäè, íî çà êîíêðåòíèÿ ïðè-
ìåð, êîéòî ðàçãëåæäàìå, ìåòîäúò íà Íþòîí íå ñõîæäà çà íà÷àëíî ïðèáëèæå-
íèå p0 = (1, 1, 1). Àêî èçáåðåì ïî-äîáðî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå îáà÷å (íàïðèìåð
ïîëó÷åíî ñ íÿêîëêî èòåðàöèè ïî ìåòîäà íà íàé-áúðçîòî ñïóñêàíå), ìåòîäúò å
ïî-áúðçî ñõîäÿù è îò òîçè íà Gauss�Newton, è îò òîçè íà íàé-áúðçîòî ñïóñêàíå.

3.2.3 Ìåòîäè ñ òúðñåíå â äîâåðèòåëíà îáëàñò

Ìåòîäúò íà Gauss�Newton ÷åñòî äàâà ìíîãî äîáðè ðåçóëòàòè íà ïðàêòèêà çà
ðåøàâàíåòî íà íåëèíåéíè çàäà÷è çà ÍÌÊ. Êîãàòî îáà÷å íà íÿêîÿ èòåðàöèÿ J
íÿìà ïúëåí ðàíã ïî ñòúëáîâå èëè ñòúëáîâåòå ñà ïî÷òè ëèíåéíî-çàâèñèìè, òî
ìåòîäúò ìîæå äà èìà ïðîáëåìè äà ïðîäúëæè. Â òîçè ñëó÷àé äîáúð ðåçóëòàò
äàâàò ìåòîäèòå, îñíîâàâàùè ñå íà òúðñåíå â äîâåðèòåëíà îáëàñò.

Çà îáùàòà èäåÿ íà òåçè ìåòîäè ïðî÷åòè ïàðàãðàô 2.4. â [13] äî
ôîðìóëè (2.20) âêëþ÷èòåëíî.

Íèå ùå ðàçãëåäàìå êîíêðåòíî ìåòîäa íà Levenberg�Marquardt, êîéòî å ñïå-
öèàëèçèðàí çà çàäà÷è çà ÍÌÊ. Ïðè íåãî ìîäèôèöèðàìå çàäà÷àòà (3.4), ñúãëàñ-
íî èäåÿòà íà ìåòîäèòå çà òúðñåíå â äîâåðèòåëíà îáëàñò, è íà k-òàòà èòåðàöèÿ
ðåøàâàìå çàäà÷àòà

hLM = argminh
(
‖r(pk) + J(pk)h‖2

2 + µ‖h‖2
2

)
= argminh

∥∥∥∥[ r(p)
0

]
+

[
J(p)√
µI

]
h

∥∥∥∥2

2

.

Òîãàâà, íà k-òàòà èòåðàöèÿ, àêî èçïîëçâàìå íàïðèìåð íîðìàëíèòå óðàâíåíèÿ,
ùå òðÿáâà äà ðåøèì ñèñòåìàòà

(JTJ + µI)hGN = −JT r.

Ìåòîäúò íà Levenberg�Marquardt ðåøàâà ïðîáëåìèòå, êîèòî êîìåíòèðàõ-
ìå ïðè Gauss�Newton, òúé êàòî ìàòðèöàòà JTJ + µI èìà âèíàãè ïúëåí ðàíã
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è å ïîëîæèòåëíî-îïðåäåëåíà. Íåùî ïîâå÷å, ïðè ìàëêè ñòîéíîñòè íà µ, hLM å
ïî÷òè ñúùàòà êàòî hGN , êîåòî ãàðàíòèðà áúðçà ñõîäèìîñò â áëèçîñò äî ìèíè-
ìóìà. Ïðè ãîëåìè ñòîéíîñòè íà µ, ìåòîäúò íà ïðàêòèêà ïðàâè ìàëêà ñòúïêà
â ïîñîêàòà hSD. Ñ äðóãè äóìè, ìåòîäúò íà Levenberg�Marquardt àâòîìàòè÷íî
êîìáèíèðà èäåÿòà, êîÿòî êîìåíòèðàõìå â êðàÿ íà ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô.

Ùå èëþñòðèðàìå ìåòîäà, êàòî ãî ïðèëîæèì çà îïðåäåëÿíå íà ïàðàìåòðèòå
â ëîãèñòè÷íàòà êðèâà � ïðèìåðúò, êîéòî èçïîëçâàìå äî ìîìåíòà (âæ. ôàéëà
[TOIM2]Lec3.nb).

3.3 Ïàðàìåòðè÷íà èäåíòèôèêàöèÿ â ìîäåëè, îïèñ-

âàíè ñ äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

ùå èçëîæèì èäåÿòà âúðõó ïðîñò ïðèìåð. Äðóãè ïðèìåðè ùå áúäàò ðàçãëåäàíè
íà ïðàêòèêóìà.

Ðàçãëåæäàìå ëîãèñòè÷íîòî óðàâíåíèå (÷èåòî ðåøåíèå âñúùíîñò å ëîãèñòè÷-
íàòà ôóíêöèÿ, êîÿòî âçåõìå çà ïðèìåð â ïðåäõîäåí ïàðàãðàô):

dx

dt
= rx(1− x/K),

x(0) = x0.

Äà âèäèì êàê ìîæåì äà îöåíèì ïàðàìåòðèòå, êàòî èçïîëçâàìå ñúùèòå äàííè
êàòî ïðåäè, íî òîçè ïúò íÿìà äà èçïîëçâàìå åêñïëèöèòíèÿ âèä íà x(t). Òîâà ùå
áúäå íåîáõîäèìî â ïîâå÷åòî çàäà÷è çà ïàðàìåòðè÷íà èäåíòèôèêàöèÿ â ìîäåëè,
îïèñâàíè ñ ÄÓ, òúé êàòî àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ ñúùåñòâóâàò ðÿäêî.

Èäåÿòà îñòàâà íåïðîìåíåíà. Òîçè ïúò îáà÷å òðÿáâà äà äåôèíèðàìå r(p) ìàë-
êî ïî-àáñòðàêòíî. Òîâà ìîæå äà ñòàíå, êàòî èìïëåìåíòèðàìå àëãîðèòúì, êîéòî
ïðèåìà ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå p, ðåøàâà ÎÄÓ è òîãàâà ïðåñìÿòà r(p):

In[1]:= resid@r_, x0_, k_D := H
xRes@t_D =

x@tD �. NDSolve@8x’@tD == r x@tD H1 - x@tD � kL, x@0D � x0<, x, 8t, 0, 10<D@@1DD;

xRes@Range@0, 7, 1DD - 80.04, 0.35, 1.05, 1.9, 1.98, 1.97, 1.99, 1.999<
L

Â ïîñëåäíîòî èçïîëçâàõìå âãðàäåíàòà â Mathematica ôóíêöèÿ NDSolve, íî
áèõìå ìîãëè ëåñíî äà èçïîëçâàìå è íÿêîé îò èçâåñòíèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà
ÎÄÓ, íàïð. Runge�Kutta, Adams�Bashforth, è ò.í. è ñëåä òîâà äà èíòåðïîëèðàìå
â òî÷êèòå, çà êîèòî èìàìå èçâåñòíè äàííè.

Ñåãà, òúé êàòî èìàìå ôóíêöèÿ, êîÿòî ïðåñìÿòà âåêòîðà îò îñòàòúöèòå ìî-
æåì äà ïðåñìåòíåì ìàòðèöàòà íà ßêîáè çà äàäåíè ñòîéíîñòè íà p ÷ðåç ÷èñëåíî
äèôåðåíöèðàíå:
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In[11]:= J@r_, x0_, k_D :=

Ε = 0.0001;

TableB:
resid@r + Ε, x0, kD@@iDD - resid@r - Ε, x0, kD@@iDD

2 Ε

,

resid@r, x0 + Ε, kD@@iDD - resid@r, x0 - Ε, kD@@iDD
2 Ε

,

resid@r, x0, k + ΕD@@iDD - resid@r, x0, k - ΕD@@iDD
2 Ε

>, 8i, 1, 8<F

Ñàìèÿò ìåòîä íà Ãàóñ-Íþòîí îñòàâà íåïðîìåíåí:
In[18]:= pOld = 810, 10, 10<;

pNew = 80.5, 0.5, 0.5<;

tol = 0.001;

While@Norm@pOld - pNewD > tol,

pOld = pNew;

Dp = LeastSquares@J@pOld@@1DD, pOld@@2DD, pOld@@3DDD,

-resid@pOld@@1DD, pOld@@2DD, pOld@@3DDDD;

Α = 1;

pNew = pOld + Α Dp;

While@Norm@resid@pNew@@1DD, pNew@@2DD, pNew@@3DDD, 2D >

Norm@resid@pOld@@1DD, pOld@@2DD, pOld@@3DDD, 2D,

Α �= 2;

pNew = pOld + Α Dp

D
D
pNew

Out[22]= 82.01064, 0.0437801, 2.00656<
Ïîëó÷èõìå ñúùèÿ ðåçóëòàò êàòî ïðåäè.
Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å ïðåäñòàâåíàòà èäåÿ ìîæå òðèâèàëíî äà ñå îáîáùè

çà ×ÄÓ è äð., òúé êàòî åäèíñòâåíî å íåîáõîäèìî äà èìïëåìåíòèðàìå ôóíêöèÿ,
êîÿòî ïðåñìÿòà r(p), à J(p) ìîæå äà áúäå àïðîêñèìèðàíà, êàòî ñå èçïîëçâà
èìïëåìåíòèðàíàòà ôóíêöèÿ.

3.4 Äîïúëíèòåëíè ðåøåíè ïðèìåðè (Ïðàêòèêóì)
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Ãëàâà 4

Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè, îïèñâàíè

ñúñ ñèñòåìè ÎÄÓ

4.1 Çàäà÷àòà íà Êîøè çà ÎÄÓ êàòî ìàòåìàòè-

÷åñêè ìîäåë

Íàé-îáùî ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè çà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä

du

dt
= f(t,u(t)), t ∈ (t0,+∞),

u(t0) = u0,
(4.1)

êúäåòî u : R→ Rn å òúðñåíàòà ôóíêöèÿ (çàâèñèìà ïðîìåíëèâà), à f : R×Rn →
Rn. Ðàçáèðà ñå, ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå è äðóãè çàäà÷è, íàïðèìåð çàêîíúò íà
Íþòîí

d2x

dt2
=
F (t)

m
,

êîåòî å óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä. Ïîñëåäíîòî îáà÷å ìîæå äà ñå ïðèâåäå âúâ âèäà
(4.1) ÷ðåç ïîëàãàíå:

dx

dt
= v,

dv

dt
=
F (t)

m
.

Åñòåñòâåíî å äà ðàçãëåæäàìå ÎÄÓ êàòî ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íà ðåàëíè
ïðîöåñè â ñëåäíèòå ñëó÷àè:

• Ïðîöåñè, çàâèñåùè ñàìî îò âðåìåòî (êîãàòî ðàçãëåæäàíàòà âåëè÷èíà å
ðàçïðåäåëåíà õîìîãåííî â ïðîñòðàíñòâîòî, ïðè íàëè÷èå íà ðàäèàëíà ñè-
ìåòðèÿ è äð.);

• 1D ñòàöèîíàðíè ïðîöåñè è äð.

Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà, êîèòî ùå íè äàäàò îáùà ïðåäñòàâà çà òåçè
ñëó÷àè.

Ïðèìåð 51. Ïðèëàãàíå íà çàêîí çà çàïàçâàíå çà õîìîãåííè ïðîöåñè.

111
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• Ðåàêöèîííè ñõåìè

Èçïîëçâàéêè çàêîíà çà çàïàçâàíå íà ìàñàòà ìîæåì äà ìîäåëèðàìå êîí-
öåíòðàöèèòå íà òðè âåùåñòâà, ñâúðçàíè îò ñëåäíàòà ðåàêöèîííà ñõåìà:

A+B →κ C,

ñúñ ñèñòåìàòà ÎÄÓ

dA

dt
= −κAB,

dB

dt
= −κAB, dC

dt
= κAB.

Ðåàêöèîííàòà ñõåìà
A+B �κ1

κ2
C

ñå îïèñâà ñúîòâåòíî îò ñèñòåìàòà ÎÄÓ

dA

dt
= −κ1AB + κ2C,

dB

dt
= −κ1AB + κ2C,

dC

dt
= κAB − κ2C.

• Âõîä/èçõîä

Íåêà ðàçãëåæäàìå ðåàêòîð (ðåçåðâîàð/åçåðî è ò.í.) ñ îáåì V l è íåêà âëè-
âàìå òå÷íîñò ñúñ ñêîðîñò Din l/min, â êîÿòî èìà âåùåñòâî ñ êîíöåíòðàöèÿ
cin mg/l. Îò ðåàêòîðà èìà èçõîä ñúñ ñêîðîñò Dout l/min.

Òîãàâà çàêîíúò çà çàïàâàíå íà ìàñàòà äàâà ñëåäíàòà âðúçêà:

d(V c)

dt
= Dincin −Doutc.

Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå îáåçðàçìåðè è äà ñå çàïèøå êàòî óðàâ-
íåíèå íà c(t).

• Çàäà÷è îò ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà

� Íåêà ïðèåìåì, ÷å ðåàêòîðúò îò ïîñëåäíèÿ ïðèìåð å áèîðåàêòîð, â
êîéòî ñå îòãëåæäàò ìèêðîîðãàíèçìè ñ êîíöåíòðàöèÿ â ìîìåíòà îò
âðåìå t, îçíà÷åíà ñ x(t). Íåêà âëèâàíîòî âåùåñòâî å ñóáñòðàòúò ñ
êîíöåíòðàöèÿ s(t), ñ êîéòî ñå õðàíÿò îðãàíèçìèòå. Òîãàâà ìîæåì äà
çàïèøåì ñëåäíàòà ñèñòåìà ÎÄÓ, ìîäåëèðàùà ðàñòåæà íà ìèêðîîð-
ãàíèçìèòå:

ds

dt
= (sin − s)D − F (s)x,

dx

dt
= χF (s)x−Dx.

(4.2)

Â ïîñëåäíàòà ñèñòåìà D := Din/V = Dout/V å ñêîðîñòòà íà âëèâàíå
è èçëèâàíå îò áèîðåàêòîðà. Ôóíêöèÿòà F (s) îïèñâà êîíñóìàöèÿòà íà
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ñóáñòðàò çà åäèíèöà îò ìèêðîîðãàíèçìèòå, ÷èéòî ðàñòåæ ñå ïðèåìà
äà áúäå ïðîïîðöèîíàëåí íà êîíñóìàöèÿòà. Â ëèòåðàòóðàòà ñúùåñòâó-
âàò íàä 30 âèäà, çà ôóíêöèÿòà F (s), âúâåäåíè íà áàçàòà íà åêñïåðè-
ìåíòàëíè ñâåäåíèÿ, êîèòî îïèñâàò ðàçëè÷íè ñèòóàöèè. Ùå ïðèâåäåì
äâå êëàñè÷åñêè:

∗ Ôóíêöèÿ íà Ìîíî (Monod):

F (s) =
as

b+ s
,

êúäåòî a è b ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè. Ôóíêöèÿòà íà Monod
îòðàçÿâà èäåÿòà, ÷å îðãàíèçìèòå íå ìîãàò äà êîíñóìèðàò ñóá-
ñòðàòà áåçêðàéíî áúðçî è çà äîñòàòú÷íî âèñîêè êîíöåíòðàöèè
s íå áè òðÿáâàëî äà èìà ñúùåñòâåíà ðàçëèêà â êîíñóìàöèÿòà.
Ïîâåäåíèåòî íà ôóíêöèÿòà íà Monod å èëþñòðèðàíî ïî-äîëó çà
a = b = 1:

5 10 15 20

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

∗ Ôóíêöèÿ íà Haldane:

F (s) =
as

b+ s+ cs2
,

êúäåòî a, b è c ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè. Òàçè ôóíêöèÿ ñå èç-
ïîëçâà â ñëó÷àèòå, êîãàòî íàëè÷èåòî íà âèñîêè êîíöåíòðàöèè íà
ñóáñòðàò èìàò èíõèáèðàùî äåéñòâèå âúðõó îðãàíèçìèòå. Ïðè-
ìåðíà ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà íà Haldane å ïðèâåäåíà ïî-äîëó çà
a = b = c = 1:
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5 10 15 20

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

� Êëàñè÷åñêèÿò ìîäåë, îïèñâàù âçàèìîäåéñòâèåòî íà äâå ïîïóëàöèè
(íåêà ñè ìèñëèì, õèùíèê è æåðòâà) å ìîäåëúò íà Lotka�Volterra. Àêî
ñ N(t) è P (t) îçíà÷èì ÷èñëåíîñòèòå (ïëúòíîñòèòå, êîíöåíòðàöèèòå)
íà æåðòâàòà è õèùíèêà â ìîìåíòà îò âðåìå t, ìîäåëúò èìà âèäà:

dN

dt
= aN − bNP,

dP

dt
= χbNP − dP.

Òîé ñå îñíîâàâà íà ñëåäíèòå ÷åòèðè ïðåäïîëîæåíèÿ. Â îòñúñòâèåòî
íà õèùíèöè ðàñòåæà íà æåðòâàòà ñå ïðèåìà äà áúäå åêñïîíåíöèà-
ëåí. Êîíñóìàöèÿòà íà æåðòâè íà åäèíèöà õèùíèê å ïðîïîðöèîíàëíà
íà áðîÿ íà æåðòâèòå. Ðàñòåæúò íà õèùíèêà å ïðîïîðöèîíàëåí íà
êîíñóìàöèÿòà. Ñìúðòíîñòòà íà åäèíèöà õèùíèê å êîíñòàíòà.

Åäíà ìîäèôèêàöèÿ, ïðåäëîæåíà îò Rosenzweig è MacArthur äàâà îñ-
íîâíèÿ âèä íà ìîäåëèòå îò òîçè òèï, êîéòî ñå èçñëåäâà â ëèòåðàòó-
ðàòà:

dN

dt
= aN

(
1− N

K

)
− F (N)P,

dP

dt
= χF (N)P − dP.

(4.3)

Òÿ ñå îñíîâàâà íà ïðåäïîëîæåíèå çà ëîãèñòè÷åí ðàñòåæ íà æåðòâàòà
â îòñúñòâèåòî íà õèùíèöè è âúâåæäàíåòî íà ôóíêöèÿ F (N), êîÿòî
îïèñâà êîíñóìàöèÿòà. Â êëàñè÷åñêèÿ ìîäåë íà Rosenzweig�Macarthur
ñå èçáèðà ôóíêöèÿòà íà Monod (òóê òÿ ñå íàðè÷à ôóíêöèÿ íà Holling
îò òèï II).

Ïðèìåð 52. Çàêîíè íà ôèçèêàòà:

• Çàêîíúò íà Íþòîí
d2x

dt2
=
F (t)

m
îïðåäåëÿ äâèæåíèåòî íà ìàòåðèàëíà ÷àñòèöà ñ ìàñà m â ïðîñòðàíñòâîòî
ïîä äåéñòâèåòî íà ñèëà F (t). Â çàâèñèìîñò îò
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� Ïîçèöèÿòà íà ìàñàòà â ñèñòåìà îò ïðóæèíà-ìàñà, êàòî ïðåíåáðåãâàìå
ñúïðîòèâëåíèåòî íà âúçäóõà, å

d2x

dt2
= g − kx

m
.

� Òî÷êà ñå äâèæè â ñèëîâî ïîëå F(x, y) = xi+ yj. Òîãàâà íåéíàòà òðà-
åêòîðèÿ ñå îïèñâà îò óðàâíåíèåòî

d2

dt2

[
x
y

]
=

1

m

[
x
y

]
.

� Çàêîíúò íà Íþòîí ïîçâîëÿâà îïèñâàíåòî è íà ñèñòåìè îò ìíîãî ÷àñ-
òèöè. Òàêèâà ìîäåëè ðàçãëåæäà íàïðèìåð ìîëåêóëÿðíàòà äèíàìèêà.

Âæ. çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ https://en.wikipedia.org/wiki/Molecular_
dynamics

• Åëåêòðè÷åñòâî Îñíîâíèòå âåëè÷èíè ñå äåôèíèðàò ïîñðåäñòâîì ïðîèçâîä-
íè. Íàïðèìåð òîêúò ñå äåôèíèðà êàòî çàðÿäa Q, ïðåìèíàâàù ïðåç äàäåíî
íàïðå÷íî ñå÷åíèå çà åäèíèöà âðåìå:

I :=
dQ

dt
.

Ñ äðóãè äóìè å åñòåñòâåíî ìîäåëèòå íà åëåêòðè÷íè ÿâëåíèÿ äà ñà äèôå-
ðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

• Òîïëîïðîâîäíîñò

Êëàñè÷åñêè çàêîíè, îïèñâàíè òîïëîîáìåí ìåæäó òÿëî ñ òåìïåðàòóðà T (t)
è îêîëíàòà ñðåäà, êîÿòî èìà òåìïåðàòóðà Tout, ñà ñëåäíèòå:

� Çàêîí íà Íþòîí
dT

dt
= k(T − Tout);

� Çàêîí íà Ñòåôàí�Áîëöìàí, êîéòî îïèñâà òîïëîïðåíîñ âñëåäñòâèå íà
ðàäèàöèÿ:

dT

dt
= k(T 4 − T 4

out).
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Ïðèìåð 53. Îïèñâàíå íà ôîðìàòà íà äúëúã è òúíúê îáåêò (â ñòàöèîíàðíî
ñúñòîÿíèå).

• Ôîðìàòà íà îñåâî-ñèìåòðè÷íà êàïêà â ñòàöèîíàðíî ñúñòîÿíèå ñå îïèñâà
êàòî ïàðàìåòðè÷íà êðèâà (r(s), z(s)), êúäåòî s å åñòåñòâåíèÿò ïàðàìåòúð
íà êðèâàòà � äúëæèíàòà ïî êðèâàòà, èçìåðåíà îò âúðõà íà êàïêàòà:

Âúâåæäàéêè úãúëà θ, êîéòî äîïèðàòåëíàòà â ñúîòâåòíàòà òî÷êà ñêëþ÷âà
ñ ïîëîæèòåëíàòà ïîñîêà íà àáñöèñíàòà îñ, ôîðìóëèðàìå ñèñòåìàòà

dr

ds
= cos θ,

dz

ds
= sin θ,

dθ

ds
= 2b+ cz − sin θ

r
,

êúäåòî b å ðàäèóñúò íà êðèâèíà âúâ âúðõà íà êàïêàòà, à c å ôèçè÷åí ïà-
ðàìåòúð, ñâúðçàí ñ ïîâúðõíîñòíîòî íàïðåæåíèå. Ïúðâèòå äâå óðàâíåíèÿ
îòðàçÿâàò èçöÿëî ãåîìåòðè÷íè ñúîáðàæåíèÿ. Àêî ãè ðàçäåëèì ïî÷ëåííî,
ùå ïîëó÷èì dz/dr = tan θ. Òðåòîòî óðàâíåíèå ñå áàçèðà íà ôèçè÷íè çà-
êîíè. Èäåÿòà ìó å, ÷å, çà äà áúäå êàïêàòà â ñïîêîéíî ñúñòîÿíèå, òðÿáâà
ðåçóëòàíòíàòà ñèëà âúâ âñÿêà òî÷êà äà å 0.

Ôîðìàòà y(x) íà ñàòåëèòíà àíòåíà, ÷èÿòî öåë å äà ñúáèðà âñè÷êè ëú÷è, óñïî-
ðåäíè íà àáñöèñàòà, â íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà, ñå îïðåäåëÿ îò

dy

dx
=
−x+

√
x2 + y2

y
.

Ïîñëåäíîòî ìîæå äà ñå èçâåäå íà áàçàòà íà ãåîìåòðè÷íè ñúáîðàæåíèÿ, êàòî ñå
èçïîëçâà ñëåäíàòà ôèãóðà è ôàêòúò, ÷å ϕ = 2θ (Ïðîâåðåòå!)
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Ïðèìåð 54. Ñòàöèîíàðíî ñúñòîÿíèå íà 1D ïðîöåñ. Äà ðàçãëåäàìå ëèíåéíîòî
åäíîìåðíî óðàâíåíèå íà äèôóçèÿòà

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= f.

Ñòàöèîíàðíèòå ìó ðåøåíèÿ òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâàò

−u′′ = f.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å òóê ìîäåëúò å ãðàíè÷íà çàäà÷à çà ÎÄÓ îò âòîðè
ðåä.

N.B. 28

ÎÄÓ ñå ïîëó÷àâàò ïðè ïðèëàãàíåòî íà ôèçè÷íè çàêîíè (â ò.÷. çàêîíè çà
çàïàçâàíå, çàêîí íà Íþòîí, çàêîíè â åëåêòðè÷åñòâîòî è ò.í.), íà áàçàòà
íà åâðèñòè÷íè è åìïèðè÷íè ñúîáðàæåíèÿ (ëîãèñòè÷åí ìîäåë, ìîäåëè â
ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà è äð.), îò ãåîìåòðè÷íè çàäà÷è è ò.í.
Ìíîãî ÷åñòî ÎÄÓ äàâàò ïúðâî ïðèáëèæåíèå íà ðàçãëåæäàíèÿ ïðîöåñ,
ïðè ïðåíåáðåãâàíå íà åäíî èëè ïîâå÷å ïðîñòðàíñòâåíè èçìåðåíèÿ. Â ïî-
ñëîæíèòå ìîäåëè, îïèñâàíè ñ ×ÄÓ, äåñíèòå ñòðàíè â ñúîòâåòíèòå ÎÄÓ
(ïîëó÷åíè ïðè ïðåäïîëîæåíèåòî çà õîìîãåííîñò íà ñðåäàòà), ìîãàò äà
ó÷àñòâàò êàòî íÿêàêâè ÷ëåíîâå, íàïðèìåð êàòî ðåàêöèîííè ÷ëåíîâå â
óðàâíåíèÿ îò òèï ðåàêöèÿ-äèôóçèÿ. Èçñëåäâàíåòî íà ïîâåäåíèåòî íà ðå-
øåíèÿòà íà ñúîòâåòíèòå ÎÄÓ â òîçè ñëó÷àé ñúùî å îò ñúùåñòâåíà âàæ-
íîñò, çàùîòî ïîçâîëÿâà äà ñå íàïðàâÿò çàêëþ÷åíèÿ çà ïîâåäåíèåòî íà
ðåøåíèÿòà íà ×ÄÓ è/èëè äà ñå äîáèå èíòóèöèÿ çà ëîêàëíîòî ïîâåäåíèå
íà ïðîöåñà (â íÿêàêúâ ñìèñúë, â åäíà êîíêðåòíà òî÷êà îò íåïðåêúñíàòàòà
ñðåäà).

4.2 Àâòîíîìíè ñèñòåìè. Ðàâíîâåñíè òî÷êè è óñ-

òîé÷èâîñò. Âåêòîðíè ïîëåòà è ôàçîâè ïîðò-

ðåòè. Ëèíåéíè àâòîíîìíè ñèñòåìè.

Êàêòî ìîæåì äà çàáåëåæèì â ïðåäõîäíàòà ñåêöèÿ, äåñíèòå ñòðàíè â ìíîãî îò
ìîäåëèòå çàâèñÿò ñàìî îò òúðñåíèòå ôóíêöèè, íî íå è îò åêñïëèöèòíî îò íåçà-
âèñèìèòå ïðîìåíëèâè.Òîâà å åñòåñòâåíî, òúé êàòî â ìíîãî ñëó÷àè íàñòîÿùîòî
ñúñòîÿíèå íà ôèçè÷åñêàòà ñèñòåìà îïðåäåëÿ áúäåùîòî �è ðàçâèòèå.
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Ñèñòåìè îò âèäà

du

dt
= f(u), u ∈ Rn, f : Rn → Rn (4.4)

ò.å. ïðè êîèòî â äÿñíàòà ñòðàíà íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâa t íå ó÷àñòâà åêñï-
ëèöèòíî, ñå íàðè÷àò àâòîíîìíè ñèñòåìè. Íèå ùå çàïî÷íåì èçó÷àâàíåòî íà
ÎÄÓ îòòóê.

Äåôèíèöèÿ 23

Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñòîéíîñòè, êîèòî u ìîæå äà ïðèåìà ñå íàðè÷à
ôàçîâî ïðîñòðàíñòâî.
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Ïðîåêöèÿòà íà äàäåíî ðåøåíèå âúðõó ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî ñå íàðè-
÷à òðàåêòîðèÿ. Ñ äðóãè äóìè, òðàåêòîðèèòå ñà êðèâèòå âúâ ôàçîâîòî
ïðîñòðàíñòâî, ïàðàìåòðèçèðàíè ïî îòíîøåíèå íà t è ñúîòâåòñòâàùè íà
ðåøåíèÿòà u(t) íà (4.4).

Ìîæåì äà îòáåëåæèì ñúùî, ÷å âñÿêà íåàâòîíîìíà ñèñòåìà

du

dt
= f(t, u), t > t0,

u(t0) = u0.

ìîæå äà áúäå çàïèñàíà êàòî àâòîíîìíà:

du

ds
= f(t,u), s > 0

dt

ds
= 1,

u(0) = u0, t(0) = t0.

N.B. 29

Ñúùåñòâóâàò äâà îñíîâíè ïîäõîäà ïðè èçñëåäâàíåòî íà äàäåí ìàòåìàòè-
÷åñêè ìîäåë � äà ãî ðåøèì ÷èñëåíî (çà êîíêðåòíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåò-
ðèòå â ìîäåëà) èëè äà èçó÷èì ïî-îáùî ñâîéñòâàòà íà ðåøåíèÿòà.
Ïúðâèÿò ïîäõîä å îñíîâíà òåìà â ìàãèñòúðñêàòà ïðîãðàìà. Íèå ñåãà ùå
ñå çàíèìàåì ñ âòîðèÿ. Êîãàòî ãîâîðèì çà êà÷åñòâåíî èçñëåäâàíå íà
äàäåíà äèíàìè÷íà ñèñòåìà, íèå îáèêíîâåíî èìàìå ïðåäâèä äà îïðåäåëèì
àñèìïòîòèêàòà íà ðåøåíèÿòà ò.å. íà êàêâî �ïðèëè÷àò� òå â äàäåí èí-
òåðâàë îò âðåìå (÷åñòî ïðè t→∞). Òîâà íè äàâà èíôîðìàöèÿ êàêâî ùå
ñå ñëó÷è ñ ìîäåëèðàíàòà ñèñòåìà êàòî ðåçóëòàò (ñëåä äîñòàòú÷íî äúëúã
ïåðèîä îò âðåìå).

Ïðèìåð 55. Äà ðàçãëåäàìå çà ïðèìåð ëîãèñòè÷íîòî óðàâíåíèå

du

dt
= ru(1− u/K), (4.5)

÷èèòî ðåøåíèÿ çà ðàçëè÷íè íà÷àëíè óñëîâèÿ ñà âèçóàëèçèðàíè íà ñëåäíàòà
ôèãóðà:
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0.5 1.0 1.5 2.0
t

0.5

1.0

1.5

2.0

N

Àñèìïòîòèêàòà íà âñè÷êè ðåøåíèÿ ñ ïîëîæèòåëíè íà÷àëíè óñëîâèÿ å, ÷å òå
êëîíÿò êúì 1. Ñ äðóãè äóìè, ñëåä äîñòàòú÷íî äúëãî âðåìå, ïîïóëàöèÿòà ùå
äîñòèãíå ìàêñèìàëíàòà ñè ÷èñëåíîñò.
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Íàé-ïðîñòèòå ðåøåíèÿ íà (4.4) ñà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè, ò.å. òî÷êè E ∈
Rn, çà êîèòî f(E) = 0.

Ïðèìåð 56. Óðàâíåíèåòî (4.5) èìà äâå ðàâíîâåñíè òî÷êè u = 0 è u = 1. Âúâ
ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî (â ñëó÷àÿ ïîëîæèòåëíàòà ïîëóîñ) òå èçãëåæäàò òàêà:

0 1 N

Òå ñúîòâåòñòâàò íà êîíñòàíòíè ðåøåíèÿ:
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N(t)=0 t

N

N(t)=1

t

N

Èçâåñòíî å, ÷å (â íÿêàêúâ ñìèñúë) �èíòåðåñíîòî� äèíàìè÷íî ïîâåäåíèå íà
äàäåíà àâòîíîìíà ñèñòåìà ñå ñëó÷âà â îêîëíîñò íà ðàâíîâåñíè òî÷êè, êàêòî ùå
âèäèì íà áàçàòà íà íÿêîè ïðèìåðè â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè.

Äðóã âàæåí ïðèìåð çà ïðîñòè ðåøåíèÿ ñà ïåðèîäè÷íèòå ðåøåíèÿ. Íà òÿõ
ñúîòâåòñòâàò ïåðèîäè÷íè òðàåêòîðèè âúâ ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî.
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Òðàåêòîðèÿòà γ(t) ñå íàðè÷à ïåðèîäè÷íà òðàåêòîðèÿ èëè ïåðèîäè÷-
íà îðáèòà, àêî γ(t+ T ) = γ(t) çà âñÿêî t > 0 è ôèêñèðàíî T .

Ïðèìåð 57. Äà ðàçãëåäàìå ìîäåë íà Lotka�Volterra

dN

dt
= 10N(1−N)−NP,

dP

dt
= NP − P.

Ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî â ñëó÷àÿ å R2, ïî-òî÷íî ïîëîæèòåëíèÿò êâàäðàíò, òúé
êàòî N è P îçíà÷àâàò ÷èñëåíîñòè íà ïîïóëàöèè îò îðãàíèçìè.

Åäíà ïðèìåðíà òðàåêòîðèÿ å âèçóàëèçèðàíà ïî-äîëó:
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Ðåøåíèåòî u = u(t) íà çàäà÷àòà íà Êîøè ñå íàðè÷à óñòîé÷èâî ïî Ëÿ-
ïóíîâ, àêî ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0 òàêîâà, ÷å îò |ũ0 − u0| < δ ñëåäâà
|ũ(x)− u(x)| < ε, êúäåòî ũ(x) å ðåøåíèåòî ñ íà÷àëíî óñëîâèå ũ0.

Êàçàíî ñ äðóãè äóìè, ìàëêè ïðîìåíè â íà÷àëíîòî óñëîâèå íå òðÿáâà äà
âîäÿò äî ãîëåìè ïðîìåíè â ðåøåíèåòî.
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Â ÷àñòíîñò äåôèíèðàìå óñòîé÷èâîñò íà ðàâíîâåñíà òî÷êà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.
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Êàçâàìå, ÷å ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E å óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâ, àêî ∀ε >
0, ∃δ = δ(ε) > 0 òàêîâà, ÷å îò |ũ0 − E| < δ ñëåäâà |γ(t) − E| < ε, êúäåòî
γ(t) å òðàåêòîðèÿòà, ñúîòâåòñòâàùà íà íà÷àëíî óñëîâèå ũ0 îò ôàçîâîòî
ïðîñòðàíñòâî.

Çà äà èçñëåäâàìå óñòîé÷èâîñòòà íà ðàâíîâåñíèòå òåî÷êè è äèíàìèêàòà íà íå-
ëèíååí ìîäåë îáèêíîâåíî ëèíåàðèçèðàìå ñèñòåìàòà â îêîëíîñò íà ðàâíîâåñíàòà
òî÷êà. Ñëåäîâàòåëíî å äîáðå ïúðâî äà ñå çàïîçíàåì ñ ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà
íà ëèíåéíèòå ñèñòåìè.

Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà ëèíåéíà àâòîíîìíà ñèñòåìà:

du

dt
= Au.

Òÿ ìîæå äà áúäå çàïèñàíà êàòî(
d

dt
− A

)
u = 0.

Ñëåäîâàòåëíî ðåøåíèÿòà íà ïîñëåäíàòà ñèñòåìà ñà â nullspace íà ëèíåéíèÿ
îïåðàòîð

(
d
dt
− A

)
. Çíàåì, ÷å nullspace íà äàäåí ëèíååí îïåðàòîð å ëèíåéíî

ïðîñòðàíñòâî. Íåùî ïîâå÷å, ðåøåíèÿòà íà n-ìåðíà ñèñòåìà ÎÄÓ ñà åäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíè îò n íà÷àëíè óñëîâèÿ è ñëåäîâàòåëíî ðàçìåðíîñòòà íà òîâà ïðîñ-
òðàíñòâî n. Îñòàâà ñàìî äà íàìåðèì áàçèñ, çà äà õàðàêòåðèçèðàìå ðåøåíèÿòà
íàïúëíî.

Çíàåì, ÷å íàé-õóáàâèÿò áàçèñ íà Rn, ñâúðçàí ñ îïåðàòîðà, îïèñàí îò A, å
ñîáñòâåíèÿò áàçèñ íà A. Ùå òúðñèì ðåøåíèÿòà âúâ âèä íà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ
íà ñîáñòâåíèòå âåêòîðè, çà äà èçïîëçâàìå òåõíèòå õóáàâè ñâîéñòâà è èç÷èñëå-
íèÿòà äà áúäàò ïî-ëåñíè. Íåêà ïðèåìàìå çàñåãà, ÷å ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè ñà
ðåàëíè è A èìà ïúëåí íàáîð îò ñîáñòâåíè âåêòîðè.

Ìîæå ëåñíî äà ñå ïðîâåðè, ÷å

ui(t) = eλitxi,

êúäåòî λi å ñúîòâåòíàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò å ðåøåíèåòî íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà
�â íàïðàâëåíèåòî íà xi�.
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Òâúðäåíèå 26

Îáùîòî ðåøåíèå íà ëèíåéíàòà àâòîíîìíà ñèñòåìà ÎÄÓ

du

dt
= Au

â ñëó÷àÿ íà ðåàëíè è ðàçëè÷íè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè å

u(t) = c1e
λ1tx1 + · · ·+ cne

λntxn,

êúäåòî ci ñà ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè.
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Åäèíñòâåíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà å íà÷àëîòî íà êîîð-
äèíàòíàòà ñèñòåìà. Âçåìàéêè ïðåäâèä ïîñëåäíîòî òâúðäåíèå, òÿ å àñèìï-
òîòè÷íî óñòîé÷èâà, àêî âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà A ñà îòðèöàòåëíè,
è íåóñòîé÷èâà, àêî ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò.

Ùå ðàçãëåäàìå ïî-ïîäðîáíî âúçìîæíèòå ïîâåäåíèÿ íà ðåøåíèÿòà íà äàäåíà
ëèíåéíà ñèñòåìà â îêîëíîñò íà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà çà 2D ñèñòåìè. Â íÿêàêúâ
ñìèñúë òå ñà ïðåäñòàâèòåëíè çà âúçìîæíèòå ïîâåäåíèÿ ïî ïðèíöèï.

• Äâå ðåàëíè îòðèöàòåëíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè 0 > λ1 > λ2. Âñè÷êè ðåøå-
íèÿ u(t) = c1e

λ1x1 + c2e
λ2x2 ñõîæäàò êúì ðàâíîâåñíàòà òî÷êà ïðè t→∞.

Äà íàïðàâèì ôàçîâ ïîðòðåò. Èìàìå äâå �ïðîñòè� ðåøåíèÿ ïðè c1 = 0, c2 =
±1 è c1 = ±1, c2 = 0. Ñúîòâåòñòâàùèòå òðàåêòîðèè �èäâàò� ñúîòâåòíî îò
íàïðàâëåíèÿòà íà x2 è x1. Âñè÷êè îñòàíàëè òðàåêòîðèè, ïðè t→∞ òðÿáâà
äà ñà óñïîðåäíè íà x1, òúé êàòî ïúðâèÿò ÷ëåí å äîìèíèðàù. Ïðè t→ −∞,
òðÿáâà äà ñà óñïîðåäíè íà (ò.å. äà �èäâàò� îò íàïðàâëåíèåòî íà) x2.

x1

x2

Ðàâíîâåñíàòà òî÷êà â òîçè ñëó÷àé ñå íàðè÷à óñòîé÷èâ âúçåë.
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• Àíàëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ ìîãàò äà áúäàò íàïðàâåíè è â ñëó÷àÿ íà äâå
ïîëîæèòåëíè ðåàëíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè, λ1 > λ2 > 0, ñàìî ÷å â òîçè
ñëó÷àé ðàâíîâåñèåòî å íåóñòîé÷èâ âúçåë.

• Íåêà ñåãà λ < 0, λ2 > 0. Äâåòå �ïðîñòè� ðåøåíèÿ, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïðè
c1 = 0, c2 = ±1 è c1 = ±1, c2 = 0 êëîíÿò êúì ðàâíîâåñíàòà òî÷êà ñúîòâåòíî
ïðè t→∞ è t→ −∞. Ñ äðóãè äóìè, â òîçè ñëó÷àé ðàâíîâåñèåòî èìà åäíà
�óñòîé÷èâà ïîñîêà�, ñúîòâåòñòâàùà íà îòðèöàòåëíàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò,
è åäíà �íåóñòîé÷èâà ïîñîêà�, ñúîòâåòñòâàùà íà ïîëîæèòåëíàòà ñîáñòâåíà
ñòîéíîñò. Çà âñè÷êè îñòàíàëè òðàåêòîðèè ïðè t → ∞, òå òðÿáâà äà ñà
óñïîðåäíè íà x2, òúé êàòî âòîðèÿò ÷ëåí å äîìèíèðàù. Ïðè t → −∞,
òðàåêòîðèèòå òðÿáâà äà ñà óñïîðåäíè íà (ò.å. äà èäâàò îò ïîñîêàòà íà) x1.

Â òîçè ñëó÷àé ðàâíîâåñíàòà òî÷êà ñå íàðè÷à ñåäëî.

• Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ íà äâå ñïðåãíàòè êîìïëåêñíè ñîáñòâåíè ñòîé-
íîñòè. Íåêà λ1,2 = τ ±ωi è ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè ñà xi = A±Bi.
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Âå÷å çíàåì, ÷å u(t) = eλ1tx1 å ðåøåíèå è ñëåäîâàòåëíî ðåàëíàòà è êîì-
ïëåêñíàòà ìó ÷àñò ùå áúäàò ñàìè ïî ñåáå ñè ðåàëíè ðåøåíèÿ (çàùî?).
Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Îéëåð, ïîëó÷àâàìå

u(t) = e(τt)(cosωt+ i sinωt)(A+Bi)

= eτt((A cosωt−B sinωt) + i((A sinωt) +B cosωt))

Âçåìàéêè ðåàëíàòà è èìàãèíåðíàòà ÷àñò ïîîòäåëíî ïîëó÷àâàìå äâå ëèíåéíî-
íåçàâèñèìè ðåàëíè ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëíî îáùîòî ðåøåíèå â òîçè ñëó÷àé
å

u(t) = eτt(c1(A cosωt−B sinωt) + c2((A sinωt) +B cosωt)),

êúäåòî c1 è c2 ñà ïðîèçâîëíè êîíñòàíòè.

Ìîæåõìå äà èçïîëçâàìå, ðàçáèðà ñå, ïî ñúùèÿ íà÷èí è x2.

Î÷åâèäíî, àêî ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè ñà ÷èñòî èìàãèíåðíè, òîãàâà âñè÷êè
ðåøåíèÿ ñà ïåðèîäè÷íè. Ðàâíîâåñíàòà òî÷êà å óñòîé÷èâà íî íå å àñèìï-
òîòè÷íî óñòîé÷èâà. Òÿ ñå íàðè÷à öåíòúð.

Out[16]=

Àêî âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè èìàò íåíóëåâè ðåàëíè ÷àñòè, òîãàâà àì-
ïëèòóäàòà íà îñöèëàöèèòå èëè íàìàëÿâà è êëîíè êúì 0 (àêî ðåàëíàòà
÷àñò å îòðèöàòåëíà), èëè ðàñòå êúì ∞ (àêî ðåàëíàòà ÷àñò å ïîëîæèòåë-
íà). Â çàâèñèìîñò îò çíàêà íà ðåàëíàòà ÷àñò, ïîëó÷àâàìå óñòîé÷èâ èëè
íåóñòé÷èâ ôîêóñ.
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Out[10]=

4.3 Ëèíåàðèçàöèÿ íà íåëèíåéíè àâòîíîìíè ñèñ-

òåìè. Ëîêàëíè àñèìïòîòè÷íè ñâîéñòâà íà ðå-

øåíèÿòà.

Íåêà å äàäåíà àâòîíîìíàòà ñèñòåìà

du

dt
= f(u)

è íåêà E å ðàâíîâåñíà òî÷êà. Ëèíåàðèçèðàéêè îêîëî ïîñëåäíàòà, ïîëó÷àâàìå

du

dt
= f(E) + J(E)(u− E) +O(|2|).

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å f(E) = 0 è ïðåíåáðåãâàéêè ÷ëåíîâåòå îò âòîðè è ïî-âèñîê
ðåä, ïîëó÷àâàìå ëèíåàðèçàöèÿòà

du

dt
= J(E)(u− E).

Òâúðäåíèå 28: Òåîðåìà íà Hartman�Grobman

Íåêà E å ðàâíîâåñíà òî÷êà íà àâòîíîìíàòà äèíàìè÷íà ñèñòåìà (4.4). Àêî
E å õèïåðáîëè÷íà, ò.å. ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà íà ßêîáè íà
äÿñíàòà ñòðàíà, ïðåñìåòíàòà â E, èìàò íåíóëåâè ðåàëíè ÷àñòè òîãàâà â
äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà ðàâíîâåñèåòî äèíàìèêàòà íà (4.4) å ñúùàòà
êàòî äèíàìèêàòà íà ëèíåàðèçàöèÿòà

du

dt
= J(E)u.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ðàâíîâåñíàòà òî÷êà å òðàíñôîðìèðàíà â íà÷àëîòî
íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà ïîñðåäñòâîì ñìÿíàòà u := u− E.
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N.B. 30

Òåîðåìàòà íà Hartman�Grobman íè ïîçâîëÿâà äà èçñëåäâàìå ëîêàëíà-
òà àñèìïòîòèêà íà ðåøåíèÿòà â îêîëíîñò íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè è ÷åñòî
àíàëèçúò íà åäíà äèíàìè÷íà ñèñòåìà çàïî÷âà èìåííî ïî òîçè íà÷èí � íà-
ìèðàíå íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè è èçñëåäâàíå íà óñòîé÷èâîñòòà èì. Ìàêàð
òîçè àíàëèç äà íîñè èíôîðìàöèÿ çà ëîêàëíèòå ñâîéñòâà íà ðåøåíèÿòà
â îêîëíîñò íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè, òîé, îò åäíà ñòðàíà, å âàæåí çà ãëî-
áàëíèÿ àíàëèç (êîãàòî òàêúâ èçîáùî ìîæå äà ñå íàïðàâè), à, îò äðóãà,
ïîçâîëÿâà íàïðàâàòà íà îáîñíîâàíè õèïîòåçè (÷åñòî ïðèäðóæåíè ñ ÷èñ-
ëåíè åêñïåðèìåíòè) çà ãëîáàëíàòà äèíàìèêà íà ðåøåíèÿòà.

Ùå èçïîëçâàìå ìîäåëà íà Monod (4.2) è ìîäåëà íà Rosenzweig�MacArthur
çà èëþñòðàöèÿ íà èäåèòå äî êðàÿ íà òàçè ãëàâà.

Ïðèìåð 58. Ðàçãëåæäàìå ìîäåëà íà Monod (4.2). Ñëåä ïîäõîäÿùî îáåçðàçìå-
ðÿâàíå, òîé ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

ds

dt
= (1− s)D − F (s)x,

dx

dt
= F (s)x−Dx,

(4.6)

êúäåòî F (s) = as
b+s

.
Ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà ìîäåëà (58) ñà íåîòðèöàòåëíèòå ðåøåíèÿ íà àëãåá-

ðè÷íàòà ñèñòåìà
(1− s)D − F (s)x = 0,

F (s)x−Dx = 0.

ßñíî å, ÷å E1 = (1, 0) å âèíàãè ðàâíîâåñíà òî÷êà. Òÿ îáèêíîâåíî ñå íàðè÷à òî÷-
êà íà îòìèâàíå (àíãë. wash-out equilibrium), òúé êàòî ñúîòâåòñòâà íà ñèòóàöèÿ,
ïðè êîÿòî îðãàíèçìèòå ñà �îòìèòè� îò áèîðåàêòîðà è ñóáñòðàòúò å äîñòèãíàë
ìàêñèìàëíàòà ñè êîíöåíòðàöèÿ. Äðóãîòî ðåøåíèå íà àëãåáðè÷íàòà ñèñòåìà ñú-
îòâåòñòâà íà òî÷êàòà E∗ = (s∗, 1 − s∗), êúäåòî s∗ = bD/(a − D). Òÿ å â ïîëî-
æèòåëíèÿ êâàäðàíò òî÷íî êîãàòî 0 < s∗ < 1 èëè, êîåòî å ñúùîòî a > D è
D > b

a+1
.

Íåêà èçñëåäâàìå óñòîé÷èâîñòòà íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè. Ìàòðèöàòà íà ßêî-
áè çà ìîäåëà (58) èìà âèäà

J(s, x) =

[
−D − abx

(b+s)2
− as
b+s

abx
(b+s)2

as
b+s
−D

]
.

Ïðåñìåòíàòà â òî÷êàòà E1, ïîëó÷àâàìå

J(E1) =

[
−D − a

b+1

0 a
b+1
−D

]
.

Ìàòðèöàòà å òðèúãúëíà è íåéíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè λ1,2 ëåæàò ïî ãëàâíèÿ
äèàãîíàë. Åäíàòà, λ1 = −D å âèíàãè îòðèöàòåëíà. Ñëåäîâàòåëíî, â çàâèñèìîñò
îò òîâà äàëè D > a

b+1
, èëè íå, òî÷êàòà E1 å óñòîé÷èâ âúçåë èëè ñåäëî. Äà
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îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ïîñëåäíîòî óñëîâèå å òî÷íî óñëîâèåòî çà ñúùåñòâóâàíå
íà E∗.

Çà òî÷êàòà E∗, ïîëó÷àâàìå

J(E∗) =

[
−D − ab(1−s∗)

(b+s∗)2
− as∗

b+s∗

ab(1−s∗)
(b+s∗)2

0

]
.

Êàòî âçåìåì ïðåäâèä óñëîâèåòî çà ñúùåñòâóâàíå íà E∗, ò.å. s∗ < 1, å î÷åâèäíî,
÷å det(J(E∗)) > 0 è trace(J(E∗)) < 0. Ñëåäîâàòåëíî ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E∗ å
óñòîé÷èâ âúçåë âèíàãè êîãàòî ñúùåñòâóâà.

Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå ñëåäíèòå äâå âúçìîæíîñòè çà ñúùåñòâóâàíåòî è
óñòîé÷èâîñòòà íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà ìîäåëà (58):

• ïðè a ≤ D èëè s∗ ≥ 1, åäèíñòâåíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà å E1 è òÿ å óñòîé÷èâ
âúçåë;

• ïðè 0 < s∗ < 1, ñúùåñòâóâàò ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E1, êîÿòî å ñåäëî, è E
∗,

êîÿòî å óñòîé÷èâ âúçåë.

Ïðèìåð 59. Ðàçãëåæäàìå ìîäåëà íà Rosenzweig�MacArthur (4.3), êîéòî ñëåä
ïîäõîäÿùî îáåçðàçìåðÿâàíå äîáèâà âèäà

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− F (N)P,

dP

dt
= F (N)P − dP,

(4.7)

êúäåòî F (N) = aN/b+N .
Î÷åâèäíî E0 = (0, 0) è EK = (K, 0) âèíàãè ñà ðàâíîâåñíè òî÷êè íà ìîäåëà.

Àêî èìà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà, òÿ òðÿáâà äà èìà êîîðäèíàòè

E∗ = (N∗, P ∗) ,

êúäåòî

N∗ = bd/(a− d), P ∗ =
r

a

(
1− N∗

K

)
(b+N∗)

. Òîãàâà, çà äà ñúùåñòâóâà E∗ òðÿáâà äà å èçïúëíåíî a > d è N∗ < K.
Ìàòðèöàòà íà ßêîáè çà (4.7) èìà âèäà

J(E) =

[
r − 2rN

K
− abP

(b+N)2
− aN
b+N

abP
(b+N)2

aN
b+N
− d

]
.

Òîãàâà J(E0) =

[
r 0
0 −d

]
è òî÷êàòà E0 âèíàãè å ñåäëî. Çà äðóãîòî ãðàíè÷íî

ðàâíîâåñèå ïîëó÷àâàìå

J(EK) =

[
−r − aK

b+K

0 aK
b+K
− d

]
.

Åäíàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò å −r è âèíàãè å îòðèöàòåëíà. Îò çíàêà íà äðóãàòà
çàâèñè óñòîé÷èâîñòòà íà EK . Òàêà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà EK e óñòîé÷èâ âúçåë,
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àêî aK/(b + K) < d è å ñåäëî, àêî aK/(b + K) > d. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å
ïîñëåäíîòî å òî÷íî óñëîâèåòî çà ñúùåòâóâàíå íà E∗ (ïðîâåðåòå!).

Îñòàíà äà èçñëåäâàìå ëîêàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E∗ â
ñëó÷àÿ, êîãàòî ïîñëåäíàòà ñúùåñòâóâà. Èìàìå

J(E∗) =

[
r − 2rN

∗

K
− abP ∗

(b+N∗)2
− aN∗

b+N∗
abP ∗

(b+N∗)2
0

]
.

Î÷åâèäíî äåòåðìèíàíòàòà íà ìàòðèöàòà å ïîëîæèòåëíà è ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñ-
òè èìàò åäíàêâè çíàöè. Òàêà òî÷êàòà å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, àêî ñëåäàòà
íà ìàòðèöàòà å îòðèöàòåëíà, ò.å. r − 2r N

K∗ − abP ∗

(b+N∗)2
< 0 èëè, êîåòî å ñúùîòî

K < (a + d)b/(a − d) (ïðîâåðåòå!). Àêî å ïîëîæèòåëíà, òîãàâà òî÷êàòà å íåóñ-
òîé÷èâà.

È òàêà, ñúùåòâóâàò òðè âúçìîæíîñòè, êîèòî èëþñòðèðàìå ïî-äîëó.

• Äâå ðàâíîâåñíè òî÷êè � E0, êîÿòî å ñåäëî, è EK , êîÿòî å óñòîé÷èâ âúçåë.
Ïðèìåðåí ôàçîâ ïîðòðåò, ïîëó÷åí çà òîçè ñëó÷àé, èëþñòðèðàìå ïî-äîëó.

Out[427]=

æ æ

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

×èñëåíèÿò ïðèìåð íè íàâåæäà ìèñúëòà, ÷å ãðàíè÷íîòî ðàâíîâåñèå âåðî-
ÿòíî å ãëîáàëíî óñòîé÷èâî. Ðàçáèðà ñå, çà äà íàïðàâèì òàêàâà õèïîòåçà, å
æåëàòåëíî äà íàïðàâèì íå ñàìî åäèí ÷èñëåí åêñïåðèìåíò çà ïàðàìåòðè,
óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà.

• Òðè ðàâíîâåñíè òî÷êè � E0, EK ñà ñåäëà, à E∗ å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà
(ìîæå äà áúäå ôîêóñ èëè âúçåë):
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Out[537]=

æ æ

æ

1 2 3 4 5

2

4

6

8

È â òîçè ñëó÷àé, ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ïðåäïîëàãàò, ÷å â ñëó÷àÿ, êîãàòî
âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, òÿ å ãëîáàëíî
àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

• Òðè ðàâíîâåñíè òî÷êè � E0, EK ñà ñåäëà, à E∗ å íåóñòîé÷èâà (ìîæå äà
áúäå ôîêóñ èëè âúçåë):

Out[707]=

æ æ

æ

1 2 3 4 5

50

100

150

200

250
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×èñëåíèÿò ïðèìåð ïðåäïîëàãà ñúùåñòâóâàíåòî íà ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî
óñòîé÷èâà ïåðèîäè÷íà îðáèòà (ãðàíè÷åí öèêúë) â òîçè ñëó÷àé.

4.4 Ãëîáàëíà àñèìïòîòèêà íà ðåøåíèÿòà

Â íÿêîè ñëó÷àè ìîæå äà ñå èçñëåäâà ãëîáàëíàòà äèíàìèêà íà ðàçãëåæäàíàòà
ñèñòåìà. Ùå ñå çàïîçíàåì ñ íÿêîè îñíîâíè ðåçóëòàòè, êîèòî ïîçâîëÿâàò òîâà.
Öåëòà íà íàñòîÿùàòà ñåêöèÿ (è íà öÿëàòà ãëàâà) å äà äàäå íàé-îáùà ïðåäñòàâà
çà òîâà êàêâî áè ìîãëî äà ñå èçâëå÷å êàòî èíôîðìàöèÿ çà àñèìïòîòèêàòà íà ðå-
øåíèÿòà íà äàäåíà äèíàìè÷íà ñèñòåìà. Ïî òàçè ïðè÷èíà ÷àñò îò òâúðäåíèÿòà,
êîèòî ñà ïî-òåõíè÷åñêè, ùå ïðîïóñíåì è ùå ñå êîíöåíòðèðàìå âúðõó ïðèëî-
æåíèåòî íà òåçè êëàñè÷åñêè ðåçóëòàòè çà èçñëåäâàíå íà äèíàìè÷íèòå ñèñòåìè.
Ìíîãî ïî-ïîäðîáåí óâîä â îáøèðíàòà òåîðèÿ íà äèíàìè÷íèòå ñèñòåìè (è â ÷àñ-
òíîñò äîêàçàòåëñòâà íà âñè÷êè òâúðäåíèÿ) ìîæå äà áúäå íàìåðåí â [6, 10, 20].

Ùå çàïî÷íåì ñ äâå äåôèíèöèè.

Äåôèíèöèÿ 29: ω-ãðàíè÷íà òî÷êà

Íåêà γ å äàäåíà òðàåêòîðèÿ. Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà p îò ôàçîâîòî ïðîñò-
ðàíñòâî å ω-ãðàíè÷íà òî÷êà çà γ, àêî ñúùåñòâóâà ðåäèöà {ti}∞i=1 → +∞,
òàêàâà ÷å {γ(ti)}∞i=1 → p.

Äåôèíèöèÿ 30: ω-ãðàíè÷íî ìíîæåñòâî

Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ω-ãðàíè÷íè òî÷êè íà òðàåêòîðèÿòà γ ùå íàðè÷à-
ìå ω-ãðàíè÷íî ìíîæåñòâî íà γ è ùå áåëåæèì ω(γ).

Çàáåëåæêà. Ïî ñúùèÿ íà÷èí ìîãàò äà ñå äåôèíèðàò α-ãðàíè÷íà òî÷êà è α-
ãðàíè÷íî ìíîæåñòâî, êàòî âçåìåì {ti}∞i=1 → −∞.

Ñ äðóãè äóìè, çà äà îïðåäåëèì àñèìïòîòèòêàòà íà ðåøåíèÿòà íà äàäåíà
äèíàìè÷íà ñèñòåìà, òðÿáâà äà õàðàêòåðèçèðàìå ω-ãðàíè÷íèòå ìíîæåñòâà íà
ñúîòâåòíèòå òðàåêòîðèè.

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå äàâà èíôîðìàöèÿ çà îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ω-ãðàíè÷íîòî
ìíîæåñòâî íà äàäåíà òðàåêòîðèÿ.

Òâúðäåíèå 29

Íåêà γ å òðàåêòîðèÿ, îãðàíè÷åíà â êîìïàêò, Òîãàâà ω(γ) å íåïðàçíî, îã-
ðàíè÷åíî, ñâúðçàíî, çàòâîðåíî, èíâàðèàíòíî ìíîæåñòâî.

Ïðåäè äà äîêàæåì òâúðäåíèåòî, òðÿáâà äà îáÿñíèì êàêâî ñå èìà ïðåäâèä
ïîä �èíâàðèàíòíî� ìíîæåñòâî.
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Äåôèíèöèÿ 31: Èíâàðèàíòíè ìíîæåñòâà

Êàçâàìå, ÷å ïîäìíîæåñòâîòî Ω íà ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî å
ïîëîæèòåëíî-èíâàðèàíòíî ìíîæåñòâî çà äèíàìè÷íàòà ñèñòåìà
(4.4), àêî çà âñÿêî íà÷àëíî óñëîâèå x0 ∈ Ω ñúîòâåòíàòà òðàåêòîðèÿ
èçïúëíÿâà γx0(t) ∈ Ω, ∀t > 0. Àíàëîãè÷íî ñå äåôèíèðà îòðèöàòåëíî-
èíâàðèàíòíî ìíîæåñòâî, Àêî åäíî ìíîæåñòâî å ïîëîæèòåëíî-
èíâàðèàíòíî è îòðèöàòåëíî-èíâàðèàíòíî, òî ñå íàðè÷à èíâàðèàíòíî
ìíîæåñòâî.

Ñåãà âå÷å ñìå ãîòîâè äà ïðèñòúïèì êúì äîêàçàòåëñòâîòî íà òâúðäåíèåòî.

Äîêàçàòåëñòâî. Â ïðåäñòîÿùîòî èçëîæåíèå ùå èçïîëçâàìå îãðàíè÷åíîñòòà,
çàòâîðåíîñòòà è èíâàðèàíòíîñòòà. Çàòîâà ùå êîìåíòèðàìå ñàìî òÿõ.

Îãðàíè÷åíîñòòà å î÷åâèäíà, âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å γ å îãðàíè÷åíà. Ùå äî-
êàæåì çàòâîðåíîñòòà è èíâàðèàíòíîñòòà.

• Çàòâîðåíîñò. Íåêà èçáåðåì ñõîäÿùà ðåäèöà îò òî÷êè îò ω(γ):

p1, p2, . . .→ p.

Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å p ∈ ω(γ). Äåéñòâèòåëíî:

∀ε > 0∃n = n(e) : |pk − p| < ε, k ≥ n.

Îò äðóãà ñòðàíà,

∀k∃{tk,i}∞i=1 : |γ(tk,i)− pk| → 0.

Ñåãà çàòâîðåíîñòòà ñëåäâà îò

|γ(tk,i)− p| ≤ |γ(tk,i)− pk|+ |pk − p|.

• Èíâàðèàíòíîñò. Àêî q ∈ ω(γ), òî ñúùåñòâóâà {tn} → ∞ òàêà, ÷å

γ(tn)→ q.

Íî òîãàâà îò ñúîáðàæåíèÿ çà íåïðåêúñíàòîñò

γp(t+ tn)→ γq(t), ∀t.

Ñëåäîâàòåëíî òî÷êàòà γq(t) e îò ω(γ), ñ êîåòî èíâàðèàíòíîñòòà å äîêàçàíà.

4.4.1 Òåîðèÿ íà Poincar�e�Bendixson

Îêàçâà ñå, ÷å â äâóìåðíè çàäà÷è ñúùåñòâóâà îñîáåíî õóáàâà õàðàêòåðèçàöèÿ
íà ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà äàäåíà òðàåêòîðèÿ. Çà òàêèâà ω-ãðàíè÷íîòî
ìíîæåñòâî íå ìîæå äà áúäå �ïðåêàëåíî ñëîæíî�.
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Òâúðäåíèå 30: Òåîðåìà íà Poincar�e�Bendixson

Íåêà γ å òðàåêòîðèÿ, îãðàíè÷åíà â îãðàíè÷åíîòî è çàòâîðåíî ìíîæåñòâî
Ω ⊂ R2, â êîåòî èìà êðàåí áðîé ðàâíîâåñíè òî÷êè. Òîãàâà å â ñèëà òî÷íî
åäíà îò ñëåäíèòå òðè âúçìîæíîñòè:

• ω(γ) å ðàâíîâåñíà òî÷êà;

• ω(γ) å ïåðèîäè÷íà îðáèòà;

• ω(γ) ñúäúðæà êðàåí áðîé ðàâíîâåñíè òî÷êè è òðàåêòîðèè, êîèòî ãè
ñâúðçâàò (ïî-òî÷íî α- è ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà âñÿêà îò òåçè
òðàåêòîðèè å íÿêîÿ îò ðàâíîâåñíèòå òî÷êè â ω(γ)).

Âúçìîæíèòå ñëó÷àè ñà èëþñòðèðàíè íà ñëåäíàòà ôèãóðà

È òàêà, çà äà ðàçáåðåì â êîé ñëó÷àé ñå íàìèðàìå, òðÿáâà äà èçêëþ÷èì
îñòàíàëèòå äâà. Çà òàçè öåë ïîëåçíè ñà ñëåäâàùèòå äâà ðåçóëòàòà:
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Òâúðäåíèå 31: Êðèòåðèé íà Dulac

Àêî ñúùåñòâóâà C1-ãëàäêà ôóíêöèÿ ϕ(x, y) òàêàâà, ÷å

∂(ϕf)

∂x
+
∂(ϕg)

∂y

íå ñìåíÿ çíàêà ñè â ñâúðçàíîòî ìíîæåñòâî Ω ⊂ R2, òî äèíàìè÷íàòà ñèñ-
òåìà

dx

dt
= f(x, y),

dy

dt
= g(x, y)

íÿìà ïåðèîäè÷íè îðáèòè, ëåæàùè èçöÿëî â Ω

Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî å ïðîñòî ïðèëîæåíèå íà òåîðåìàòà íà Green.
Íåêà áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ïðèåìåì, ÷å

∂(ϕf)

∂x
+
∂(ϕg)

∂y
> 0

â Ω. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà ïåðèîäè÷íà îðáèòà C â Ω, êîÿòî çàãðàæäà
îáëàñòòà D ∈ Ω. Òîãàâà òåîðåìàòà íà Green íè äàâà

0 <

¨
D

(
∂(ϕf)

∂x
+
∂(ϕg)

∂y

)
dxdy =

˛
C

ϕ

(
−dy
dt
dx+

dx

dt
dy

)
= 0.

Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àâà, ÷å äîïóñêàíåòî íè å ãðåøíî è íå ñúùåñò-
âóâà ïåðèîäè÷íà îðáèòà C â Ω.

Ïðåäè äà ôîðìóëèðàìå ñëåäâàùèÿ ðåçóëòàò, íåêà âúâåäåì ñëåäíèòå ïîíÿ-
òèÿ.

Äåôèíèöèÿ 32

Íåêà E å õèïåðáîëè÷íà ðàâíîâåñíà òî÷êà. Íåêà ìàòðèöàòà íà ëèíåàðè-
çàöèÿòà íà äèíàìè÷íàòà ñèñòåìà îêîëî E èìà k ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñ
ïîëîæèòåëíè ðåàëíè ÷àñòè è n − k ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñ îòðèöàòåëíè
ðåàëíè ÷àñòè. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò ñëåäíèòå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðàçìåðíîñòè
ñúîòâåòíî k è n− k:

M+(E) := {x : γx(t)→ E, t→ +∞},

êîåòî ñå íàðè÷à óñòîé÷èâî ìíîãîîáðàçèå è

M−(E) := {x : γx(t)→ E, t→ −∞},

êîåòî ñå íàðè÷à íåóñòîé÷èâî ìíîãîîáðàçèå.
Â ãîðíèòå äåôèíèöèè ñ γx(t) å îçíà÷åíà òðàåêòîðèÿòà, ìèíàâàùà ïðåç
òî÷êàòà x îò ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî.
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Òâúðäåíèå 32: Ëåìà íà Butler�McGehee

Íåêà E å õèïåðáîëè÷íà ðàâíîâåñíà òî÷êà, êîÿòî å â ω-ãðàíè÷íî ìíîæ-
eñòâî íà òðàåêòîðèÿòà γ, íî íå å öÿëîòî ìíîæåñòâî. Òîãàâà ω(γ) èìà
íåòðèâèàëíî (ò.å. ðàçëè÷íî îò E) ñå÷åíèå ñ óñòîé÷èâîòî è íåóñòîé÷èâîòî
ìíîãîîáðàçèÿ íà E.

Êàêòî ìîæåì äà ñå óáåäèì îò ôîðìóëèðîâêàòà íà îñíîâíèòå òâúðäåíèÿ,
ñúùåñòâåíî èçèñêâàíå çà ïðèëîæèìîñòòà íà ôîðìóëèðàíàòà òåîðèÿ å òðàåêòî-
ðèèòå äà ñà îãðàíè÷åíè. Ùå ïîêàæåì, ÷å òîâà å òàêà çà ìîäåëèòå íà Monod
è Rosenzweig�MacArthur, êîèòî èçïîëçâàìå êàòî ïðèìåðè, âúðõó êîèòî èëþñ-
òðèðàìå òåîðèÿòà â íàñòîÿùàòà ãëàâà. Âïðî÷åì çà òåçè ìîäåëè å âàæíî äà ñå
óâåðèì, ÷å ïîëîæèòåëíèÿò êâàäðàíò å ïîëîæèòåëíî-èíâàðèàíòíî ìíîæåñòâî è
ïî äðóãà ïðè÷èíà � èíà÷å ìîäåëèòå íå áèõà áèëè áèîëîãè÷åñêè ñìèñëåíè.

Çàáåëåæêà. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà è â äâàòà ìîäåëà ùå ïîëîæèì χ = 1.
Ìîæå äà ñå íàïðàâè îáåçðàçìåðÿâàíå, òàêà ÷å òîâà ïðåäïîëîæåíèå äà å â ñèëà.

Ïðèìåð 60. Íåêà ðàçãëåäàìå ïúðâî ìîäåëà íà Monod (4.2). ßñíî å, ÷å ðåøå-
íèÿòà ñà îãðàíè÷åíè îòäîëó îò êîîðäèíàòíèòå îñè è ïîëîæèòåëíèÿò êâàäðàíò
å ïîëîæèòåëíî èíâàðèàíòíî ìíîæåñòâî. Òîâà ñëåäâà îò ïîâåäåíèåòî íà âåêòîð-
íîòî ïîëå íà ãðàíèöàòà:

• Ïðè s = 0, å â ñèëà ds/dt = sinD > 0 è ñëåäîâàòåëíî âåêòîðíîòî ïîëå ïî
îðäèíàòíàòà îñ å íàñî÷åíî êúì âúòðåøíîñòòà íà ïîëîæèòåëíèÿ êâàäðàíò.

• Ïðè x = 0, e â ñèëà dx/dt = 0, ò.å. âåêòîðíîòî ïîëå ïî àáñöèñíàòà îñ å
íàñî÷åíî òàíãåíöèàëíî íà ïîëîæèòåëíèÿ êâàäðàíò.

Ñëåäîâàòåëíî íèòî åäíà òðàåêòîðèÿ íå ìîæå äà ïðåñå÷å íÿêîÿ îò êîîðäèíàò-
íèòå îñè.

Âïðî÷åì, ìîæåõìå äà ïîêàæåì ïîëîæèòåëíîñòòà íà ðåøåíèÿòà è àíàëèòè÷-
íî. Îò âòîðîòî óðàâíåíèå íàïðèìåð ñëåäâà, ÷å

dx/x = (F (s)−D)dt

è ñëåäîâàòåëíî

x(t) = x(0)e
´ t
0 (F (s(τ))−D)dτ .

Àíàëîãè÷íî ñëåäâà îãðàíè÷åíîñòòà îòäîëó è íà s(t), âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å

ds

dt
> −sD − F (s)x.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å s è x ñà îãðàíè÷åíè è îòãîðå.

• Â ñèëà å
ds

dt
≤ (sin − s)D

è ñëåäîâàòåëíî s(t) ≤ max{sin, s(0)}.
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• Àêî ñúáåðåì äâåòå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àâàìå

d

dt
(s+ x) = sinD − (s+ x)D.

Îò ïîñëåäíîòî î÷åâèäíî ñëåäâà îãðàíè÷åíîñòòà íà s + x à îòòàì è îãðà-
íè÷åíîñòòà íà x.

Ïðèìåð 61. Ïî ïîäîáåí íà÷èí ìîæå äà ñå äîêàæå îãðàíè÷åíîñòòà íà ðåøå-
íèÿòà çà ìîäåëà (4.3). Ïúðâî, ïîëîæèòåëíàòà èíâàðèàíòíîñò íà ïîëîæèòåëíèÿ
êâàäðàíò ñëåäâà àíàëîãè÷íî íà ïðåäèøíèÿ ïðèìåð. Ùå äîêàæåì îãðàíè÷åíîñò-
òà íà ðåøåíèÿòà îòãîðå.

• Èìàìå
dN

dt
≤ aN

(
1− N

K

)
.

Ñëåäîâàòåëíî
N(t) ≤ max{K,N(0)}.

• Ñúáèðàéêè äâåòå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àâàìå

d

dt
(N + P ) = aN

(
1− N

K

)
− dP

= aN

(
1− N

K
+ d

)
− d(N + P ).

Ñåãà, âçåìàéêè ïðåäâèä îãðàíè÷åíîñòòà íà N , íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà îã-
ðàíè÷åíîñòòà íà N + P è îòòàì íà P .

È òàêà, ñëåä êàòî ïîêàçàõìå îãðàíè÷åíîñòòà íà òðàåêòîðèèòå çà äâàòà ìîäå-
ëà, ìîæåì äà ïðèñòúïèì êúì ïðèëàãàíåòî íà òåîðåìàòà íà Poincar�e�Bendixson
çà óñòàíîâÿâàíå íà ãëîáàëíàòà àñèìïòîòèêà íà ðåøåíèÿòà â íÿêîè îò ñëó÷àèòå.

Ïðèìåð 62. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ìîäåëúò íà Monod (4.2), íÿìà âúòðåøíè ðàâíîâå-
ñèÿ, ãðàíè÷íîòî ðàâíîâåñèå å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî. Èëþñòðèðàìå
ñëó÷àÿ íà ñëåäíàòà ãðàôèêà:
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Äåéñòâèòåëíî, òúé êàòî íÿìà âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè, íå å âúçìîæíî íà-
ëè÷èåòî íà ïåðèîäè÷íè îðáèòè. Òîãàâà, òúé êàòî ìîäåëúò èìà åäèíñòâåíà ðàâ-
íîâåñíà òî÷êà, îò òåîðåìàòà íà Poincar�e�Bendixson ñëåäâà, ÷å òÿ å ãëîáàëíî
àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

Ïðèìåð 63. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ìîäåëúò íà Rosenzweig�MacArthur (4.3) íÿìà
âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè, ùå ïîêàæåì, ÷å ãðàíè÷íîòî ðàâíîâåñèå EK =
(K, 0) å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâî. Èëþñòðèðàìå ñëó÷àÿ íà ñëåäíàòà
ãðàôèêà:

Òúé êàòî íÿìà âúòðåøíè ðàâíîâåñíè òî÷êè, ìîæåì äà èçêëþ÷èì âúçìîæ-
íîñòòà çà ïåðèîäè÷íè îðáèòè. Òîãàâà, çà äà äîêàæåì, ÷å EK å ãëîáàëíî àñèìïòî-
òè÷íî óñòîé÷èâà, òðÿáâà äà èçêëþ÷èì è âúçìîæíîñòòà E0 = (0, 0) äà áúäå â ω-
ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà äàäåíà òðàåêòîðèÿ (î÷åâèäíî íå å öÿëîòî ω-ãðàíè÷íî
ìíîæåñòâî, òúé êàòî E0 å ñåäëî).

Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å E0 ∈ γ çà íÿêîÿ òðàåêòîðèÿ γ. Òîãàâà îò
ëåìàòà íà Butler�McGehee ñëåäâà, ÷å ω(γ) èìà íåòðèâèàëíî ñå÷åíèå ñ óñòîé÷è-
âîòî ìíîãîîáðàçèå íà E0, ò.å. ïîëîæèòåëíàòà ïîëóîñ. Îò èíâàðèàíòíîñòòà íà
ω(γ) ñëåäâà, ÷å öÿëàòà ïîëîæèòåëíà ïîëóîñ òðÿáâà äà ñå ñúäúðæà â ω(γ). Íî
ïîñëåäíîòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ îãðàíè÷åíîñòòà íà ω(γ).

Ñëåäîâàòåëíî çà êîÿ äà å òðàåêòîðèÿ γ, E0 /∈ ω(γ) è îò òåîðåìàòà íà Poincar�e�
Bendixson ñëåäâà, ÷å ω(γ) = {EK}.

Ïðèìåð 64. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ìîäåëúò íà Rosenzweig�MacArthur (4.3) èìà
íåóñòîé÷èâà âúòðåøíà ðàâíîâåñíà òî÷êà, ùå ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòóâà ãëîáàë-
íî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâ ãðàíè÷åí öèêúë. Èëþñòðèðàìå ñëó÷àÿ íà ñëåäíàòà
ãðàôèêà:
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Ïúðâî, àíàëîãè÷íî íà ïðåäèøíèÿ ïðèìåð ìîæåì äà ïîêàæåì, ÷å E0 íå ñå
ñúäúðæà â ω-ãðàíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà íèòî åäíà òðàåêòîðèÿ. Äà äîïóñíåì, ÷å
EK = (K, 0) ∈ ω(γ) çà íÿêîÿ òðàåêòîðèÿ γ. Òîãàâà îò ëåìàòà íà Butler�McGehee
ñëåäâà, ÷å ω(γ) òðÿáâà äà ñúäúðæà èëè òî÷êà îò àáñöèñàòà â èíòåðâàëà (0, K),
èëè â (,+∞). Èçïîëçâàéêè èíâàðèàíòíîñòòà è çàòâîðåíîñòòà íà ω(γ), òîâà îç-
íà÷àâà, ÷å èëè E0 ∈ ω(γ), êîåòî äîêàçàõìå, ÷å å íåâúçìîæíî, èëè ω(γ) ñúäúðæà
íåîãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî, êîåòî ñúùî å íåâúçìîæíî. È òàêà, EK ñúùî íå ìî-
æå äà áúäå â ω(γ). Âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà å íåóñòîé÷èâà è ñëåäîâàòåë-
íî íå ìîæå äà áúäå öÿëîòî ω-ãðàíè÷íî ìíîæåñòâî. Òàêà îñòàâà åäèíñòâåíàòà
âúçìîæíîñò âñÿêà òðàåêòîðèÿ ñ ïîëîæèòåëíè íà÷àëíè óñëîâèÿ, ðàçëè÷íà îò
ðàâíîâåñíàòà òî÷êà, äà êëîíè êúì ïåðèîäè÷íà îðáèòà.

4.4.2 Òåîðåìà íà Ëÿïóíîâ. Ïðèíöèï çà èíâàðèàíòíîñò íà

ËàÑàë.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå, òåîðèÿòà íà Poincar�e�Bendixson å âàëèäíà ñàìî â 2D. Òóê
ùå ïðèâåäåì åäèí îáù ðåçóëòàò, êîéòî å âàëèäåí çà ïðîèçâîëíè ñèñòåìè.

Òâúðäåíèå 33: Òåîðåìà íà Ëÿïóíîâ

Ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà

du

dt
= f(u), u ∈ Rn.

Íåêà ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ V : Ω ⊂ Rn → R òàêàâà, ÷å:

(i) V (x) ≥ 0, x ∈ Ω\{0} V (0) = 0;

(ii) V̇ = ∇V · f ≤ 0.

Òîãàâà x = 0 e óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà. Àêî â äîïúëíåíèå ·V å îòðè-
öàòåëíî îïðåäåëåíà, Òîãàâà x = 0 å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ Òåîðåìà 1.1. íà ñòð. 313 â [6].
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Äåôèíèöèÿ 33

Ôóíêöèÿ, êîÿòî èçïúëíÿâà óñëîâèÿ (i)�(ii) îò ïîñëåäíàòà òåîðåìà, ñå íà-
ðè÷à ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ. Àêî å èçïúëíåíî ñàìî (ii) ôóíêöèÿòà ùå
íàðè÷àìå ñëàáà ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ.

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿ, ÷å ïîëîæèòåëíî-îïðåäåëåíèòå êâàäðàòè÷íè ôîðìè ñà
ôóíêöèè íà Ëÿïóíîâ çà äàäåíà óñòîé÷èâà ëèíåéíà ñèñòåìà.

Ïðèìåð 65. Ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà

dx

dt
= −2x,

dy

dt
= −5y.

Òîãàâà ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ôóíêöèÿòà V (x, y) = x2 + y2 å ôóíêöèÿ íà Ëÿïó-
íîâ çà äàäåíàòà ñèñòåìà. Äåéñòâèòåëíî, ïúðâîòî óñëîâèå å î÷åâèäíî èçïúëíåíî.
Îñâåí òîâà èìàìå

V̇ = (2x, 2y) · (−2x,−5y).

Çà ñúæàëåíèå íÿìà îáù ïîäõîä çà íàìèðàíåòî íà ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ çà
äàäåíà ïðîèçâîëíà ñèñòåìà. ×åñòî íà ïðàêòèêà å ïî-ëåñíî äà ñå ïðèëîæè èäå-
ÿòà, êàòî ñå èçïîëçâà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 34: Ïðèíöèï çà èíâàðèàíòíîñò íà LaSalle

Íåêà V å ñëàáà ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ â îáëàñòòà G è γ å îãðàíè÷åíà
îðáèòà, êîÿòî ëåæè â G. Òîãàâà ω(γ) ⊂ M , êúäåòî M å íàé-ãîëÿìîòî
èíâàðèàíòíî ïîäìíîæåñòâî íà

{x ∈ G : V̇ (x) = 0}.

Äîêàçàòåëñòâî. Âèæ Òåîðåìà 1.3 íà ñòð. 316 â [6].
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Ãëàâà 5

Òåíçîðíî ñìÿòàíå è ïðèëîæåíèÿ

5.1 Òåíçîðè

Òóê ïðî÷åòè îòáåëÿçàíèòå â êîíñïåêòà ñòðàíèöè îò [17].

5.2 Óðàâíåíèÿ íà Navier�Stokes

Óðàâíåíèÿòà íà Navier�Stokes ñà îñíîâíèÿò ìîäåë ïðè îïèñâàíå äâèæåíèåòî
íà âèñêîçíè ôëóèäè. Îñíîâíèòå óðàâíåíèÿ îòðàçÿâàò çàêîíè çà çàïàçâàíå. Îá-
ùèÿò âèä íà çàêîíà çà çàïàçâàíå, îáóñëîâåí îò àäâåêòèâåí ïîòîê ñ ïîëå íà
ñêîðîñòèòå u, å

∂φ

∂t
= −∇ · (φu) + s, (5.1)

êúäåòî φ å âåëè÷èíàòà, êîÿòî ñå çàïàçâà, a s îïñèâà èçòî÷íèêîâè ÷ëåíîâå. Â ÷àñ-
òíîñò óðàâíåíèÿòà íà Navier�Stokes îòðàçÿâàò çàïàçâàíå íà ëèíåéíèÿ ìîìåíò
è ìàñàòà:

• Çàïàçâàíå íà ìàñàòà. Ïîëàãàìå φ = ρ â (5.1), ïëúòíîñòòà íà ôëóèäà,
âçåìàìå ïðåäâèä, ÷å ìàñà íå ñå ãåíåðèðà, ò.å. s = 0, è ïîëó÷àâàìå

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0. (5.2)

Äà îòáåëåæèì, ÷å, òúé êàòî ðàçãëåæäàìå íåïðåêúñíàòà ñðåäà, âìåñòî ìà-
ñàòà, èçïîëçâàìå ñúîòâåòíàòà òî÷êîâà õàðàêòåðèñòèêà ρ.

• Çàïàçâàíå íà ëèíåéíèÿ ìîìåíò. Ïîëàãàìå φ = ρu â (5.1) è ïîëó÷àâàìå

∂(ρu)

∂t
= −∇ · (ρuu) + s,

êúäåòî s îïèñâà ñèëè íà åäèíèöà ïëîù/îáåì, êîèòî äåéñòâàò íà ôëóèäà,
íàïðèìåð ãðàâèòàöèÿ è äð. Ðàçêðèâàìå ñêîáèòå, êàòî èçïîëçâàìå òúæäåñ-
òâîòî (âæ. äîïúëíèòåëíèòå çàäà÷è)

∇ · (uv) = (∇ · u)v+ u · ∇v.

141
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Ïîëó÷àâàìå

u
∂ρ

∂t
+ ρ

∂u

∂t
= −∇ρ · (uu)− ρ∇ · uu− ρ∇u · u+ s

= −u∇ · (ρu)− ρu · ∇u+ s.

Ñåãà, êàòî èçïîëçâàìå (5.2), îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= s.

Ïîñëåäíîòî ìîæå äà áúäå çàïèñàíî è âúâ âèäà

ρ
Du

Dt
= s, (5.3)

êúäåòî D/Dt îçíà÷àâà ìàòåðèàëíàòà ïðîèçâîäíà. Âïðî÷åì òàêà îïèñàíî-
òî óðàâíåíèå èìà ñúâñåì î÷åâèäåí ôèçè÷åí ñìèñúë, êàòî âçåìåì ïðåäâèä,
÷å Du/Dt å óñêîðåíèåòî íà ÷àñòèöàòà â ñúîòâåòíàòà òî÷êà, èçðàçåíî â Îé-
ëåðîâè êîîðäèíàòè � òî å àíàëîãè÷íî íà âòîðèÿ çàêîí íà Íþòîí.

Óðàâíåíèÿ (5.2) è (5.3) çàäàâàò îáùèÿ âèä íà óðàâíåíèÿòà íà Navier�Stokes. Çà
äà ìîæåì äà ãè ðåøàâàìå îáà÷å, å íåîáõîäèìî äà îïèøåì èçòî÷íèêîâèÿ ÷ëåí s.
Ñèëèòå, êîèòî äåéñòâàò âúðõó ôëóèäà, ñà, îò åäíà ñòðàíà, âúíøíè ñèëè (íàï-
ðèìåð ãðàâèòàöèÿ) � íåêà ãè îçíà÷èì ñ f è íåêà ñ÷èòàìå, ÷å ñà èçâåñòíè � è
âúòðåøíè ñèëè, ïîðîäåíè îò âçàèìîäåéñòâèåòî ìåæäó ÷àñòèöèòå íà ôëóèäà.
Òúé êàòî ãîâîðèì çà íåïðåêúñíàòè ñðåäè, çà äà îïèøåì ñèëèòå, íè å íåîá-
õîäèìî äà ãè ñêàëèðàìå ñ åäèíèöà ïëîù, çà äà ïîëó÷èì ñúîòâåòíà òî÷êîâà
õàðàêòåðèñòèêà. Òàêà âúçíèêâà èäåÿòà çà ïîíÿòèåòî íàïðåæåíèå.

Äåôèíèöèÿ 34: Âåêòîð íà íàïðåæåíèå

Ñèëàòà íà åäèíèöà ïëîù, äåéñòâàùà âúðõó ðàâíèíà ñ íîðìàëà n, ùå íà-
ðè÷àìå âåêòîð íà íàïðåæåíèå â íàïðàâëåíèå n è ùå áåëåæèì ñ T(n).

ßñíî å, ÷å â äàäåíà òî÷êà ìîãàò äà ñå èçáåðàò áåçáðîé ìíîãî íàïðàâëåíèÿ
è, çà äà íàìåðèì ðåçóëòàíòíàòà ñèëà, äåéñòâàùà â òî÷êàòà, å íåîáõîäèìî äà
ñóìèðàìå ñèëèòå âúâ âñè÷êè íàïðàâëåíèÿ. Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å ïîñëåäíèòå ìîãàò
äà ñå îïèøàò ñ ïîìîùòà íà òåíçîðíî ïîëå σ = σ(x, t).

Òâúðäåíèå 35: Òåîðåìà íà Êîøè çà íàïðåæåíèÿòà

Ñúùåñòâóâà òåíçîð îò âòîðè ðåä σ(x, t), íàðè÷àí òåíçîð íà íàïðåæå-
íèÿòà íà Êîøè, çà êîéòî

T(n) = n · σ.

Äîêàçàòåëñòâî. Äà ðàçãëåäàìå èíôèíèòåçèìàëåí òåòðàåäúð îò ôëóèäà, êàêòî
å ïîêàçàíî íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà:
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Êàòî èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà îò ôèãóðàòà, áàëàíñúò íà ñèëè íè äàâà ðàâåíñò-
âîòî

T(n) dA−T(e1) dA1 −T(e2) dA2 −T(e3) dA3 = ρ

(
h

3
dA

)
a,

êúäåòî a å óñêîðåíèåòî.
Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å

dAi = (n · ei) dA = ni dA

ïîëó÷àâàìå

T(n) −T(e1)n1 −T(e2)n2 −T(e3)n3 = ρ

(
h

3

)
a.

Ñâèâàéêè îáåìà â òî÷êà, ò.å. ïóñêàéêè h→ 0, ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî

T(n) = T(e1)n1 + T(e2)n2 + T(e3)n3.

Ñ äðóãè äóìè, íàïðåæåíèåòî â ïðîèçâîëíî íàïðàâëåíèå T(n) ìîæå äà ñå èçðàçè
ëèíåéíî êàòî êîìáèíàöèÿ íà íàïðåæåíèÿòà â òðè îðòîãîíàëíè íàïðàâëåíèÿ è
ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà òåíçîð σ, êîéòî îòãîâàðÿ íà òâúðäåíèåòî.

È òàêà, çà äà îïèøåì ñèëèòå, äåéñòâàùè â èíôèíèòåçèìàëíà îêîëíîñò Ω íà
äàäåíà òî÷êà, èìàìå ˆ

∂Ω

σ · nds =

¨
Ω

∇ · σdΩ.

Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå

s = ∇ · σ + f

è óðàâíåíèÿòà íà Navier�Stokes äîáèâàò âèäà

ρ
Du

Dt
= ∇ · σ + f,

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å â òàêà ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà èìàìå äâå óðàâíåíèÿ è
òðè íåèçâåñòíè � u, ρ,σ. Âïðî÷åì òîâà å ñòàíäàðòíàòà ñèòóàöèÿ â ìîäåëèòå íà
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ìåõàíèêàòà íà íåïðåêúñíàòèòå ñðåäè. Çà äà áúäå çàòâîðåíà òàçè ñèñòåìà,
å íåîáõîäèìî èçïîëçâàíåòî íà êîíñòèòóòèâíà ðåëàöèÿ. Êîíñòèòóòèâ-
íèòå ðåëàöèè ñà (îáèêíîâåíî åìïèðè÷íè) çàêîíè, êîèòî îïèñâàò ìàòåðèàëíèòå
ñâîéñòâà íà íåïðåêúñíàòàòà ñðåäà, êîÿòî ñå ðàçãëåæäà. Îáèêíîâåíî òåçè ðåëà-
öèè çàäàâàò êîíêðåòåí âèä íà òåíçîðà íà íàïðåæåíèÿòà. Óðàâíåíèÿòà, îïèñâà-
ùè çàêîíèòå çà çàïàçâàíå, ñà îáùè è â ñèëà çà âñÿêà íåïðåêúñíàòà ñðåäà. Êúì
òÿõ îáà÷å òðÿáâà äà ñå äîáàâè óðàâíåíèå, êîåòî îïèñâà êîíêðåòíàòà ñðåäà. Íèå
ùå äàäåì ïðèìåð çà êîíñòèòóòèâíà ðåëàöèÿ, îïèñâàùà íåñâèâàåìè (ρ ≡ const)
Íþòîíîâè ôëóèäè. Òîâà å ìîæå áè íàé-÷åñòî ñðåùàíèÿ ìîäåë, ñâúðçàí ñ îïèñ-
âàíåòî íà ôëóèäè. Çà òåçè ôëóèäè ñå ïðèåìà, ÷å å â ñèëà êîíñòèòóòèâíàòà
ðåëàöèÿ íà Stokes:

σ = −pI + µ(∇u+∇uT ),

êúäåòî p å íàëÿãàíåòî íà ôëóèäà, à µ å íåãîâèÿò âèñêîçèòåò. Òîãàâà, êàòî èç-
ïîëçâàìå óðàâíåíèåòî íà íåïðåêúñíàòîñòòà, ïîëó÷àâàìå (ïðîâåðåòå!)

∇ · σ = ∇p+ µ∆u.

Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ìîäåë, îïèñâàù äâèæåíèåòî íà íåñâè-
âàåì Íþòîíîâ ôëóèä:

Du

Dt
= −1

ρ
∇p+ ν∆u+ g,

∇ · u = 0,

êúäåòî g = f/ρ, a ν = µ/ρ e ò.íàð. êèíåìàòè÷åí âèñêîçèòåò.
Ìîæåì äà çàïèøåì ïîñëåäíàòà ñèñòåìà è âúâ âèäà

∂u

∂t
+ u · ∇u = −1

ρ
∇p+ ν∆u+ g,

∇ · u = 0.

Â Äåêàðòîâè êîîðäèíàòè ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà êîîðäèíàòíà ôîðìà, êîÿòî ùå
çàïèøåì â 2D çà ïðîñòîòà:

èíåðöèàëíè ÷ëåíîâå︷ ︸︸ ︷
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y︸ ︷︷ ︸
êîíâåêòèâíè ÷ëåíîâå

=

äèâåðãåíöèÿ íà σ︷ ︸︸ ︷
−1

ρ

∂p

∂x
+ ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
︸ ︷︷ ︸

äèôóçèîííè ÷ëåíîâå

+
âúíøåí èçòî÷íèê︷︸︸︷

gx ,

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
= −1

ρ

∂p

∂y
+ ν

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
+ gy,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0.

Â ïîñëåäíîòî ñìå îçíà÷èëè êîìïîíåíòèòå íà u ñ u = (u, v)T .
Íåêà íàêðàÿ êîìåíòèðàìå îùå ìàëêî òåíçîðà íà íàïðåæåíèÿòà σ. Ïî-òî÷íî,

íåêà ðàçãëåäàìå ïðåäñòàâÿíåòî ìó â Äåêàðòîâè êîîðäèíàòè:

σ =

 σx τyx τzx
τxy σy τzy
τxz τyz σz

 .
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Êàêòî çíàåì, â ñòúëáîâåòå íà ïîñëåäíàòà ìàòðèöà ñå ñúäúðæàò êîîðäèíàòèòå
íà áàçèñíèòå âåêòîðè ex, ey, ez ïîä äåéñòâèåòî íà òðàíñôîðìàöèÿòà σ. Íî òîâà
ñà òî÷íî T(ex), T(ey), T(ez), ðàçãëåäàéòå ñëåäíàòà ôèãóðà:

Ñ äðóãè äóìè, σx, σy, σz ñà íîðìàëíèòå êîìïîíåíòè íà íàïðåæåíèåòî, äåéñòâà-
ùî âúðõó ñòåíèòå ñ íîðìàëè ex, ey, ez, à τxy, τxz, τyx, τyz, τzx, τzy ñà ñúîòâåòíèòå
òàíãåíöèàëíè íàïðåæåíèÿ (îáèêíîâåíî â ëèòåðàòóðàòà ñå èçïîëçâà òåðìèíúò
ñðÿçâàùè íàïðåæåíèÿ).
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Ìàòåðèàëúò â ïúðâà ÷àñò íà íàñòîÿùèÿ êóðñ å äî ãîëÿìà ñòåïåí ïîâ-
ëèÿí îò èçòî÷íèöè [18, 19] è â ïî-ìàëêà ñòåïåí îò [8, 11, 21]. Çà âú-
âåäåíèåòî â Íþòîíîâàòà ìåõàíèêà ñå ïðåïîðú÷âàò [7, 16]. Îñòàíàëèòå
ñà äîïúëíèòåëíè èçòî÷íèöè, êîèòî ìîãàò äà ñëóæàò çà ñïðàâêà â îá-
ëàñòòà íà ëèíåéíàòà àëãåáðà è ÄÈÑ ïðè íåîáõîäèìîñò.


