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Ãëàâà 1

Óâîä

1.1 Çàùî äèôåðåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ?

Äà ïðèïîìíèì, ÷å ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñà òåõíèêè çà (ïðèáëèæåíî) ðåøà-
âàíå íà ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è ñ ïîìîùòà íà êîìïþòúð (ò.å. êàòî ñå
èçïîëçâàò ìíîãî íà áðîé àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè). Òå ñà îñíîâåí èíñò-
ðóìåíò ïðè ðåøàâàíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêèòå çàäà÷è, êîèòî âúçíèêâàò â ïðàê-
òèêàòà. Ïðè÷èíèòå çà òîâà ñà, ÷å ðåàëíèòå ïðîöåñè ÷åñòî âîäÿò äî ðåøàâàíå
íà çàäà÷è, êîèòî íÿìàò àíàëèòè÷íî ðåøåíèå è ïîðàäè òîâà ñå íàëàãà äà áúäàò
ðåøåíè ïðèáëèæåíî, êîåòî ðÿäêî ìîæå äà ñòàíå áåç ïîìîùòà íà êîìïþòúðà:

Íåêà êîìåíòèðàìå íàêðàòêî êàêâî ïðåäñòàâëÿâàò (ìíîãî ÷åñòî) ìàòåìàòè-
÷åñêèòå ìîäåëè êàòî ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è.

Â íàé-ïðîñòèòå ñëó÷àè ïî äàäåíè åêñïåðèìåíòàëíè äàííè ìîæåì äà íàìå-
ðèì ôóíêöèÿ, êîÿòî ãè àïðîêñèìèðà ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè, ÷ðåç
èíòåðïîëàöèÿ èëè ïî äðóã íà÷èí. Íàïðèìåð çà ñâîáîäíî ïàäàíå íà òÿëî ìîæåì
äà íàìåðèì ïàðàáîëà, êîÿòî ñúîòâåòñòâà íà åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè, ïðèâå-
äåíè ïî-äîëó (îçíà÷åíè ñ òî÷êè):
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Â êóðñà ïî ×ÌËÀ (çà ñïåö. Ïðèëîæíà ìàòåìàòèêà) íàïðàâèõìå è ôèçè÷íè
åêñïåðèìåíòè, íà áàçà íà êîèòî óñòàíîâèõìå, ÷å èìà ëèíåéíà çàâèñèìîñò ìåæäó
òîâà êîëêî å ðàçòåãíàòà åäíà ïðóæèíà è ñèëàòà, êîÿòî âúçíèêâà ïðè òîâà.

Âïðî÷åì áàçîâèòå çàêîíè íà ôèçèêàòà, áèîëîãèÿòà è ò.í. ñà ïîëó÷åíè èìåííî
ïî òîçè íà÷èí, ò.å. ÷ðåç ïðèáëèæàâàíå íà åêñïåðèìåíòàëíè äàííè ñ ôóíêöèÿ îò
äàäåí âèä. Òîâà îáà÷å ìîæå äà ñòàíå ñàìî çà áàçîâèòå çàâèñèìîñòè � íàïðèìåð
îò ãîðíàòà ôèãóðà å ÿñíî, ÷å ìîæåì äà òúðñèì êâàäðàòè÷íà çàâèñèìîñò.

Ìàêàð è ïðîñòè îáà÷å ïðèìåðèòå, êîèòî ðàçãëåäàõìå, íè ïîêàçâàò îñíîâíî-
òî, êîåòî èñêàìå ïðè îïèñâàíåòî íà ïîâå÷åòî ðåàëíè ïðîöåñè � äà íàìåðèì
ôóíêöèÿ, êîÿòî îòðàçÿâà çàâèñèìîñòèòå ìåæäó âåëè÷èíèòå, ñúùåñòâåíè çà
ïðîöåñà. Íàé-÷åñòî íèå òúðñèì ôóíêöèÿ íà ñëåäíèòå íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè:

• âðåìåòî t;

• äî òðè ïðîñòðàíñòâåíè ïðîìåíëèâè � x, y, z.

N.B. 1

Îáèêíîâåíî, êîãàòî èñêàìå äà îïèøåì äàäåí ðåàëåí ïðîöåñ, òúð-
ñèì ôóíêöèÿ, êîÿòî îïèñâà çàâèñèìîñòòà ìåæäó âåëè÷èíèòå, õàðàêòå-
ðèçèðàùè ïðîöåñà.

Êîãàòî èñêàìå äà îïèøåì ïî-êîìïëåêñíà ôèçè÷åñêà ñèñòåìà îáà÷å, ñàìî
íàáëþäåíèÿòà íÿìà äà ñà íè äîñòàòú÷íè. Ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè íàé-÷åñòî
ñå áàçèðàò íà ðàçëè÷íè ôèçè÷íè çàêîíè, ò.å. èçâåñòíè çàâèñèìîñòè ìåæäó îï-
ðåäåëåíè âåëè÷èíè. Íàïðèìåð çàêîíè çà çàïàçâàíå, II çàêîí íà Íþòîí è äð.
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Ìíîãî ÷åñòî òåçè çàêîíè íè êàçâàò êàê íåùàòà ñå èçìåíÿò. Íå å òðóäíî
äà ñå óáåäèì, ÷å íåùàòà îêîëî íàñ ñå èçìåíÿò � êàêòî âúâ âðåìåòî, òàêà è â
ïðîñòðàíñòâîòî.

N.B. 2

Íà åçèêà íà ìàòåìàòèêàòà òîâà êàê ñå èçìåíÿ äàäåíà âåëè÷èíà ñå
îïèñâà îò íåéíàòà ïðîèçâîäíà.

Îò êàçàíîòî äîòóê ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å å åñòåñòâåíî â ìàòåìàòè÷åñêèòå
ìîäåëè äà òúðñèì ôóíêöèè è â ìîäåëèòå äà ó÷àñòâàò ïðîèçâîäíèòå íà ôóíê-
öèèòå. Òîâà îáÿñíÿâà çàùî ÄÓ ñà îñíîâíèÿò àïàðàò íà ìàòåìàò÷åèñêî-
òî ìîäåëèðàíå. Îãðîìíà ÷àñò îò ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè íà ðåàëíè
ïðîöåñè ïðåäñòàâëÿâàò èìåííî ÄÓ.

N.B. 3

Ïîâå÷åòî ÄÓ íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè àíàëèòè÷íî! Åäèíñòâå-
íèÿò íà÷èí çà òÿõíîòî ðåøàâàíå å ïðèáëèæåíî ñ ïîìîùòà íà ÷èñëåíè
ìåòîäè.

1.2 Ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ � äåôèíèöèÿ è àï-

ðîêñèìàöèè. Ëèíåàðèçàöèÿ. Ôîðìóëà íà Òåé-

ëúð.

Ïðåäè äà êîìåíòèðàìå ïî-ïîäðîáíî âúïðîñà çà ìîäåëèðàíåòî ñ ÄÓ, íåêà ñè
ïðèïîìíèì íÿêîè íåùà çà ïðîèçâîäíàòà.

Äåôèíèöèÿ 1: Ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ

Ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà u â òî÷êàòà t ñå äåôèíèðà ÷ðåç

u′(t) ≡ du

dt
= lim

h→0

u(t+ h)− u(t)

h
,

àêî ïîñëåäíàòà ãðàíèöà ñúùåñòâóâà.

Íåêà ñå ñïðåì íà òàçè äåôèíèöèÿ è äà ÿ êîìåíòèðàìå ïîäðîáíî, òúé êàòî
òÿ å êëþ÷îâà çà íàñòîÿùèÿ êóðñ (è íå ñàìî). Êîãàòî èçó÷àâàìå äàäåíî ìàòå-
ìàòè÷åñêî ïîíÿòèå, å äîáðå äà èìàìå ïðåäñòàâà çà íåãî îò òðè ãëåäíè òî÷êè
(êîãàòî òîâà å âúçìîæíî):

• èíòóèòèâíà/ïðàêòè÷åñêà � ìàòåìàòèêàòà å åçèê è íèå òðÿáâà äà çíàåì
êàêâî îïèñâàò îáåêòèòå, ñ êîèòî òÿ áîðàâè; äà îòáåëåæèì, ÷å â èñòîðè-
÷åñêè ïëàí ìíîãî îò ìàòåìàòè÷åñêèòå ïîíÿòèÿ, â ò.÷. ïðîèçâîäíà, ñà âú-
âåäåíè ïðè èçó÷àâàíåòî íà ðåàëíè ïðîöåñè (íàïðèìåð Íþòîí å èçó÷àâàë
äâèæåíèåòî íà òåëàòà);

• àíàëèòè÷íà (âå÷å äàäîõìå òàêàâà äåôèíèöèÿ çà ïðîèçâîäíàòà);

• ãåîìåòðè÷íà.
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N.B. 4

Îò ïðàêòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà, ïðîèçâîäíàòà îïèñâà ìîìåíòíàòà ñêî-
ðîñò íà èçìåíåíèå íà âåëè÷èíàòà u çà åäèíèöà èçìåíåíèå íà
âåëè÷èíàòà t.

Äà ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1. Êîìïàíèÿ, êîÿòî ïðîèçâåæäà ñòîëîâå, èìà ôèêñèðàíè ðàçõîäè 5000
ëâ. è ïðîèçâîäñòâåí ðàçõîä 30ëâ. íà ñòîë. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà íà
ðàçõîäèòå èìà âèäà cost(q) = 5000 + 30q. Ïðîèçâîäíàòà íà òàçè ôóíêöèÿ å
d cost

dq
= 30ëâ./ñòîë èëè çà âñåêè äîïúëíèòåëåí ñòîë ðàçõîäèòå íà êîìïàíèÿòà

ùå íàðàñòíàò ñ 30 ëâ. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ìåðíàòà åäèíèöà å ÷àñòíîòî
íà ìåðíàòà åäèíèöà íà ôóíêöèÿòà è ìåðíàòà åäèíèöà íà àðãóìåíòà. Â ñëó÷àÿ
ëâ./ñòîë.

Òúé êàòî ôóíêöèÿòà â íàñòîÿùèÿ ïðèìåð å ëèíåéíà, òî èçìåíåíèåòî �è å
åäíàêâî íàâñÿêúäå, ò.å. àêî óâåëè÷èì áðîÿ íà ñòîëîâåòå îò q íà q+1, ðàçõîäèòå
ùå ñå óâåëè÷àò ñ 30 ëâ. Àêî óâåëè÷èì áðîÿ íà ñòîëîâåòå îò q íà q + 2, ùå ñå
óâåëè÷àò ñ 60 ëâ. è ò.í. Èçîáùî êàçàíî, ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå å îòíîøåíèå-
òî íà èçìåíåíèåòî íà ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà (ðàçõîäèòå) è èçìåíåíèåòî íà
àðãóìåíòà (áðîÿ ñòîëîâå).

Ïðèìåð 2. Îêàçâà ñå, ÷å ìîæåì äà îáîáùèì èäåÿòà îò ïðåäõîäíèÿ ïðèìåð è
çà íåëèíåéíè ôóíêöèè. Äà ðàçãëåäàìå ãðàôèêàòà íà ïàðàáîëàòà f(x) = x2 â
èíòåðâàëèòå [0, 1], [0.25, 0.75], [0.45, 0.55]:

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.46 0.48 0.50 0.52 0.54

0.22

0.24

0.26

0.28

0.30

Êàêòî âèæäàìå, äîñòàòú÷íî áëèçî äî òî÷êàòà x = 0.5 ãðàôèêàòà íà íåëèíåé-
íàòà ôóíêöèÿ ïðèëè÷à íà ïðàâà (ò.å íà ëèíåéíà ôóíêöèÿ) è ñëåäîâàòåëíî íèå
ìîæåì äà äåôèíèðàìå ìîìåíòíàòà ñêîðîñò íà èçìåíåíèå â òàçè òî÷êà êàòî
îòíîøåíèåòî íà èçìåíåíèåòî íà ôóíêöèÿòà è èçìåíåíèåòî íà àðãóìåíòà, êàêòî
ïðè ïðèìåðà çà ñòîëîâåòå (íî çà áåçêðàéíî ìàëêî èçìåíåíèå íà àðãóìåíòà) �
ñðàâíè ñ äåôèíèöèÿòà çà ïðîèçâîäíà.

Ïðèìåð 3. Ñúðäå÷íèÿò ðèòúì íà ÷îâåê ìîæå äà áúäå èçìåðåí ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí. Íåêà u(t) å áðîÿò óäàðè íà ñúðöåòî, à âðåìåòî t å èçìåðåíî â ìèíóòè.
Òîãàâà ñúðäå÷íèÿò ðèòúì â ìîìåíòà îò âðåìå t (ò.å áðîÿò óäàðè â ìèíóòà) å
u′(t) � ñ êîëêî óäàðà ñå èçìåíÿ çà åäíà ìèíóòà îáùèÿò áðîé. Ìîæåì äà èí-
òåïðåòèðàìå u′′(t) êàòî âàðèàòèâíîñòòà íà ñúðäå÷íèÿ ðèòúì � êîëêî áúðçî ñå
èçìåíÿ òîé. Ïîñëåäíîòî ñúùî å ñúùåñòâåí êëèíè÷åí ïîêàçàòåë.
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Ïðèìåð 4. Çàêîíúò íà Ìóð ãëàñè, ÷å áðîÿò íà òðàíçèñòîðèòå â åäíà èíòåã-
ðàëíà ñõåìà ñå óäâîÿâà íà âñåêè äâå ãîäèíè. Òîãàâà íèå ìîæåì äà çàïèøåì
ìàòåìàòè÷åñêè òàçè çàâèñèìîñò êàòî

du

dt
=

1

2
u,

êúäåòî u å áðîÿò íà òðàíçèñòîðèòå, à t å âðåìåòî, èçìåðåíî â ãîäèíè.

Ùå ñå âúðíåì ñëåä ìàëêî íà ãåîìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà ïðîèçâîä-
íàòà. Îò ïðàêòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà (êîãàòî ùå ðàáîòèì ñ êîìïþòúð) èìàìå
ïðîáëåì ñ ãðàíè÷íèÿ ïðåõîä. Òàçè îïåðàöèÿ å â îñíîâàòà íà ìíîãî îò òðóä-
íîñòèòå â àíàëèçà. Åòî çàùî ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ôîðìóëè çà ÷èñëåíî
äèôåðåíöèðàíå:

• Ôîðìóëà ñ ðàçëèêà íàïðåä ñ ãðåøêà O(h):

u′(t) ≈ u(t+ h)− u(t)

h
; (1.1)

• Ôîðìóëà ñ ðàçëèêà íàçàä ñ ãðåøêà O(h):

u′(t) ≈ u(t)− u(t− h)

h
; (1.2)

• Ôîðìóëà ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà ñ ãðåøêà O(h2):

u′(t) ≈ u(t+ h)− u(t− h)

2h
. (1.3)

Íà ïðàêòèêà â ãîðíèòå ôîðìóëè �ñìå ïðîïóñíàëè� ãðàíè÷íèÿ ïðåõîä îò äåôè-
íèöèÿòà çà ïðîèçâîäíà, ò.å. àïðîêñèìèðàìå ìîìåíòíàòà ñêîðîñò íà èçìåíåíèå
ñúñ ñðåäíàòà ñêîðîñò çà êðàéíî (ìàëêî) èçìåíåíèå íà àðãóìåíòà h èëè 2h.
Çàñåãà ïðîñòî ôîðìóëèðàõìå îñòàòú÷íèòå ÷ëåíîâå (èëè ãðåøêèòå íà àïðîêñè-
ìàöèÿòà). Òå ñà èçâåæäàíè â êóðñà �×èñëåíè ìåòîäè íà àíàëèçà�, íî íèå ñúùî
ùå îáúðíåì âíèìàíèå íà òÿõíîòî ïîëó÷àâàíå ìàëêî ïî-êúñíî â êóðñà, òúé êàòî
ñàìèÿò ïîäõîä çà òîâà ùå áúäå âàæåí çà íàøèòå öåëè.

N.B. 5

Ïðèâåäåíèòå ïî-ãîðå ôîðìóëè ùå çàåìàò öåíòðàëíî ìÿñòî â íàñ-
òîÿùèÿ êóðñ, òúé êàòî ùå ïîçâîëÿò äà çàìåñòâàìå ïðîèçâîäíèòå
â ðàçãëåæäàíèòå ÄÓ ñ èçðàç, â êîéòî èìà ñàìî àðèòìåòè÷íè îïå-
ðàöèè.

7



Âïðî÷åì, ðàçãëåæäàéêè ãîðíèòå ôîðìóëè, â ÷àñòíîñò (1.1), ìîæåì äà ïðè-
ïîìíèì è îùå åäíà öåíòðàëíà èäåÿ íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç � ëèíåàðèçà-
öèÿ íà ôóíêöèÿ. Îò (1.1) ïîëó÷àâàìå

u(t+ h) ≈ u(t) + u′(t)h, (1.4)

êàòî îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí å O(h2). Äÿñíàòà ñòðàíà â (1.4) ùå íàðè÷àìå ëèíåàðè-
çàöèÿ íà ôóíêöèÿòà u îêîëî òî÷êàòà t.

N.B. 6

Èäåÿòà íà ëèíåàðèçàöèÿòà å, ÷å ïðèáëèæàâàìå (â äîñòàòú÷íî ìàë-
êà îêîëíîñò íà òî÷êàòà) íåëèíåéíèÿ îáåêò (ñ êîéòî ïî ïðèíöèï
ñå ðàáîòè òðóäíî) ñ íåùî ëèíåéíî. Íà òàçè èäåÿ ñå áàçèðàò ìíîãî
ñúùåñòâåíè ðåçóëòàòè îò íåëèíåéíèÿ àíàëèç.
Ãåîìåòðè÷íî, ãðàôèêàòà íà ëèíåàðèçàöèÿòà å äîïèðàòåëíàòà êúì
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà â òî÷êàòà t, à ïðîèçâîäíàòà å íàêëîíúò íà
òàçè äîïèðàòåëíà.

Ïðèìåð 5. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà u(t) = sin t è äà ÿ ëèíåàðèçèðàìå îêîëî
òî÷êàòà t = π/4:

u(t+ h) ≈ sin
π

4
+ h cos

π

4
.

Ãðàôèêèòå íà ôóíêöèÿòà è íåéíàòà ëèíåàðèçàöèÿ èçãëåæäàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Àêî ãè ðàçãëåæäàìå â ïî-ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà t = π/4, âèæäàìå, ÷å äâåòå
çàïî÷âàò äà ñòàâàò âèçóàëíî íåðàçëè÷èìè:
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0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

N.B. 7

Ôîðìóëàòà íà Òåéëúð å îáîáùåíèå, êîåòî íè ïîçâîëÿâà äà íàïðàâèì
ïî-äîáðî ïðèáëèæåíèå íà ôóíêöèÿòà â îêîëíîñò íà äàäåíàòà òî÷êà, êàòî
èçïîëçâàìå ïðîèçâîäíè è îò ïî-âèñîê ðåä:

u(t+ h) = u(t) +
u′(t)

1!
h+

u′′(t)

2!
h2 + · · ·+ un(t)

n!
hn +O(hn+1).

Äà çàáåëåæèì, ÷å î÷åâèäíî çà äà áúäå ãîðíîòî â ñèëà, ôóíêöèÿòà u òðÿáâà
äà å äîñòàòú÷íî ãëàäêà � äà èìà ïîíå n+ 1 íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè.

Ïðèìåð 6. Ïðîäúëæàâàéêè ïðåäõîäíèÿ ïðèìåð, ùå âèçóàëèçèðàìå â èíòåð-
âàëà [0, 2π] ãðàôèêèòå íà ïîëèíîìèòå íà Òåéëúð îò ñòåïåíè îò 1, 2, 10 çà ôóí-
êöèÿòà sinx, ïîëó÷åíè ïðè ðàçâèòèå îêîëî òî÷êàòà t = π/4:

1 2 3 4 5 6

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

1 2 3 4 5 6

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

1 2 3 4 5 6

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Êàêòî ëåñíî ìîæåì äà ñå óâåðèì, ñ óâåëè÷àâàíåòî íà ñòåïåíòà ïîëó÷àâàìå âñå
ïî-òî÷íî ïðèáëèæåíèå íà îðèãèíàëíàòà ôóíêöèÿ (ïðè òîâà âúâ âñå ïî-ãîëÿì
èíòåðâàë ïðèáëèæåíèåòî è ôóíêöèÿòà ñà âèçóàëíî íåðàçëè÷èìè).

1.3 Ìîäåëèðàíå ñ äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

Äà ñå âúðíåì íà âúïðîñà, ÷å â ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè ìíîãî ÷åñòî òúðñèì
ôóíêöèÿ, êîÿòî îïèñâà ñúîòâåòíèÿ ïðîöåñ è, òúé êàòî ìîäåëèòå ñå áàçèðàò íà
çàêîíè, êîèòî íè êàçâàò êàê íåùàòà ñå èçìåíÿò, òî ìîäåëèòå ïðåäñòàâëÿâàò ÄÓ.

Íî êîìó å íåîáõîäèìî äà ðàçãëåæäà òàêèâà ìîäåëè? Îòãîâîðúò å, ÷å íà
ïðàêòèêà òðóäíî ìîæå äà ñå íàìåðè îáëàñò îò íàóêàòà è òåõíîëîãèèòå, â êîÿòî
äà íå ñå èçïîëçâà àïàðàòúò íà ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå.
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Â ðåàëíî âðåìå ñå èç÷èñëÿâàò òðàåêòîðèèòå íà ñàòåëèòèòå. Ñàìîëåòíèòå èí-
æåíåðè ñèìóëèðàò îáòè÷àíåòî íà êðèëàòà íà ñàìîëåòà îò âúçäóøíèÿ ïîòîê
è íàïðåæåíèÿòà, âúçíèêâàùè â íåãîâàòà ñòðóêòóðà. Ñòðîèòåëíèòå èíæåíåðè
ñèìóëèðàò ïîâåäåíèåòî íà äàäåíà ñãðàäà ïðè ðàçëè÷íè ñèòóàöèè. Îò èêîíîìè-
÷åñêà ãëåäíà òî÷êà, òåçè êîìþòúðíè ñèìóëàöèè ïîçâîëÿâàò ïåñòåíåòî íà ìèëè-
îíè, òúé êàòî íå å íåîáõîäèìî äà ñå ïðàâÿò ïðîòîòèïè, ÷ðåç êîèòî äà ñå òåñòâàò
âñè÷êè âúçìîæíè ïîâåäåíèÿ íà ñèñòåìàòà.

Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè è êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè ñå ïðàâÿò îùå çà ïðåäâèæ-
äàíèÿ â îáëàñòòà íà ìåòåîðîëîãèÿòà, çà îïèñâàíå íà ðàçëè÷íè ïðîöåñè â ìåäè-
öèíàòà (íàïðèìåð ïîòîêà íà êðúâòà), çà îïàçâàíå íà îêîëíàòà ñðåäà (íàïðèìåð
çà ñèìóëàöèÿ íà ðàçâèòèåòî íà äàäåí ïåòðîëåí ðàçëèâ) è ò.í.

Ðàçáèðà ñå, ñúùåñòâóâàò è äðóãè âèäîâå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè, îñâåí äè-
ôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð â ïîñëåäíèòå ãîäèíè âñå ïîâå÷å ñå ãîâîðè
çà �big data� è ñå ðàçâèâàò àëãîðèòìè çà îáðàáîòêàòà íà òåçè ãîëåìè ìàñèâè
îò äàííè. Âñå ïàê îáà÷å äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ îïèñâàò îãðîìíà ÷àñò îò
âúçíèêâàùèòå ðåàëíè çàäà÷è.

Äà ïîä÷åðòàåì îùå âåäíúæ, ÷å ïî÷òè íÿìà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë,
îïèñâàí ñ ÄÓ, êîéòî ìîæå äà áúäå ðåøåí òî÷íî, ñ ïîìîùòà íà ïîçíà-
òèòå àíàëèòè÷íè òåõíèêè. Åäèíñòâåíèÿò íà÷èí å äà òúðñèì ïðèáëè-
æåíè ðåøåíèÿ ÷èñëåíî, ñ ïîìîùòà íà êîìïþòúð.

1.4 Êëàñîâå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è çàäà÷è,

êîèòî òå îïèñâàò

Îñíîâíèòå äâà êëàñà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà îáèêíîâåíèòå è ÷àñòíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

1. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ). Òîâà ñà óðàâíåíèÿ,
â êîèòî ó÷àñòâà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà è íåéíèòå ïðî-
èçâîäíè. Íàïðèìåð òúðñèì ôóíêöèÿ u(x) òàêàâà, ÷å

u′′(x) + u′(x) = x+ 1.

Ðàçãëåæäàíåòî íà ÎÄÓ å åñòåñòâåíî íàïðèìåð â ñëåäíèòå ñëó÷àè.
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• Ðàçãëåæäàéêè ñòàöèîíàðíîòî ñúñòîÿíèå íà äàäåí ïðîöåñ, âðåìåòî íå
ó÷àñòâà êàòî íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà.

� Àêî ìîäåëèðàìå îáåêò, êîéòî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî åäíîìå-
ðåí (íàïðèìåð êàáåëúò íà èçîáðàæåíèåòî ïî-äîëó, êîéòî å äúëúã
è òúíúê), å åñòåñòâåíî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ äà å íà åäíà íåçà-
âèñèìà (ïðîñòðàíñòâåíà) ïðîìåíëèâà (ò.å. òúðñèì u(x) =?).

� Ñúùîòî ñå îòíàñÿ è â ñëó÷àÿ, êîãàòî ïðîöåñúò, êîéòî îïèñâàìå,
ñå õàðàêòåðèçèðà ñ îïðåäåëåíà ñèìåòðèÿ. Íàïðèìåð, àêî èìàìå
ðàäèàëíà ñèìåòðèÿ, êàêòî å â ñëó÷àÿ ñ ðàçïðîñòðàíåíèå íà òîï-
ëèíàòà ïî-äîëó, íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ ùå áúäå u(r), êúäåòî r å
ðàçñòîÿíèåòî äî öåíòúðà.

• Äðóãàòà ïðèíöèïíà ñèòóàöèÿ, ïðè êîÿòî íåèçâåñòíîòî å ôóíêöèÿ íà
åäíà ïðîìåíëèâà, å ñëó÷àÿò, êîãàòî ìîäåëèðàìå õîìîãåíåí ïðîöåñ
(èëè äðóã ïðîöåñ, êîéòî íå çàâèñè îò ïðîñòðàíñòâåíè ïðîìåíëèâè).
Àêî ñðåäàòà å õîìîãåííà, ò.å. èçñëåäâàíàòà âåëè÷èíà íå çàâèñè îò
òî÷êàòà â ïðîñòðàíñòâîòî, åäèíñòâåíàòà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà å
âðåìåòî, ò.å. òúðñèì u(t) =?.

Êàòî ïðèìåð ìîæåì äà äàäåì ïðîöåñèòå â õîìîãåíåí áèîðåàêòîð (âæ.
ñõåìàòà ïî-äîëó). Â íåãî èìà ñèñòåìà çà õîìîãåíèçèðàíå íà ñðåäàòà
(íàïðèìåð áúðêàëêà), êîÿòî îñèãóðÿâà ðàâíîìåðíî äîñòèãàíå íà õðà-
íèòåëíèòå âåùåñòâà äî îðãàíèçìèòå, îòãëåæäàíè â ðåàêòîðà. Òîãàâà
êîíöåíòðàöèÿòà èì ùå çàâèñè ñàìî îò âðåìåòî, íî íå è îò òî÷êàòà â
ïðîñòðàíñòâîòî.
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×åñòî, ïðåäïîëîæåíèåòî çà õîìîãåííîñò ñå ïðàâè êàòî ïúðâî ïðèáëèæåíèå
ïðè ìîäåëèðàíåòî íà äàäåí ðåàëåí ïðîöåñ, êîéòî âñúùíîñò íå å õîìîãåíåí.

2. ×àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (×ÄÓ). Â ÷àñòíèòå äèôåðåíöè-
àëíè óðàâíåíèÿ, êàêòî ïîäñêàçâà èìåòî èì, íåèçâåñòíèòå ñà ôóíêöèè íà
íÿêîëêî ïðîìåíëèâè è ó÷àñòâàò òåõíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè. Íàïðèìåð
òúðñèì ôóíêöèÿ u(x, y) òàêàâà, ÷å

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Íà òîçè åòàï ùå ñå îãðàíè÷èì äî òîâà äà íàïðàâèì êëàñèôèêàöèÿ íà
×ÄÓ, êîèòî ùå ðàçãëåæäàìå â êóðñà, ïî îòíîøåíèå íà ïðîìåíëèâèòå,
ó÷àñòâàùè â íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ. Â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè ó÷àñòâà
âðåìåâàòà ïðîìåíëèâà, èëè íå, ãîâîðèì çà íåñòàöèîíàðíè è ñòàöèîíàðíè
çàäà÷è.

• Ñòàöèîíàðíèòå çàäà÷è (â êîèòî íå ó÷àñòâà âðåìåòî t) áèâàò 2-ìåðíè
(íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ å u(x, y)) è 3-ìåðíè u(x, y, z). Òå îïèñâàò ðàâ-
íîâåñíîòî ñúñòîÿíèå íà äàäåí ïðîöåñ.

• Íåñòàöèîíàðíèòå çàäà÷è îïèñâàò âðåìåâàòà åâîëþöèÿ íà äàäåí ïðî-
öåñ. Òå ìîãàò äà áúäàò 1-, 2- èëè 3-ìåðíè. Ñúîòâåòíî íåèçâåñòíàòà
ôóíêöèÿ å u(x, t), u(x, y, t), u(x, y, z, t).

Ñúùåñòâóâàò îùå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñúñ çàêúñíåíèÿ, èíòåãðî-äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ è äð., íî òå îñòàâàò èçâúí ðàìêèòå íà íàñòîÿùèÿ êóðñ.

1.5 Ïðèìåðè çà ÎÄÓ

Òóê ùå ðàçãëåäàìå ñàìî íÿêîëêî ïðèìåðà çà ÎÄÓ, êîèòî ùå èçïîëçâàìå ïî-
íàòàòúê êàòî ìîäåëíè çàäà÷è, âúðõó êîèòî ùå èçëîæèì è èçñëåäâàìå ðàçãëåæ-
äàíèòå ÷èñëåíè ìåòîäè. Ïîâå÷å ïðèìåðè ñ ïðèëîæíà çíà÷èìîñò ùå ðàçãëåäàìå
â ÷àñòòà �Case Study�. Ðàçíîîáðàçíè ïðèìåðè ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè è â [8].
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• Âàæíà ïðè÷èíà çà çíà÷èìîñòòà íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ å ôàêòúò,
÷å ãîëÿìà ÷àñò îò çàêîíèòå íà ôèçèêàòà, õèìèÿòà è ò.í. ïðåäñòàâëÿâàò
èìåííî äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Êàòî ïðèìåð ùå äàäåì ôóíäàìåíòàë-
íèÿ çàêîí íà Íþòîí, íà êîéòî ñå îñíîâàâà îïèñâàíåòî íà âñÿêî äâèæåíèå
â êëàñè÷åñêàòà ìåõàíèêà:

F (t) = ma(t) =⇒ F (t) = m
d2u

dt2
,

êúäåòîm å ìàñàòà íà äàäåíî òÿëî, F (t) è a(t) ñà ñúîòâåòíî (ðåçóëòàíòíàòà)
ñèëà, äåéñòâàùà âúðõó òÿëîòî, è óñêîðåíèåòî â ìîìåíòà îò âðåìå t, à u(t)
å îòìåñòâàíåòî íà òÿëîòî ñïðÿìî íà÷àëíèÿ ìîìåíò.

È òàêà, Çàêîíúò íà Íþòîí ïðåäñòàâëÿâà åäíî ÎÄÓ îò âòîðè ðåä (ò.å. â
íåãî ó÷àñòâà âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u).

• Ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå íàâëèçà âñå ïîâå÷å â îáëàñòòà íà áèîëîãè-
ÿòà (çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ âæ. íàïðèìåð êëàñè÷åñêàòà ìîíîãðàôèÿ [7]).
Íèå ùå ñå ñïðåì íà äâà êëàñè÷åñêè ìîäåëà, îïèñâàùè ðàçâèòèåòî íà äà-
äåíà ïîïóëàöèÿ. Íåêà u(t) å ÷èñëåíîñòòà íà ïîïóëàöèÿòà â ìîìåíòà îò
âðåìå t. Ùå ðàçãëåäàìå ìîäåëèòå íà Ìàëòóñ è Âåðõúëñò.

� Çàêîí íà Ìàëòóñ çà åêñïîíåíöèàëåí ðàñòåæ. Òîé ñå îñíîâàâà íà ïðåä-
ïîëîæåíèåòî, ÷å èçìåíåíèåòî íà ÷èñëåíîñòòà íà ïîïóëàöèÿòà å ïðî-
ïîðöèîíàëíî íà íåéíàòà ÷èñëåíîñò. Çàïèñàíî â òåðìèíèòå íà ìàòå-
ìàòèêàòà, òîâà ïðåäñòàâëÿâà åäíî ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä ïî îòíîøåíèå
íà u:

du

dt
= ru,

êúäåòî ïàðàìåòúðúò r å êîåôèöèåíòúò íà ïðîïîðöèîíàëíîñò è ñå
íàðè÷à êîåôèöèåíò íà åñòåñòâåí ïðèðàñò.
Ëåñíî ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å

u(t) = u(0)ert

å ðåøåíèå íà ìîäåëà íà Ìàëòóñ. Òî îòêðèâà åäèí ñúùåñòâåí ïðîáëåì
íà òîçè ìîäåë � ïðè r > 0 òîé ïðåäâèæäà íåîãðàíè÷åíî íàðàñòâàíå
íà ïîïóëàöèÿòà, êîåòî, ðàçáèðà ñå, íå å ðåàëèñòè÷íî.

� Çàêîí íà Âåðõúëñò çà ëîãèñòè÷åí ðàñòåæ. Òîé ñå îñíîâàâà íà èäåÿ-
òà, ÷å ñúùåñòâóâà ìàêñèìàëíà ÷èñëåíîñò K, êîÿòî æèçíåíàòà ñðåäà
ìîæå äà ïîääúðæà. Ñëåäîâàòåëíî, àêî u = K, òî ïîïóëàöèÿòà íå áè
òðÿáâàëî äà ñå èçìåíÿ ïîâå÷å, ò.å. du/dt = 0 ïðè u = K. Òÿ òðÿáâà
äà íàìàëÿâà ïðè u > K è äà ðàñòå ïðè u < K. Òåçè íàáëþäåíèÿ ñå
îïèñâàò îò ìîäåëà

du

dt
= ru(K − u).

Òî÷íîòî ðåøåíèå íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå å

u(t) =
Ku(0)ert

K + u(0)(ert − 1)
.

Åìïèðè÷íèòå ñâåäåíèÿ ïîòâúðæäàâàò âàëèäíîñòòà íà òîçè ìîäåë, êî-
ãàòî ïîïóëàöèÿòà ñå íàìèðà ïðè áëàãîïðèÿòíè óñëîâèÿ:
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Ìîäåëèòå íà Ìàëòóñ è Âåðõúëñò ïðåäñòàâëÿâàò ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä, êà-
òî â äÿñíàòà ñòðàíà íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà t íå ó÷àñòâà ÿâíî. Òàêèâà
óðàâíåíèÿ ñå íàðè÷àò àâòîíîìíè.

1.6 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè è ðåøåíè çàäà÷è (ïðàê-

òèêóì)

Çàáåëåæêà. Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô çà ñòúïêàòà âúâ ôîðìóëèòå çà ÷èñëåíî äè-
ôåðåíöèðàíå å èçïîëçâàíî îçíà÷åíèå ∆t âìåñòî h, êàêòî å â ïðåäèøíèòå ïàðàã-
ðàôè. Àâòîðèòå ìîëÿò çà èçâèíåíèå çà ëèïñàòà íà ïîñëåäîâàòåëíîñò â îçíà÷å-
íèÿòà. Â áúäåùè âåðñèè íà çàïèñêèòå òîçè íåäîñòàòúê ùå áúäå îòñòðàíåí.

Ïðèìåð 7. Äà ïðèáëèæèì ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = ex â èíòåðâàëà
[0, 10], êàòî èçïîëçâàìå ôîðìóëè (1.1), (1.2) è (1.3) ïðè ∆t = 0.5, ∆t = 0.001 è
∆t = 10−15.

Íà ãðàôèêèòå ïî-äîëó ñà èçîáðàçåíè ïðîèçâîäíàòà íà ex (ò.å. ex) â ñèíüî è
ïðèáëèæåíèÿòà �è, èçïîëçâàéêè ñúîòâåòíî ôîðìóëè (1.1), (1.2) è (1.3) ñ ∆t = 0.5,
â îðàíæåâî:
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◼ (f[t+Δt]-f[t])/Δt

In[81]:= Δt = 0.5;

f[t_] = Exp[t];

DerF[t_] = D[f[t], t];

plotd1 = Plot[{DerF[t], (f[t +Δt] - f[t]) /Δt}, {t, 0, 10}];

◼ (f[t] - f[t-Δt])/Δt

In[85]:= plotd2 = Plot[{DerF[t], (f[t] - f[t -Δt]) /Δt}, {t, 0, 10}];

◼ (f[x+Δt] - f[x-Δt])/(2Δt)

In[86]:= plotd3 = Plot[{DerF[t], (f[t +Δt] - f[t -Δt]) / (2Δt)}, {t, 0, 10}];

In[87]:= GraphicsRow[{plotd1, plotd2, plotd3}]

Out[87]=
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Î÷åâèäíî å, ÷å ôîðìóëàòà ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà äàâà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå.
Ñåãà äà âèäèì êàêâî ñå ñëó÷âà çà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ∆t. Î÷àêâàìå

ïðè íàìàëÿâàíå íà ∆t äà ñå ïîëó÷è ïî-äîáðî ïðèáëèæåíèå. Ðåçóëòàòèòå îò
åêñïåðèìåíòèòå çà ∆t = 0.5, ∆t = 0.001 è ∆t = 10−15 ñà ïîêàçàíè ïî-äîëó:

◼ Δt=0.5

In[8]:= plotStep5 = Plot[{DerF[t], (f[t + 0.5] - f[t]) / 0.5}, {t, 0, 10}];

◼ Δt=0.001

In[9]:= plotStep001 = Plot[{DerF[t], (f[t +0.001] - f[t]) / 0.001}, {t, 0, 10}];

◼ Δt=10^(-15)

In[10]:= plotStepMin15 = Plot[{DerF[t], (f[t +10^(-15)] - f[t]) / 10^(-15)}, {t, 0, 10}];

In[54]:= GraphicsRow[{plotStep5, plotStep001, plotStepMin15}]

Out[54]=
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Íà âòîðàòà ãðàôèêà ãðåøêàòà äåéñòâèòåëíî å íàìàëÿëà. Ïðè ∆t = 10−15 îáà÷å
ïîëó÷åíîòî ïðèáëèæåíèå å ïî-ëîøî. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å ÷èñëàòà â êîìïþ-
òúðà ñå ïðåäñòàâÿò ñ ôèêñèðàí áðîé çíà÷åùè öèôðè. Ïî òàçè ïðè÷èíà, êîãàòî
ìàøèííàòà òî÷íîñò áúäå äîñòèãíàòà (è ñëåäîâàòåëíî íàìàëÿâàíåòî íà ñòúï-
êàòà íå ìîæå ïîâå÷å äà ïîäîáðÿâà òî÷íîñòòà), ãðåøêàòà ùå çàïî÷íå äà ðàñòå
çàðàäè óâåëè÷àâàíåòî íà áðîÿ íà îïåðàöèèòå. Òîâà å è ïðè÷èíàòà çà ïîÿâàòà
íà �øóìà� íà òðåòàòà ãðàôèêà.

Äà ïðèïîìíèì ñëåäíèòå äâå äåôèíèöèè.

Äåôèíèöèÿ 2: Àáñîëþòíà ãðåøêà

Àáñîëþòíà ãðåøêà íàðè÷àìå ðàçëèêàòà ìåæäó òî÷íàòà è ïðèáëèæå-
íàòà ñòîéíîñò ïðè äàäåíà àïðîêñèìàöèÿ:

εa := exact value− approximation.

Äåôèíèöèÿ 3: Îòíîñèòåëíà ãðåøêà

Îòíîñèòåëíà ãðåøêà äåôèíèðàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

εr :=
exact value− approximation

exact value
=

εa
exact value

.

Àáñîëþòíàòà ãðåøêà çà ôîðìóëèòå ñ ðàçëèêà íàïðåä è ðàçëèêà íàçàä, êàêòî
êàçàõìå, å O(∆t). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî íàìàëèì ∆t äåñåò ïúòè, ãðåøêàòà ùå
íàìàëåå îò ïîðÿäúêà íà 10 ïúòè. Çà äà âåðèôèöèðàìå òîçè òåîðåòè÷åí ðåçóëòàò,
íåêà äà íà÷åðòàåì ãðàôèêèòå íà àáñîëþòíèòå ãðåøêè ïðè ∆t = 0.001, ∆t =
0.0001, ∆t = 0.000001,

In[47]:= f[x_] := E^x

absErrorD1Step001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.001] - f[t]) / 0.001, {t, 0, 10}];

absErrorD1Step0001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.0001] - f[t]) / 0.0001, {t, 0, 10}];

absErrorD1Step000001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.000001] - f[t]) / 0.000001, {t, 0, 10}];

GraphicsRow[{absErrorD1Step001, absErrorD1Step0001, absErrorD1Step000001}]

Out[51]=
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Àíàëîãè÷íî, àêî íàìàëèì ∆t âúâ ôîðìóëàòà ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà äåñåò ïúòè,
ãðåøêàòà ùå íàìàëåå îò ïîðÿäúêà íà 100 ïúòè. Ïðè ∆t = 0.001, ∆t = 0.0001,
∆t = 0.00001 ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ãðàôèêè çà àáñîëþòíàòà ãðåøêà:
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In[60]:= absErrorD3Step001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.001] - f[t - 0.001]) / 0.002, {t, 0, 10}];

absErrorD3Step0001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.0001] - f[t - 0.0001]) / 0.0002, {t, 0, 10}];

absErrorD3Step00001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.00001] - f[t - 0.00001]) / 0.00002, {t, 0, 10}];

GraphicsRow[{absErrorD3Step001, absErrorD3Step0001, absErrorD3Step00001}]

Out[63]=
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Ðàçáèðà ñå, àêî èçáåðåì ìíîãî ìàëêî ∆t ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå ùå çàïî÷íàò
äà äîìèíèðàò íàä òî÷íîñòòà íà àïðîêñèìàöèÿòà, êàêòî å âèäíî íà ïîñëåäíàòà
ãðàôèêà.

Ïðèìåð 8. Íåêà ïðèáëèæèì ôóíêöèÿòà x sinx cosx â èíòåðâàëà [0, 10], êàòî
ïîñòðîèì ïîëèíîìà íà Òåéëúð îò ñòåïåí 2, 3, 4 îêîëî x0 = 5.

Çà öåëòà áèõìå ìîãëè äà èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ êîä:

In[47]:= f[x_] := Sin[x]*Cos[x]*x

Df1[x_] = D[f[x], {x, 1}];

Df2[x_] = D[f[x], {x, 1}];

Df3[x_] = D[f[x], {x, 1}];

p2[x_, x0_] := f[x0]+f'[x0] (x -x0)+f''[x0] (x -x0)^2 2!

p3[x_, x0_] := p2[x, x0]+f'''[x0] (x -x0)^3 3!

p4[x_, x0_] := p3[x, x0]+f''''[x0] (x -x0)^4 4!

Plot[{p2[x, 5], p3[x, 5], p4[x, 5], f[x]}, {x, 0, 10},

PlotLegends → {"p2(x)", "p3(x)", "p4(x)", "f(x)"},

PlotStyle → Table[Thickness[0.01], {i, 4}]]

Out[54]=

2 4 6 8 10
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p3(x)
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f(x)

Òîâà, êîåòî å âàæíî äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè óâåëè÷àíå íà ñòåïåíòà íà ïîëèíîìà,
òîé ñå ½çàëåïâà� âñå ïî-äîáðå çà ôóíêöèÿòà îêîëî òî÷êàòà, â êîÿòî ðàçâèâàìå.
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Äðóã èíòåðåñåí âúïðîñ å êàêâî ñå ñëó÷âà, àêî x0 ñå ïðîìåíÿ. Îòãîâîð íà
òîçè âúïðîñ äàâàò ñëåäâàùèòå ãðàôèêè. Íà òÿõ å èçîáðàçåíà ôóíêöèÿòà (â
îðàíæåâî) ïîëèíîìà íà Òåéëúð îò âòîðà ñòåïåí, ïîñòðîåí ñ ðàçâèòèå îêîëî
òî÷êèòå x0 = 2.5, x0 = 5 è x0 = 7.5 (â ñèíüî):

In[58]:= GraphicsRow[{Plot[{p2[x, 2.5], f[x]}, {x, 0, 10}, PlotRange → {{0, 10}, {-20, 20}}],

Plot[{p2[x, 5], f[x]}, {x, 0, 10}, PlotRange → {{0, 10}, {-20, 20}}],

Plot[{p2[x, 7.5], f[x]}, {x, 0, 10}, PlotRange → {{0, 10}, {-20, 20}}]}]

Out[58]=
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Îò ãðàôèêèòå ìîæå äà ñå çàêëþ÷è, ÷å àïðîêñèìàöèÿòà å íàé-äîáðà çà òî÷êè,
êîèòî ñà áëèçî äî òî÷êàòà x0 (êàòî â íåÿ ãðåøêàòà å 0). Ñëåäîâàòåëíî, àêî èñ-
êàìå äà ïîëó÷èì äîáðè ðåçóëòàòè â äàäåí èíòåðâàë, å äîáðà èäåÿ äà ðàçâèâàìå
îêîëî ñðåäàòà íà òîçè èíòåðâàë.

Ñòèãà äà âçåìåì ïîëèíîì îò äîñòàòú÷íî âèñîêà ñòåïåí, òåîðåòè÷íî ìîæåì äà
ïîëó÷èì òîëêîâà äîáðî ïðèáëèæåíèå, êîëêîòî íè å íåîáõîäèìî. Òàêà íàïðèìåð
ïðè ðàçâèòèå îêîëî òî÷êàòà x = 5, íåêà èñêàìå äà ïðèáëèæèì x sinx cosx â
èíòåðâàëà [0, 10] ñ ãðåøêà, ïî-ìàëêà îò 0.1?
In[126]:= f[x_] := Sin[x]*Cos[x]*x

taylorSeries[x_, order_] := f[5]+SumReplaceAll[D[f[y], {y, k}], y → 5.]*(x -5.)^k k!, {k, 1, order};

For[order = 1, order ≤ 100, order++,

maxError = Maximize[{Abs[f[x]-taylorSeries[x, order]], 0 ≤ x ≤ 10}, x][[1]];

If[maxError ≤ 0.1,

Print[{order, maxError}];

Break[]];

];

{28, 0.0780946}

In[129]:= Plot[{f[x], taylorSeries[x, 28]}, {x, -1, 11}, PlotRange → All]

Out[129]=
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Âèæäàìå, ÷å ñ ïîëèíîì îò ñòåïåí 28 ïîëó÷àâàìå æåëàíîòî ïðèáëèæåíèå. Ðàç-
áèðà ñå, òî÷íîñòòà íà ïðàêòèêà âèíàãè å îãðàíè÷åíà îò ìàøèííàòà ãðåøêà.
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Ïðèìåð 9. ×åñòî ôîðìóëàòà íà Òåéëúð ñå èçïîëçâà çà îöåíÿâàíå íà ãðåøêà íà
àïðîêñèìàöèÿ. Òóê ùå èçâåäåì îöåíêè íà ãðåøêàòà çà ôîðìóëèòå çà ÷èñëåíî
äèôåðåíöèðàíå. Çà öåëòà, ùå íàìåðèì ðàçëèêàòà ìåæäó òî÷íîòî è ïðèáëèæå-
íåòî ðåøåíèå è ùå ðàçâèåì â ðåä íà Òåéëúð îêîëî òî÷êàòà t. Ïî òîçè íà÷èí
ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå îöåíêè çà ôîðìóëè (1.1), (1.2) è (1.3):

err1 = f ′(t)− f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
= f ′(t)− f(t) + ∆tf ′(t) +O(∆t2)− f(t)

∆t
= O(∆t),

err2 = f ′(t)− f(t)− f(t−∆t)

∆t
= f ′(t)− f(t)− (f(t)−∆tf ′(t) +O(∆t2))

∆t
= O(∆t),

err3 = f ′(t)− f(t+ ∆t)− f(t−∆t)

∆t
= O(∆t2).

1.7 Öåëè íà íàñòîÿùèÿ êóðñ

Â íàñòîÿùèÿ êóðñ íèå ùå ñå çàíèìàåì ñ âúïðîñà çà ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà
ÄÓ. Äà ïðèïîìíèì íÿêîè îò îñíîâíèòå âúïðîñè, êîèòî ñà îñíîâíè çà ÷èñëåíèòå
ìåòîäè èçîáùî:

• Êîé å ïîäõîäÿùèÿò ìåòîä çà äàäåíà êîíêðåòíà çàäà÷à?

• Óñòîé÷èâîñò íà ìåòîäà � òîçè ñåìåñòúð òîâà ïîíÿòèå ùå çàåìà àáñîëþòíî
öåíòðàëíà ðîëÿ!

• Ñõîäèìîñò íà ìåòîäà (êúì òî÷íîòî ðåøåíèå).

• Îöåíêà íà ãðåøêàòà/òî÷íîñò íà ìåòîäà.

Â íàñòîÿùèÿ êóðñ íèå ùå ðàçãëåäàìå êëàñè÷åñêè ìåòîäè çà ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå
íà ÎÄÓ è ×ÄÓ è íà áàçàòà íà èçâåñòíàòà òåîðèÿ, ðàçëè÷íè ïðèìåðè è ÷èñëå-
íè åêñïåðèìåíòè ùå êîìåíòèðàìå òÿõíàòà ïðèëîæèìîñò çà ðàçëè÷íè êëàñîâå
çàäà÷è.
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Ãëàâà 2

×èñëåíè ìåòîäè çà ÎÄÓ

2.1 Çàäà÷à íà Êîøè çà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä. Îáùà

òåîðèÿ.

Çàïî÷âàìå èçó÷àâàíåòî íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ ñ òåçè çà ðåøàâàíå íà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä, ò.å. ùå ðàçãëåæäàìå ÎÄÓ
îò âèäà

du

dt
= f(t, u(t)).

Óðàâíåíèÿ îò ïî-âèñîê ðåä ìîæåì äà ñâåäåì äî òàêèâà îò ïúðâè ðåä ÷ðåç
ïîëàãàíå. Íàïðèìåð çàêîíúò íà Íþòîí

d2u

dt2
=
F (t)

m

ìîæå äà ñå ñâåäå äî ñèñòåìà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä ÷ðåç ïîëàãàíåòî du/dt = v.
Ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà

du

dt
= v,

dv

dt
=
F (t)

m
.

Îò äðóãà ñòðàíà, ñèñòåìè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî
åäíî âåêòîðíî óðàâíåíèå. Ãîðíèÿ ïðèìåð ìîæåì äà çàïèøåì âúâ âèäà

d

dt

[
u
v

]
=

[
v

F (t)/m

]
èëè îùå

du

dt
= f(t,u(t)),

êúäåòî u = (u, v)T ∈ R2 å âåêòîð è f(t,u) = (v, F (t)/m)T å âåêòîðíà ôóíêöèÿ
f : R× R2 → R2.

Êàçàíîòî äîòóê íè äàâà îñíîâàíèå äà ðàçãëåæäàìå èìåííî óðàâíåíèÿ îò
ïúðâè ðåä. Îáùèÿò èì âèä å

du

dt
= f(t,u(t)),
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êúäåòî u ∈ Rn è f : R× Rn → Rn.
Çà äà áúäå ðåøåíèåòî îïðåäåëåíî åäíîçíà÷íî, å íåîáõîäèìî (ìàêàð è íå

äîñòàòú÷íî) äà çíàåì ïîíå åäíà òî÷êà îò íåãî.
È òàêà, îáùàòà çàäà÷à, êîÿòî ùå ðàçãëåæäàìå, å ò.íàð. çàäà÷à íà

Êîøè:
du

dt
= f(t,u(t)), t ∈ (t0,+∞)

u(t0) = u0.
(2.1)

Ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè íàðè÷àìå íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà
ôóíêöèÿ u : R→ Rn, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî è íà÷àëíîòî óñëîâèå.

Ïúðâèÿò âúïðîñ, íà êîéòî òðÿáâà äà îòãîâîðèì, ïðåäè äà çàïî÷íåì äà ðåøà-
âàìå äàäåíà çàäà÷à, å, ðàçáèðà ñå, èìà ëè òÿ ðåøåíèå è, àêî äà, åäèíñòâåíî
ëè å òî. Ìîæå äà ñå îòãîâîðè ïîëîæèòåëíî íà òîçè âúïðîñ çà çàäà÷àòà íà Êî-
øè ïðè ïðîèçâîëíè íà÷àëíè äàííè, àêî äÿñíàòà ñòðàíà å �äîñòàòú÷íî õóáàâà�
ôóíêöèÿ. Â íàñòîÿùèÿ êóðñ íèå âèíàãè ùå ïðèåìàìå, ÷å òîâà å òàêà!
Òîâà íå å ñúùåñòâåíî îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, òúé êàòî èçèñêâàíèÿòà, êî-
èòî ñå íàëàãàò êúì äÿñíàòà ñòðàíà, çà äà èìà çàäà÷àòà íà Êîøè åäèíñòâåíî
ðåøåíèå, îáèêíîâåíî ñà èçïúëíåíè çà çàäà÷èòå, âúçíèêâàùè íà ïðàêòèêà.

Íåêà D å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â Rn+1 è f(t, u) å äåôèíèðàíà â D.

Òåîðåìà (Peano). Íåêà ôóíêöèÿòà f(t, u) å íåïðåêúñíàòà â îáëàñòòà D.
Òîãàâà çà âñÿêà òî÷êà (t0, u0) ∈ D çàäà÷àòà íà Êîøè (2.1) èìà ðåøåíèå
u(t), êîåòî å äåôèíèðàíî ïîíå çà íÿêàêúâ èíòåðâàë t ∈ (t0 − α, t0 + α).

Äîêàçàòåëñòâî. Äâåòå íàé-ïîïóëÿðíè äîêàçàòåëñòâà íà òàçè òåîðåìà ìî-
ãàò äà ñå íàìåðÿò â [4, 5]. Ïúðâîòî èçïîëçâà îñíîâíè òåîðåìè îò îáëàñòòà
íà ôóíêöèîíàëíèÿ àíàëèç, à âòîðîòî å äèðåêòíî.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) e ëèïøèöîâà â îáëàñòòà Ω,
àêî ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíî ÷èñëî K òàêîâà, ÷å

‖f(x)− f(y)‖ ≤ K‖x− y‖, ∀x, y ∈ Ω.

Òåîðåìà (Picard-Lindel�of). Àêî f(t, u) å íåïðåêúñíàòà â D è Ëèïøèöîâà
ïî îòíîøåíèå íà u â D, ò.å.

‖f(t, u)− f(t, v)‖ ≤ K‖u− v‖, ∀(t, u), (t, v) ∈ D è íÿêîå K > 0,

òîãàâà çà âñÿêî (t0, u0) ∈ D ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå u(t) òàêîâà,
÷å u(t0) = u0

Äîêàçàòåëñòâî. Âæ. [4, 5].

Çàáåëåæêà. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å òåîðåìèòå çà ñúùåñòâóâàíå è åäèí-
ñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî ñà ëîêàëíè, ò.å. ðåøåíèåòî u(t) ìîæå äà íå å äåôè-
íèðàíî çà âñÿêî t, à ñàìî â íÿêàêúâ èíòåðâàë [t0, T ).
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Ïîâå÷å ïîäðîáíîñòè îòíîñíî îáùàòà òåîðèÿ íà ÎÄÓ (íàïðèìåð ïðîäúë-
æèìîñò íà ðåøåíèÿòà, óñëîâèÿ çà ãëàäêîñò íà ðåøåíèÿòà, óñòîé÷èâîñò ïî
íà÷àëíè äàííè, êà÷åñòâåíà è àñèìïòîòè÷åí àíàëèç íà ðåøåíèÿòà è ò.í.)
ìîãàò äà ñå íàìåðÿò â [4, 5].

2.2 Èäåÿ íà äèôåðåí÷íèòå ìåòîäè çà çàäà÷àòà íà

Êîøè çà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä

Êàêòî êàçàõìå, íàé-îáùî, çàäà÷àòà íà Êîøè çà îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå èëè ñèñòåìà îò ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä èìà âèäà

du

dt
= f(t,u(t)), t ∈ (t0,+∞),

u(t0) = u0,
(2.2)

êúäåòî â îáùèÿ ñëó÷àé íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u(t) å âåêòîðíà ôóíêöèÿ u : R→
Rn. Ùå ïðèåìàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : R× Rn → Rn å äîñòàòú÷íî ãëàäêà, òàêà ÷å
ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè (2.1) è ìîãàò äà áúäàò
íàïðàâåíè èçïîëçâàíèòå ïî-íàòàòúê Òåéëúðîâè ðàçâèòèÿ íà f.

Êîìïþòúðúò, ðàçáèðà ñå, íå ìîæå äà ïðàâè áåçêðàéíè ïðåñìÿòàíèÿ. Ñ äðóãè
äóìè, òðÿáâà äà çíàåì äîêîãà äà èíòåãðèðàìå.

• Â íÿêîè çàäà÷è ùå èñêàìå äà íàìåðèì ðåøåíèåòî â ïðåäâàðèòåëíî èçâåñ-
òåí èíòåðâàë t ∈ [t0, T ].

• Â äðóãè çàäà÷è ìîæå äà èñêàìå äà èíòåãðèðàìå, äîêàòî å èçïúëíåíî ïðåä-
âàðèòåëíî çàäàäåíî óñëîâèå, íàïðèìåð äîêàòî ñòîéíîñòòà íà u ñòàíå 0.

• Â íÿêîè ïðîáëåìè èñêàìå äà çíàåì êàêâî å ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà ïðè
t→∞. Â òîçè ñëó÷àé òðÿáâà äà èíòåãðèðàìå äîòîãàâà, êîãàòî ñòàíå ÿñíî
êàêâî å ïîâåäåíèåòî çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè âðåìåíà. Çàñåãà ùå îñòàâèì
òîçè äîñòà îáù îòãîâîð çà òîçè ñëó÷àé è ùå ñå âúðíåì íà íåãî ïî-êúñíî.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ïðîìåíëèâèòå t è u ñà íåïðåêúñíàòè. Íàøàòà öåë
ùå áúäå äà ãè çàìåíèì ñ äèñêðåòíè, òàêà ÷å çàäà÷àòà äà áúäå ñâåäåíà äî àë-
ãåáðè÷íà è ñëåäîâàòåëíî äà ìîæå äà áúäå ðåøåíà ñ ïîìîùòà íà ñòàíäàðòíè
÷èñëåíè ìåòîäè. Îñíîâíèÿò âúïðîñ å êàê òàçè ½çàìÿíà� äà ñå íàïðàâè òàêà,
÷å äà ïîëó÷èì äîáðî ïðèáëèæåíèå íà ðåøåíèåòî íà îðèãèíàëíàòà çàäà÷à íà
Êîøè.

N.B. 8

Âúâåæäàìå ìðåæàòà

ωh = {ti = t0 + ih, i = 0, n, n = (T − t0)/h}.

Ùå òúðñèì ïðèáëèæåíèòå ñòîéíîñòè íà ðåøåíèåòî èìåííî â òî÷êèòå îò
òàçè ìðåæà. Ñòîéíîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â òî÷êàòà ti ùå áåëå-
æèì ñ yi, ò.å. èñêàìå

yi ≈ u(ti) = ui.
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æ

æ

æ

æ

t0 t1 ti tn
h

yi

Çà ïîñòðîÿâàíå íà ÷èñëåíà ñõåìà çà íàìèðàíå íà ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî
ðåøåíèå ìîæåì äà ïîäõîäèì, êàòî àïðîêñèìèðàìå îðèãèíàëíàòà äèôåðåíöèàë-
íà çàäà÷à (2.1).

N.B. 9

Òàêà, çàïî÷âàéêè ñ y0 = u0, íàøàòà öåë ùå áúäå ïîñëåäîâàòåëíî äà íà-
ìåðèì y1, y2, . . . èëè, èçîáùî êàçàíî, àêî ñìå íàìåðèëè yi äà íàìåðèì yi+1

çà i = 0, n− 1.

2.3 Ìåòîäè íà Îéëåð

2.3.1 ßâåí è íåÿâåí ìåòîä íà Îéëåð � âúâåäåíèå

Àëãîðèòúì 1: ßâåí ìåòîä íà Îéëåð

ßâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð å íàé-ïðîñòèÿò ìåòîä çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå
íà ÎÄÓ. Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà çà ÷èñëåíî äèôåðåíöèðàíå ñ ðàçëèêà
íàïðåä â òî÷êàòà ti

u′(ti) ≈
u(ti+1)− u(ti)

h
,

äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à (2.1) ñå àïðîêñèìèðà âúðõó ìðåæàòà ωh ñ àëãåá-
ðè÷íàòà çàäà÷à

yi+1 − yi
h

= f(ti, yi), i = 0, n− 1,

y0 = u0.

Òîãàâà çà ïðåñìÿòàíèÿòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ìîæåì äà èçïîëçâàìå
ñõåìàòà

y0 = u0, yi+1 = yi + hf(ti, yi), i = 0, n− 1. (2.3)

Ïðèìåð 10. Íåêà èçïîëçâàìå ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð çà çàäà÷àòà íà Êîøè

du

dt
= −u, 0 < t ≤ 1,

u(0) = 100

ïðè n = 4, 50, 250 è äà ñðàâíèì ðåçóëòàòèòå ñ òî÷íîòî ðåøåíèå

u(t) = 100e−t.
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Çà êîíêðåòíàòà çàäà÷à, (2.3) äîáèâà âèäà

y0 = 100, y1 = (1− h)y0, y2 = (1− h)y1 = 100(1− h)2, . . . .

Ðåøåíèÿòà çà n = 4, 50, 250 ñà ïîêàçàíè ïî-äîëó, êàòî ÷åðâåíàòà êðèâà èçîáðà-
çÿâà òî÷íîòî ðåøåíèå.
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Ãðåøêèòå ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò â òî÷êèòå îò ìðåæàòà ωh ñà èçîáðàçåíè
ïî-äîëó:
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N.B. 10

Âèæäàìå, ÷å ñ óâåëè÷àâàíå íà áðîÿ íà âúçëèòå (è ñëåäîâàòåëíî íàìàëÿâà-
íå íà h) ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå çàïî÷âà äà ñå ïðèáëèæàâà êúì òî÷íîòî.
Òîâà èëþñòðèðà ïúðâîòî âàæíî ñâîéñòâî, êîåòî èñêàìå äà ïðèòåæàâà äà-
äåí ÷èñëåí ìåòîä � äà áúäå ñõîäÿù êúì òî÷íîòî ðåøåíèå, ò.å. ïðè
n→∞ ãðåøêàòà äà êëîíè êúì 0. Ùå ñå âúðíåì îòíîâî íà òîçè âúïðîñ è
òîãàâà ùå ãî ôîðìóëèðàìå ïî-òî÷íî.

Àëãîðèòúì 2: Íåÿâåí ìåòîä íà Îéëåð

Íåÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð ñå îñíîâàâà íà ôîðìóëàòà çà ÷èñëåíî äè-
ôåðåíöèðàíå ñ ðàçëèêà íàçàä. Àïðîêñèìàöèÿòà íà (2.1) èìà âèäà

yi − yi−1

h
= f(ti, yi), i = 1, n,

y0 = u0.

Òîãàâà çà ïðåñìÿòàíèÿòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ìîæåì äà èçïîëçâàìå
ñõåìàòà

y0 = u0, yi+1 = yi + hf(ti+1, yi+1), i = 0, n− 1. (2.4)

Äåôèíèöèÿ 4: Íåÿâåí ìåòîä

Íà âñÿêà ñòúïêà îò àëãîðèòúìà, çà äà ïîëó÷èì ñòîéíîñòòà íà ïðèáëèæå-
íîòî ðåøåíèå â ti+1, òðÿáâà äà ðåøèì åäíî (â îáùèÿ ñëó÷àé íå-
ëèíåéíî) óðàâíåíèå îòíîñíî yi+1, òúé êàòî yi+1 ó÷àñòâà è â äÿñíàòà
ñòðàíà. Ïî òàçè ïðè÷èíà íàðè÷àìå ìåòîäà íåÿâåí.
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Ïðèìåð 11. Äà ðåøèì ñåãà çàäà÷àòà íà Êîøè îò ïðèìåðà 10, êàòî èçïîëçâàìå
íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð.

Çàïî÷âàéêè ñ íà÷àëíîòî óñëîâèå y0 = 100, íà âñÿêà ñëåäâàùà ñòúïêà òðÿáâà
äà ðåøèì óðàâíåíèåòî

yi+1 = yi − hyi+1, i = 0, n− 1,

â êîåòî íåèçâåñòíîòî å yi+1. Â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé ïîëó÷åíîòî óðàâíåíèå å ëè-
íåéíî è ìîæå äà áúäå ðåøåíåíî ëåñíî:

y1 =
100

1 + h
, y2 =

y1

1 + h
=

100

(1 + h)2
, . . . .

Â îáùèÿ ñëó÷àé îáà÷å ùå ñå íàëîæè äà áúäàò ðåøàâàíè ìíîãî íà áðîé
íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 12. Çà çàäà÷àòà íà Êîøè

du

dt
= sinu+

√
u− t, t ∈ (0, T ],

u(0) = 100.

íà âñÿêà èòåðàöèÿ ïî íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð ùå òðÿáâà äà ðåøèì íåëèíåéíîòî
óðàâíåíèå

yi+1 = yi + h(sin yi+1 +
√
yi+1 − ti+1).

Çà òàçè öåë ùå áúäå íåîáõîäèìî èçïîëçâàíåòî íà ìåòîä çà ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå
íà íåëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ. Íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿò ìåòîä å ìåòîäúò
íà Íþòîí.

Ðåøåíèÿòà çà n = 6, 50, 250 ñà ïîêàçàíè ïî-äîëó, êàòî ÷åðâåíàòà êðèâà èçîá-
ðàçÿâà òî÷íîòî ðåøåíèå.
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2.3.2 Ëîêàëíà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ

Åäèíèÿò îñíîâåí âúïðîñ, ñâúðçàí ñ ïðèëîæèìîñòòà íà äàäåí ìåòîä, å íåãîâàòà
òî÷íîñò.

Ïðè ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð àïðîêñèìèðàìå

ui+1 − ui
h

= f(ti, ui) +O(h) (2.5)

ñ
yi+1 − yi

h
= f(ti, yi), (2.6)

à ïðè íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð

ui+1 − ui
h

= f(ti+1, ui+1) +O(h) (2.7)
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ñ
yi+1 − yi

h
= f(ti+1, yi+1), (2.8)

ò.å. àïðîêñèìèðàìå äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå ñ äèôåðåí÷íî, êàòî ïðåíåáðåã-
âàìå îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí O(h). Êàçâàìå, ÷å òåçè ìåòîäè èìàò ëîêàëíà ãðåøêà íà
àïðîêñèìàöèÿ O(h).

Äåôèíèöèÿ 5: Ëîêàëíà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ (ËÃÀ)

ËÃÀ çà åäèí äèôåðåí÷åí ìåòîä

yi+1 − yi
h

= θ(t, y)

íàðè÷àìå ðàçëèêàòà ìåæäó ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà, ïðåñìåòíàòà çà òî÷-
íîòî ðåøåíèå, ò.å.

ψi,h :=
ui+1 − ui

h
− θ(t, u),

êúäåòî t = (t0, t1, · · · , tn), y = (y0, y1, · · · , yn) è u = (u0, u1, · · · , un).

Äà îáñúäèì ìàëêî ïî-âíèìàòåëíî äåôèíèöèÿòà. ßñíî å çàùî å ãðåøêà íà
àïðîêñèìàöèÿ � òîâà å ãðåøêà ïðè àïðîêñèìàöèÿòà íà ÄÓ ñ äèôåðåí÷íî óðàâ-
íåíèå, íî çàùî å ëîêàëíà? Òîâà å ãðåøêàòà, êîÿòî ïîëó÷àâàìå ëîêàëíî, çà
åäíà ñòúïêà îò àëãîðèòúìà. Äåéñòâèòåëíî, àêî äî ti ñìå ñìÿòàëè àáñîëþò-
íî òî÷íî, ò.å. yi = ui, òî ËÃÀ å òî÷íî îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí, êîéòî ïðåíåáðåãâàìå çà
äà ïîëó÷èì äèôåðåí÷íîòî óðàâíåíèå âìåñòî äèôåðåíöèàëíîòî.

Ðàçáèðà ñå, íèå ñå èíòåðåñóâàìå îò ãëîáàëíàòà ãðåøêà ui− yi, êúäåòî yi å
ñòîéíîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå, ñëåä êàòî ñà ìèíàëè âñè÷êèòå ïðåäèøíè
i− 1 ñòúïêè íà àëãîðèòúìà.

Îêàçâà ñå, ÷å àêî åäíîñòúïêîâ ìåòîä èìà ËÃÀ O(hp), òî è ãëîáàëíàòà ãðåøêà
e O(hp) ïðè h→ 0.Ùå óòî÷íèì òîçè âúïðîñ ïî-êúñíî, êàòî ùå èìàìå ñïåöèàëíà
ëåêöèÿ ïî òåìàòà. Çàñåãà å äîñòàòú÷íî äà çíàåì, ÷å ËÃÀ íè äàâà èíôîðìàöèÿ
çà ñõîäèìîñòòà íà ìåòîäà.

Ñåãà äà èçâåäåì ËÃÀ çà ÿâíèÿ è íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð äèðåêòíî (áåç
äà èçïîëçâàìå îöåíêàòà íà ãðåøêàòà çà ôîðìóëèòå çà ÷èñëåíî äèôåðåíöèðàíå,
êîÿòî âñúùíîñò íå ñìå äîêàçàëè). Îò åäíà ñòðàíà ñàìèÿò ïîäõîä ùå áúäå ìíîãî
âàæåí çà íàñ â êóðñà íàòàòúê. Îò äðóãà ñòðàíà, òàêà ùå èçâåäåì è îöåíêèòå íà
ãðåøêàòà çà ôîðìóëèòå çà ÷èñëåíî äèôåðåíèöèðàíå.

ËÃÀ çà ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð èìà âèäà

ψh,i :=
ui+1 − ui

h
− f(ti, ui)

=
1

h

(
ui +

u′i
1!
h+

u′′i
2!
h2 +O(h3)− ui

)
− u′i

=
u′′i
2
h+O(h2) = O(h).

(2.9)

Ñëåäîâàòåëíî ËÃÀ íà ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð (ïðè ïðåäïîëîæåíèå çà íåïðåêúñ-
íàòà âòîðà ïðîèçâîäíà íà òúðñåíîòî ðåøåíèå) å O(h). ËÃÀ çà íåÿâíèÿ ìåòîä
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íà Îéëåð èìà âèäà

ψh,i :=
ui+1 − ui

h
− f(ti+1, ui+1)

=
1

h

(
ui+1 −

(
ui+1 −

u′i+1

1!
h+

u′′i+1

2!
h2 +O(h3)

))
− u′i+1

=
u′′i+1

2
h+O(h2) = O(h).

(2.10)

Ïîñëåäíèÿò èçâîä å íàïðàâåí ïðè ïðåäïîëîæåíèå çà íåïðåêúñíàòà âòîðà ïðî-
èçâîäíà íà òúðñåíîòî ðåøåíèå.

Ñ äðóãè äóìè, è â äâàòà ñëó÷àÿ

||ψh||C = O(h),

êúäåòî ψh = (ψ1, ψ2, · · · , ψn), a ||ψh||C := max1≤i≤n |ψi|. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å íà âñÿ-
êà ñòúïêà, àêî ïðèëàãàìå ìåòîäèòå íà ÿâíèÿ èëè íåÿâíèÿ Îéëåð âúðõó òî÷íîòî
ðåøåíèå íà çàäà÷àòà ùå âíåñåì íàé-ìíîãî ãðåøêà îò ïîðÿäúêà íà ñòúïêàòà h.

2.3.3 Ñõåìà ñ òåãëî. Ïîäîáðåí ìåòîä íà Îéëåð.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å ÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð àïðîêñèìèðà çàäà÷àòà íà Êîøè (2.1)
ñ ðàçëèêà íàïðåä

yi+1 − yi
h

= f(ti, yi), (2.11)

à íåÿâíèÿò � ñ ðàçëèêà íà íàçàä

yi+1 − yi
h

= f(ti+1, yi+1). (2.12)

Àêî âçåìåì ñ òåãëî σ àïðîêñèìàöèÿòà ïî ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð, à ñ òåãëî 1−σ
� òàçè ïî íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð, òî ùå ïîëó÷èì ñëåäíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà:

yi+1 − yi
h

= σf(ti, yi) + (1− σ)f(ti+1, yi+1). (2.13)

Òàçè ñõåìà ñå íàðè÷à äèôåðåí÷íà ñõåìà ñ òåãëî çà çàäà÷àòà íà Êîøè. Âúïðîñúò
å äàëè ìîæåì äà èçáåðåì σ òàêà, ÷å äà ïîëó÷èì ïî-äîáðà ËÃÀ.

ψh,i =
ui+1 − ui

h
− σf(ti, ui)− (1− σ)f(ti+1, ui+1)

=
1

h
(ui+1 − ui)− σu′i − (1− σ)u′i+1

=
1

h
(ui +

u′i
1!
h+

u′′i
2!
h2 +

u′′′i
3!
h3 +O(h4)− ui)− σu′i

− (1− σ)

(
u′i +

u′′i
1!
h+

u′′′i
2!
h2 +O(h3)

)
=

(
h

2
− (1− σ)h

)
u′′i +

(
h2

6
− (1− σ)

h2

2

)
u′′′i +O(h3).

Ñëåäîâàòåëíî ãðåøêàòà íà âñè÷êè ìåòîäè ñ òåãëî å O(h). Çà äà áúäå ãðåøêàòà
îò ïî-âèñîê ðåä å äîñòàòú÷íî

h

2
− (1− σ)h = 0⇒ σ =

1

2
.
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Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ïðè òîâà ïîëîæåíèå ÷ëåíîâåòå, â êîèòî ó÷àñòâà òðå-
òàòà ïðîèçâîäíà íå ìîãàò äà ñå óíèùîæàò.

Àëãîðèòúì 3: Ïîäîáðåí ìåòîä íà Îéëåð

Ìåòîäúò, êîéòî ñå ïîëó÷àâà îò ñõåìàòà ñ òåãëî ïðè σ = 1
2
, å èçâåñòåí êàòî

ïîäîáðåí ìåòîä íà Îéëåð:

yi+1 − yi
h

=
f(ti, yi) + f(ti+1, yi+1)

2
.

Òîé èìà âòîðè ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ.

Çàáåëåæêà. Ìîæåõìå (ìàêàð è ñ ìàëêî ïîâå÷å ñúîáðàçèòåëíîñò) äà èçïîëçâàìå
ôîðìóëàòà çà öåíòðàëíà ðàçëèêà ïðè èçâåæäàíåòî íà ïîäîáðåíèÿ ìåòîä íà
Îéëåð.

N.B. 11

ßâíèÿò è íåÿâíèÿò ìåòîäè íà Îéëåð èìàò ËÃÀ O(h) (è ïúðâè ðåä íà
ñõîäèìîñò). Ïîäîáðåíèÿò ìåòîä íà Îéëåð èìà ËÃÀ O(h2) è âòîðè ðåä íà
ñõîäèìîñò.

2.3.4 Äðóãè ïîäõîäè çà ïîëó÷àâàíå íà ìåòîäèòå íà Îéëåð

Àïðîêñèìèðàíå íà åêâèâàëåíòíî èíòåãðàëíî óðàâíåíèå

Íåêà äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè (2.1). Àêî èíòåãðèðàìå äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå â ãðàíèöè [0, t], ùå ïîëó÷èì

u(t) = u0 +

∫ t

0

f(s, u(s))ds

èëè àíàëîãè÷íî ìîæåì äà çàïèøåì

u(ti+1) = u(ti) +

∫ ti+1

ti

f(s, u(s))ds, (2.14)

êîåòî äèðåêòíî íè äàâà âðúçêà ìåæäó ñòîéíîñòòà â i-òàòà i+1-âàòà òî÷êà, êîåòî
å íàøàòà öåë.

Ïî òîçè íà÷èí ñöåæäàìå ðåøàâàíåòî çàäà÷àòà íà Êîøè (2.1) äî ðåøàâàíå
íà èíòåãðàëíî óðàâíåíèå. Òîâà îáà÷å íå îïðîñòÿâà ñúùåñòâåíî ïðîáëåìà, òúé
êàòî å èçâåñòíî, ÷å ïîâå÷åòî èíòåãðàëè íå ìîãàò äà ñå ñìåòíàò àíàëèòè÷íî. Çà-
òîâà â îáùèÿ ñëó÷àé è å íåîáõîäèìî äà àïðîêñèìèðàìå èíòåãðàëà â (2.14) ïî
ïîäõîäÿù íà÷èí. Àêî èçïîëçâàìå åëåìåíòàðíàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà ëå-
âèòå ïðàâîúãúëíèöè, íà äåñíèòå ïðàâîúãúëíèöè èëè íà òðàïåöèòå ùå ïîëó÷èì
ñúîòâåòíî ÿâíèÿ, íåÿâíèÿ èëè ïîäîáðåíèÿ ìåòîä íà Îéëåð.

Çà òåçè èçâåæäàíèÿ ïðî÷åòè [3], ñòð.12.
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Ãåîìåòðè÷åí ïîäõîä

Ãåîìåòðè÷íî, ÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð ñå îñíîâàâà íà êëàñè÷åñêàòà èäåÿ â àíàëè-
çà � ëèíåàðèçàöèÿòà. Òîâà îçíà÷àâà,÷å ãåîìåòðè÷íî ïðèáëèæàâàìå ãðàôèêàòà
íà ôóíêöèÿòà u ñ íåéíàòà äîïèðàòåëíà, êîÿòî äàâà ïðèáëèæåíèå â äîñòàòú÷íî
ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà, â êîÿòî ëèíåàðèçèðàìå. Òóê ïðî÷åòè ñòð.12, ò.1
â ïàðàãðàô 1.2 â [3].

Çà äîáðà âèçóàëíà èëþñòðàöèÿ íà ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà ÿâíèÿ ìåòîä íà
Îéëåð, âæ.
https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-bc/bc-di�erential-equations-new/bc-
7-5/v/eulers-method.

2.3.5 A-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò

Êàçàõìå, ÷å ËÃÀ íè ïîçâîëÿâà äà îïðåäåëèì ðåäà íà ñõîäèìîñò çà äàäåí åä-
íîñòúïêîâ ìåòîä çà çàäà÷àòà íà Êîøè çà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä. Îò äðóãà ñòðàíà,
òîâà, ÷å çà äîñòàòú÷íî ìàëêî h ãðåøêàòà êëîíè êúì 0, äàëå÷ íå îç-
íà÷àâà, ÷å çà ïî-ìàëêè ñòîéíîñòè íà h ïîâåäåíèåòî íà ìåòîäà ùå å
äîáðî. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 13. Ðåøàâàìå çàäà÷àòà íà Êîøè

du

dt
= 10u(1− u), t ∈ (0, 6],

u(0) = 0.01
(2.15)

ñ ÿâíèÿ è íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð çà n = 10, 20, 35, 75, 500.
Ïðèâåæäàìå ðåçóëòàòèòå îò ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà ïî-äîëó.
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n Íåÿâåí Îéëåð ßâåí Îéëåð

10

20

35

75

500

È òàêà, î÷åâèäíî ÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð íÿìà äîáðî ïîâåäåíèå çà ìàëêè
ñòîéíîñòè íà n (ò.å. ãîëÿìà ñòúïêà h). Òàêúâ ïðîáëåì íå ñå íàáëþäàâà ïðè
íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð. Òîâà å ñâúðçàíî ñ ïîíÿòèÿòà àáñîëþòíà óñòîé÷èâîñò
(À-óñòîé÷èâîñò) è ìîíîòîííîñò íà ìåòîäèòå.

Çà äà âúâåäåì òåçè ïîíÿòèÿ, ïúðâî òðÿáâà äà èçÿñíèì íÿêîè ñâîéñòâà íà
ðåøåíèÿòà íà åäíî ÎÄÓ.

Óñòîé÷èâîñò íà çàäà÷àòà ñðåùó óñòîé÷èâîñò íà ìåòîäà

Ùå çàïî÷íåì ñ åäèí ïðèìåð.

30



Ïðèìåð 14. Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà

u′′ − 10u′ − 11u = 0,

u(0) = 1, u′(0) = −1.

Ðåøåíèåòî �è å u(x) = e−x. Íåêà ñåãà ìàëêî ïðîìåíèì ïúðâîòî íà÷àëíî óñëîâèå
íà u(0) = 1 + ε. Ðåøåíèåòî íà òàêà ïîëó÷åíàòà çàäà÷à å ũ(x) =

(
1 + 11

12
ε
)
e−x +

ε
12
e11x. Íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà ñà ïîñòðîåíè ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå u(x) è

ũ(x) ïðè ε = 10−15.

Out[11]=

1 2 3 4 5

0.5

1.0

1.5

2.0

u(x)

ũ (x)

Âèæäàìå, ÷å äâåòå ãðàôèêè çàïî÷âàò áúðçî äà ñå ðàçëè÷àâàò ñúùåñòâåíî.
Êàçâàìå, ÷å ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà å íåóñòîé÷èâî. Ìàëêà ïðîìÿíà íà
âõîäíèòå äàííè âîäè äî ãîëÿìà ïðîìÿíà â òî÷íîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.

N.B. 12

Íàìèðàíåòî íà íåóñòîé÷èâè ðåøåíèÿ å ëîøî îáóñëîâåíà çàäà÷à. Ãðåø-
êèòå îò çàêðúãëÿâàíå è àïðîêñèìàöèÿ ïðè èçïîëçâàíåòî íà ÷èñëåíè ìåòî-
äè íåìèíóåìî ùå äîâåäàò äî åôåêò, êàêúâòî íàáëþäàâàõìå â ïðåäõîäíèÿ
ïðèìåð.

Ìíîãî îò ïðîöåñèòå â ïðèðîäàòà îáà÷å âîäÿò äî ìîäåëè, êîèòî ñå õàðàê-
òåðèçèðàò ñ óñòîé÷èâè ðåøåíèÿ, òúé êàòî íåùàòà â ïðèðîäàòà îáèêíîâåíî �ñå
ñòðåìÿò� êúì äîñòèãàíåòî íà íÿêàêâî óñòîé÷èâî ñúñòîÿíèå. Äà îòáåëåæèì, ÷å
âñå ïàê èìà ïðîöåñè, êîèòî íå ñà òàêèâà. Íàïðèìåð òîâà å ïðè÷èíàòà, ïîðàäè
êîÿòî ìåòåîðîëîãè÷íèòå ïðîãíîçè íå ìîãàò äà ñå ïðàâÿò ñ âèñîêà òî÷íîñò çà äú-
ëúã ïåðèîä îò âðåìå. Òúé êàòî çà ïðåñìÿòàíåòî íà ìåòåîðîëîãè÷íàòà ïðîãíîçà
ñå ðåøàâà ñèñòåìà îò ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, êîÿòî ñå õàðàêòåðè-
çèðà ñ íåóñòîé÷èâè ðåøåíèÿ, ÷èñëåíîòî èì íàìèðàíå äàâà ðåçóëòàò, êîéòî å
(îòíîñèòåëíî) íàäåæäåí ñàìî â êðàòêîñðî÷åí ïëàí.

Ïðåäâèä êàçàíîòî äîòóê, íèå ùå ñå èíòåðåñóâàìå â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô îò
íàìèðàíåòî íà óñòîé÷èâè ðåøåíèÿ.

Ïî ïðèíöèï ìîãàò äà ñå ïðåñìÿòàò ñ èçâåñòåí óñïåõ è íåóñòîé÷èâè ðåøåíèÿ
(è òîâà ñå ïðàâè, êàêòî â ïðèìåðà çà ìåòåîðîëîãè÷íèòå ïðîãíîçè, êîéòî
äàäîõìå!), íî íå ìîæåì äà ñå íàäÿâàìå ÷èñëåíèÿò ìåòîä äà å óñòîé÷èâ â
ïúëíèÿ ñìèñúë íà äóìàòà ïî ïðè÷èíè, êîèòî âå÷å óòî÷íèõìå (òîãàâà ñå äå-
ôèíèðà ñïåöèàëåí âèä óñòîé÷èâîñò íà ìåòîäèòå, íî íèå íÿìà äà ñå ñïèðàìå
íà òîçè âúïðîñ). Âñå ïàê, àêî ðàçãëåäàìå ïðåäõîäíèÿ ïðèìåð, âèæäàìå, ÷å
ïîíå â íÿêàêúâ èíòåðâàë (íàïðèìåð x ∈ [0, 2.5]) áèõìå ìîãëè äà ñå íàäÿâà-
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ìå äà ïîëó÷èì ÷èñëåíî ñ äîáðà òî÷íîñò è íåóñòîé÷èâî ðåøåíèå, íî òîâà å
íåâúçìîæíî äà ñòàíå â ïðîèçâîëíî ãîëÿì èíòåðâàë.

Äà ðàçãëåäàìå îùå åäèí ïðèìåð, ïðåäè äà äàäåì òî÷íàòà äåôèíèöèÿ çà
óñòîé÷èâî ðåøåíèå.

Ïðèìåð 15. Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè

u′ = −2u+ 1,

u(0) = 1.

Íåéíîòî ðåøåíèå å u(x) = 1
2
e−2x + 1

2
, à òîâà íà çàäà÷àòà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà,

êàòî ðàçãëåäàìå íà÷àëíî óñëîâèå u(0) = 1 + ε, å ũ(x) =
(

1
2

+ ε
)
e−2x + 1

2
. Òóê ñ

óâåëè÷àâàíå íà t ðàçëèêàòà ìåæäó äâåòå ðåøåíèÿ ñ âðåìåòî íå ñå óâåëè÷àâà, à
íàïðîòèâ � íàìàëÿâà è êëîíè êúì 0. Íà ñëåäâàùàòà ãðàôèêà ñà âèçóàëèçèðàíè
ðåøåíèÿòà ïðè ε = 10−15 è ε = 0.1:

Out[19]=

1 2 3 4 5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

u(x)

ũ (x), ϵ=10-15

ũ (x), ϵ=0.1

Äåôèíèöèÿ 6: Óñòîé÷èâîñò ïî Ëÿïóíîâ

Êàçâàìå, ÷å ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà íà Êîøè å óñòîé÷èâî (ïî Ëÿïó-
íîâ/ïî íà÷àëíè äàííè), àêî ìàëêè ïðîìåíè â íà÷àëíèòå óñëîâèÿ íå
âîäÿò äî ãîëåìè ïðîìåíè â ðåøåíèåòî. Âæ. òî÷íàòà äåôèíèöèÿ çà
óñòîé÷èâîñò ïî Ëÿïóíîâ íà ñòð. 10 îò [3].

Ñëåäîâàòåëíî íèå ïúðâî òðÿáâà äà âèäèì (â íÿêàêúâ ñìèñúë) êàê èçãëåæäàò
çàäà÷èòå, êîèòî èìàò óñòîé÷èâè ðåøåíèÿ, è òîãàâà äà âèäèì êàêâî äà ïîèñêàìå
îò ÷èñëåíèòå ìåòîäè çà òÿõíîòî ðåøàâàíå.

Ùå èçëîæèì èäåèòå ïúðâî âúðõó àâòîíîìíè óðàâíåíèÿ (ò.å. ïðè êîèòî íå-
çàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà íå ó÷àñòâà åêñïëèöèòíî â äÿñíàòà ñòðàíà), òúé êàòî
òàì òå ñà ïî-ëåñíè äà áúäàò âúçïðèåòè.

Ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà åäíî àâòîíîìíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

du

dt
= f(u)

ñà òî÷êèòå u = ξ, çà êîèòî f(ξ) = 0.
Ðàâíîâåñíèòå òî÷êè îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðå-

øåíèÿòà (ò.å. êàêâî ñå ñëó÷âà ñ ðåøåíèÿòà â êðàéíà ñìåòêà, ñëåä äîñòàòú÷íî
äúëúã ïåðèîä îò âðåìå).
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Ïðèìåð 16. Ðàçãëåæäàìå ëîãèñòè÷íîòî óðàâíåíèå

du

dt
= 10u(1− u).

Çà íåãî î÷åâèäíî ðàâíîâåñíèòå òî÷êè ñà u = 0 è u = 1. Íåêà ðàçãëåäàìå ãðà-
ôèêàòà íà du/dt, ò.å. ïàðàáîëàòà 10u(1− u):

+

-

u

du/dt

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

-6

-4

-2

2

Òúé êàòî ïðîèçâîäíàòà íà u å ïîëîæèòåëíà çà u ∈ (0, 1), òî àêî u å â òîçè
èíòåðâàë ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé òÿ å íàìàëÿâàùà.

Îò ãîðíàòà ôèãóðà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âñè÷êè ðåøåíèÿ êëîíÿò êúì ðàâíî-
âåñíàòà òî÷êà u = 1.

Êàçâàìå, ÷å åäíà ðàâíîâåñíà òî÷êà ξ å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, àêî çà
âñè÷êè äîñòàòú÷íî áëèçêè äî íåÿ íà÷àëíè óñëîâèÿ u0 ñëåäâà, ÷å ðåøåíèåòî u
êëîíè êúì ξ. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ðàâíîâåñíàòà òî÷êà ñå íàðè÷à íåóñòîé÷èâà.

Çà ëîãèñòè÷íîòî óðàâíåíèå òî÷êàòà u = 0 å íåóñòîé÷èâà, çàùîòî âñÿêî èçìå-
íåíèå íà u > 0 âîäè äî ðåøåíèå, êëîíÿùo êúì u = 1. Îò äðóãà ñòðàíà òî÷êàòà
u = 1 å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, òúé êàòî ïðè èçìåíåíèå íà u ðåøåíèåòî �ñå
âðúùà� êúì åäèíèöàòà.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å çà åäíî àâòîíîìíî óðàâíåíèå ðåøåíèÿòà âèíàãè
êëîíÿò êúì àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà
äèàãðàìà:

u

du/dt

+ +

-
-

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

-25

-20

-15

-10

-5

5

10
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Îò ôèãóðàòà å ÿñíî, ÷å ðåøåíèÿòà êëîíÿò èëè êúì u = 1, èëè êúì u = 3.
Îò ãëåäíà òî÷êà íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè, òîâà ïîâåäåíèå å îò ñúùåñòâåíî çíà÷å-

íèå. Äà ïîä÷åðòàåì îùå âåäíúæ, ÷å âúçñòàíîâÿâàíåòî íà íåóñòîé÷èâè ðåøåíèÿ
ñ ïîìîùòà íà ÷èñëåíè ìåòîäè å ëîøî îáóñëîâåíà çàäà÷à, òúé êàòî âñÿêà ãðåøêà
îò çàêðúãëÿâàíå îçíà÷àâà, ÷å ðåøåíèåòî, êîåòî ùå ñå ïîëó÷è, ùå å ðàçëè÷íî
(ùå êëîíè êúì óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà).

Îò äðóãà ñòðàíà, ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå íå áè òðÿáâàëî äà èìàò ãîëÿìî
âëèÿíèå âúðõó ðåøåíèÿòà, êëîíÿùè êúì óñòîé÷èâèòå ðàâíîâåñíè òî÷êè, òúé
êàòî |u−ξ| → 0 ïðè t→∞. Ñ äðóãè äóìè, ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå, äîïóñíàòè
â äàäåí ìîìåíò îò âðåìå, êîèòî ñà íåèçáåæíè, áè òðÿáâàëî ñ âðåìåòî äà ñòàâàò
íåçíà÷èòåëíè.

N.B. 13

Åòî çàùî èñêàìå ÷èñëåíèòå ìåòîäè äà çàïàçâàò àñèìïòîòè÷íàòà óñòîé-
÷èâîñò íà ðåøåíèÿòà. Òîâà ñâîéñòâî íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñå íàðè÷à àá-
ñîëþòíà óñòîé÷èâîñò èëè A-óñòîé÷èâîñò. Àêî ÷èñëåíîòî ðåøåíèå ñúùî
êëîíè êúì ðàâíîâåñíàòà òî÷êà, òî ùå èìà �ïðàâèëíîòî� ïîâåäåíèå, à íÿ-
ìà äà îòèâà êúì áåçêðàéíîñò.

Èçñëåäâàíå íà À-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò çà äàäåí ÷èñëåí ìåòîä

Çà äà âèäèì êàê ùå èçñëåäâàìå óñòîé÷èâîñòòà íà ÷èñëåíèÿ ìåòîä, ïúðâî òðÿáâà
äà êîìåíòèðàìå êàê àíàëèòè÷íî èçñëåäâàìå óñòîé÷èâîñòòà íà åäíà ðàâíîâåñíà
òî÷êà.

Íåêà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî

du

dt
= f(u),

çà êîåòî ξ å ðàâíîâåñíà òî÷êà, ò.å. f(ξ) = 0.
Ëèíåàðèçèðàéêè äÿñíàòà ñòðàíà â òî÷êàòà u = ξ, ïîëó÷àâàìå

du

dt
= f(ξ) + f ′(ξ)(u− ξ) +O(|2|) ≈ f ′(ξ)(u− ξ).

Èçïîëçâàéêè, ÷å f(ξ) = 0 è ÷å ÷ëåíîâåòå îò âòîðè è ïî-âèñîê ðåä ìîãàò äà ñå
ïðåíåáðåãíàò çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà u− ξ, ïîëó÷àâàìå, ÷å ïîâåäå-
íèåòî íà ðåøåíèåòî â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà ξ ñå îïðåäåëÿ îò
óðàâíåíèåòî

du

dt
= f ′(ξ)(u− ξ).

Îçíà÷àâàéêè λ := f ′(ξ) è u := u− ξ, çàïèñâàìå óðàâíåíèåòî âúâ âèäà
du

dt
= λu, (2.16)

êúäåòî λ < 0, òúé êàòî ðàâíîâåñíàòà òî÷êà ξ å óñòîé÷èâà.

N.B. 14

Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå å ïðèåòî çà ìîäåëíî óðàâíåíèå çà èçñëåäâàíå
íà óñòîé÷èâîñòòà íà äàäåí ìåòîä. Òîâà íà ïðàêòèêà å óðàâíåíèå çà
ãðåøêàòà ū. Â èäåàëíèÿ ñëó÷àé èñêàìå òÿ äà êëîíè êúì 0 ïðè t→∞.
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Äåôèíèöèÿ 7: Àáñîëþòíà óñòîé÷èâîñò (À-óñòîé÷èâîñò)

Êàçâàìå, ÷å äàäåí ÷èñëåí ìåòîä å àáñîëþòíî óñòîé÷èâ (À-óñòîé÷èâ),
àêî, ïðèëîæåí âúðõó çàäà÷àòà (2.16), ðåøåíèåòî ìó óäîâëåòâîðÿâà

|yi| ≤ |y0|.

Ñ äðóãè äóìè, àêî â äàäåí ìîìåíò îò âðåìå å äîïóñíàòà ãðåøêà (íàïðèìåð
îò çàêðúãëÿâàíå) y0, èñêàìå ÷èñëåíèÿò ìåòîä äà íå ÿ óâåëè÷àâà ñ âðåìåòî è
âúâ âñåêè ñëåäâàù ìîìåíò yi äà îñòàâà íå ïî-ãîëÿìà ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò îò
y0. Íèå ùå ïîèñêàìå ìàëêî ïî-ñèëíîòî óñëîâèå |yi| → 0.

Òîãàâà, àêî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì ìåòîäà âúâ âèäà yi+1 = Ryi, ëåñíî ñå
âèæäà, ÷å óñëîâèåòî å èçïúëíåíî, àêî |R| < 1.

Äåéñòâèòåëíî, èìàìå

yi+1 = Ryi = R2yi−1 = · · · = Ri+1y0,

êîåòî êëîíè êúì 0 òî÷íî òîãàâà, êîãàòî |R| < 1.

Çàáåëåæêà. Â çàâèñèìîñò îò ðåøàâàíàòà çàäà÷à ìîæåì äà ïîèñêàìå ìåòîäúò,
êîéòî èçïîëçâàìå, äà çàïàçâà ðàçëè÷íè âàæíè ñâîéñòâà íà òúðñåíîòî ðåøåíèå.
A-óñòîé÷èâîñòòà å ñâúðçàíà ñúñ çàïàçâàíå íà àñèìïòîòè÷íàòà óñòîé÷èâîñò.

Íåêà ñåãà èçñëåäâàìå À-óñòîé÷èâîñòòà íà ìåòîäèòå íà Îéëåð. Çà ÿâíèÿ ìå-
òîä íà Îéëåð èìàìå

yi+1 = yi + hf(ti, yi) = yi + hλyi = (1 + hλ)yi.

Ñëåäîâàòåëíî, çà äà áúäå ÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð À-óñòîé÷èâ, òðÿáâà äà å
èçïúëíåíî

|1 + hλ| < 1 =⇒ h < −2/λ

Çà íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð èìàìå

yi+1 = yi + hf(ti+1, yi+1) = yi + hλyi+1 =⇒ yi+1 =
1

1− λh
yi.

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å λ < 0 å ÿñíî, ÷å | 1
1−λh | < 1 çà âñÿêî h, ò.å. ÿâíèÿò ìåòîä

íà Îéëåð å À-óñòîé÷èâ çà âñÿêî h. Çà ïîäîáðåíèÿ ìåòîä íà Îéëåð ïðî÷åòè
ò.2 îò ïàðàãðàô 1.6 íà ñòð. 18 â [3].

N.B. 15

ßâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð å óñëîâíî A-óñòîé÷èâ ïðè h < −2/λ. Íåÿâíèÿò è
ïîäîáðåíèÿò ìåòîäè íà Îéëåð ñà À-óñòîé÷èâè (çà âñÿêî h).

Ïðèìåð 17. Äà èëþñòðèðàìå êàçàíîòî âúðõó çàäà÷àòà (2.15). Åäèíñòâåíàòà
óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà å u = 1 è λ = f ′(1) = −10. Ñëåäîâàòåëíî ìåòîäúò
å A-óñòîé÷èâ òî÷íî òîãàâà, êîãàòî h ≤ 2/10, êàòî î÷àêâàìå ãðåøêàòà äà êëîíè
êúì 0, àêî h < 2/10. Äåéñòâèòåëíî, íåêà ðàçãëåäàìå ðåøåíèÿòà ïðè ñòúïêà
h = 0.2, h = 0.19:

35



1 2 3 4 5 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1 2 3 4 5 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ãðåøêàòà îñöèëèðà îêîëî ðàâíîâåñíàòà òî÷êà áåç äà ðàñòå,
íî è áåç äà íàìàëÿâà. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ãðåøêàòà êëîíè êúì 0.

Ðåçóëòàòúò ïðè h = 0.19 â ïîñëåäíèÿ ïðèìåð îáà÷å íè ïîêàçâà, ÷å A-óñòîé÷èâîñòòà
íà ìåòîäà íå å äîñòàòú÷íà, çà äà èìà ðåøåíèåòî äîáðî ïîâåäåíèå. Âúïðåêè ÷å
ãðåøêàòà êëîíè êúì 0, ñå ïîÿâÿâà íåæåëàíî îñöèëèðàíå îêîëî ðåøåíèåòî. Ñëå-
äîâàòåëíî å äîáðå äà ïîèñêàìå ìåòîäúò äà íÿìà òàêîâà ïîâåäåíèå.

Äåôèíèöèÿ 8: Ìîíîòîííîñò íà ìåòîäà

Êàçâàìå, ÷å äàäåí ÷èñëåí ìåòîä å ìîíîòîíåí, àêî, ïðèëîæåí âúðõó çà-
äà÷àòà (2.16), ðåøåíèåòî ìó íå ñìåíÿ çíàêà ñè, ò.å.

sgn(yi) = sgn(y0).

Çàáåëåæêà. Ñ äðóãè äóìè, èñêàìå ãðåøêàòà äà íå îñöèëèðà îêîëî íóëàòà.
Àêî çàïèøåì ìåòîäà âúâ âèäà

yi+1 = Ryi,

å ÿñíî, ÷å ïîñëåäíîòî å èçïúëíåíî òî÷íî òîãàâà, êîãàòî R > 0.

Çà ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð èìàìå

yi+1 = (1 + hλ)yi

è ñëåäîâàòåëíî ìåòîäúò å ìîíîòîíåí òî÷íî òîãàâà, êîãàòî h < −1/λ.
Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å íåÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð å ìîíîòîíåí çà âñÿêî h, âçå-

ìàéêè ïðåäâèä, ÷å

yi+1 =
1

1− λh
yi.

Çà ïîäîáðåíèÿ ìåòîä íà Îéëåð ïðî÷åòè ò.2 îò ïàðàãðàô 1.6 íà ñòð.
18 â [3].

N.B. 16

ßâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð å óñëîâíî ìîíîòîíåí ïðè h < −1/λ. Ïîäîáðåíèÿò
ìåòîä íà Îéëåð å óñëîâíî ìîíîòîíåí ïðè h < −2/λ. Íåÿâíèÿò ìåòîä íà
Îéëåð å ìîíîòîíåí (çà âñÿêî h).

Âïðî÷åì ìîäåëíàòà çàäà÷à (2.16) å åñòåñòâåíî äà ñå ðàçãëåæäà, çà äà ñå
çàêëþ÷è çà óñòîé÷èâîñòòà è ìîíîòîííîñòòà è ïðè íåàâòîíîìíè çàäà÷è ïðî÷åòè
ñòð 10 îò (1.4) äî (1.7) âêëþ÷èòåëíî îò [3]
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2.3.6 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè è ðåøåíè çàäà÷è (Ïðàêòè-
êóì)

Ïðèìåð 18. Íåêà èçïîëçâàìå ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð çà ëîãèñòè÷íîòî óðàâíå-
íèå

du

dt
= 10u(1− u), 0 < t ≤ 1,

u(0) = 0.01

ïðè n = 4, 50, 250 è äà ñðàâíèì ðåçóëòàòèòå ñ

u(t) =
0.01

0.01 + 0.99e−10t
.

Çà êîíêðåòíàòà çàäà÷à, (2.3) äîáèâà âèäà

y0 = 0.01, yi+1 = yi + 10hyi(1− yi), i = 0, n− 1.

Èìïëåìåíòèðàìå ìåòîäà â Mathematica:
In[2]:= explicitEulerLogistic@n_D := H

h = 1 � n;

y = Table@0, 8n + 1<D;

y@@1DD = 0.01;

For@i = 1, i < n + 1, i++,

y@@i + 1DD = y@@iDD + 10 h y@@iDD H1 - y@@iDDL
D;

y

L
Êàòî èçïîëçâàìå ðåàëèçèðàíàòà ôóíêöèÿ, ùå èçîáðàçèì ðåøåíèÿòà çà ðàç-

ëè÷íè ñòîéíîñòè íà n.
In[3]:= ManipulateB

y = explicitEulerLogistic@nD;

plotAppr = ListPlot@Table@8i h, y@@i + 1DD<, 8i, 0, n<DD;

plotExact = PlotB
0.01

0.01 + H1 - 0.01L E^H-10 tL
, 8t, 0, 1<, PlotStyle ® RedF;

GraphicsRowB:Show@plotAppr, plotExact, PlotRange ® AllD,

ListPlotBTableB:i h, AbsBy@@i + 1DD -
0.01

0.01 + H1 - 0.01L E^H-10 i hL
F>,

8i, 0, n<F, PlotRange ® AllF>F

, 8n, 4, 800, 10<F

Ðåøåíèÿòà çà n = 4, 50, 250 ñà ïîêàçàíè ïî-äîëó, êàòî ÷åðâåíàòà êðèâà èçîá-
ðàçÿâà òî÷íîòî ðåøåíèå.
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Ãðåøêèòå ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò â òî÷êèòå îò ìðåæàòà ωh ñà èçîáðàçåíè
ïî-äîëó:

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.005

0.010

0.015

Âèæäàìå, ÷å ñ óâåëè÷àâàíå íà áðîÿ íà âúçëèòå ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå çàïî÷âà
äà ñå ïðèáëèæàâà êúì òî÷íîòî. Òîâà èëþñòðèðà ïúðâîòî âàæíî ñâîéñòâî, êîåòî
èñêàìå äà ïðèòåæàâà äàäåí ÷èñëåí ìåòîä � äà áúäå ñõîäÿù êúì òî÷íîòî
ðåøåíèå, ò.å. ïðè n→∞ ãðåøêàòà äà êëîíè êúì 0.

Ïðèìåð 19. Äà ðåøèì ñåãà çàäà÷àòà íà Êîøè îò ïðèìåð 18, êàòî èçïîëçâàìå
íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð.

Çàïî÷âàéêè ñ íà÷àëíîòî óñëîâèå y0 = 0.01, íà âñÿêà ñëåäâàùà ñòúïêà òðÿáâà
äà ðåøèì óðàâíåíèåòî

yi+1 = yi + 10hyi+1(1− yi+1), i = 0, n− 1,

â êîåòî íåèçâåñòíîòî å yi+1. Çàñåãà ùå èçïîëçâàìå âãðàäåíàòà â Mathematica
ôóíêöèÿ FindRoot, çà äà ðåøèì ñúîòâåòíèòå óðàâíåíèÿ.

Ïîâå÷åòî ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ ñà èòåðàöèîííè è ñå
íóæäàÿò îò äîáðî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå. Åäèí âúçìîæåí íà÷èí äà ïîëó÷èì
òàêîâà å, êàòî èçïîëçâàìå ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð:

yi+1,init = yi + 10hyi(1− yi).

Èìïëåìåíòèðàìå ÷èñëåíàòà ñõåìà â Mathematica.
implicitEulerLogistic@n_D := H

h = 1 � n;

y = Table@0, 8n + 1<D;

y@@1DD = 0.01;

For@i = 1, i < n + 1, i++,

initialGuess = y@@iDD + 10 h y@@iDD H1 - y@@iDDL;

y@@i + 1DD =

yNew �. FindRoot@yNew == y@@iDD + 10 h yNew H1 - yNewL, 8yNew, initialGuess<D
D;

y

L
Ðåøåíèÿòà çà n = 10, 50, 250 ñà ïîêàçàíè ïî-äîëó, êàòî ÷åðâåíàòà êðèâà

èçîáðàçÿâà òî÷íîòî ðåøåíèå.
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Íåêà ðàçãëåäàìå îùå äâà ïðèìåðà çà îïðåäåëÿíà íà ËÃÀ.

Ïðèìåð 20. Äà ïðåñìåòíåì ËÃÀ çà ñëåäíèòå äèôåðåí÷íè óðàâíåíèÿ:

• yi+1−yi
h

= 1
3h

(yi − yi−1) + 2
3
fi,

• yi+1 = yi + h
2
(3fi − fi−1).

Ðåøåíèå. • Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ËÃÀ å

ψh =
1

h
(ui+1 − ui)−

1

3h
(ui − ui−1) +

2

3
fi.

Ðàçâèâàìå îêîëî i-òàòà òî÷êà è ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

ψh =
1

h

ui +
u′i
1!
h+

u′′i
2!
h2 +O(h3)︸ ︷︷ ︸

ui+1

−ui



− 1

3h

ui −
(
ui −

u′i
1!
h+

u′′i
2!
h2 +O(h3)

)
︸ ︷︷ ︸

ui−1

+
2

3
fi

=
2h

3
u′′i +O(h2) = O(h).

• Çà äà ïðåñìåòíåì ËÃÀ âúâ âòîðèÿ ïðèìåð, ïúðâî òðÿáâà äà ïðèâåäåì
óðàâíåíèåòî âúâ âèäà:

yi+1 − yi
h

=
1

2
(3fi − fi−1).

Òîãàâà ËÃÀ å

ψh =
1

h
(ui+1 − ui)−

1

2
(3u′i − u′i−1)

=
1

h

ui +
u′i
1!
h+

u′′i
2!
h2 +

u′′′i
3!
h3 +O(h4)︸ ︷︷ ︸

ui+1

−ui



− 1

2

3u′i −
(
u′i −

u′′i
1!
h+

u′′′i
2!
h2 +O(h3)

)
︸ ︷︷ ︸

u′i−1


=

5h2

12
u′′′i +O(h3) = O(h2).
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2.4 Ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà

Îñíîâåí íåäîñòàòúê íà ìåòîäèòå íà Îéëåð å, ÷å òå ñà áàâíî ñõîäÿùè � äà ïðè-
ïîìíèì, ÷å ÿâíèÿò è íåÿâíèÿò ìåòîäè íà Îéëåð èìàò ïúðâè ðåä íà ñõîäèìîñò,
òúé êàòî ëîêàëíàòà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ å O(h). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî èñ-
êàìå äà ïîëó÷èì âèñîêà òî÷íîñò, òðÿáâà äà ðàáîòèì ñ ìíîãî ìàëêà ñòúïêà, ò.å.
äà ïðàâèì ãîëÿì áðîé îïåðàöèè, êîåòî, ðàçáèðà ñå, å íåöåëåñúîáðàçíî. Ñåãà ùå
ðàçãëåäàìå ïúðâèÿ îò äâàòà îñíîâíè êëàñà ìåòîäè, êîèòî ñå èçïîëçâàò, êîãàòî
å íåîáõîäèì ïî-âèñîê ðåä íà ñõîäèìîñò.

2.4.1 ßâíè ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà

ßâíèòå ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà ñà íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿò êëàñ ìåòîäè çà ðå-
øàâàíå íà ÎÄÓ. Çà äà ìîòèâèðàìå òÿõíîòî èçïîëçâàíå, íåêà ïúðâî ðàçãëåäàìå
îò ãåîìåòðè÷íà ãëåäíà òî÷êà ìåòîäèòå íà Îéëåð. Ïðè ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð
èìàìå

yi+1 = yi + hf(ti, yi),

ò.å. ïðàâèì åäíà ñòúïêà ïî íàïðàâëåíèå íà äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà ti, çà äà
ïîëó÷èì ïðèáëèæåíèåòî â òî÷êàòà ti+1:

yi

yi+1

ti ti+1

Êàêòî çíàåì, ËÃÀ ïðè òîâà å îò ïúðâè ðåä, ò.å.O(h).
Ïðè íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð èçïîëçâàìå íàïðàâëåíèåòî, çàäàäåíî îò äîïè-

ðàòåëíàòà â òî÷êàòà ti+1:
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yi+1

yi

ti ti+1

ËÃÀ è â òîçè ñëó÷àé å O(h).
Îò äðóãà ñòðàíà, ñïîðåä Òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, ñúùåñòâóâà ξ,

òàêà ÷å
u(ti + h)− u(ti) = u′(ξ)(ti+1 − ti) = u′(ξ)h.

Ñ äðóãè äóìè, àêî èçïîëçâàìå íàïðàâëåíèåòî, çàäàäåíî îò äîïèðàòåëíàòà â
òàçè òî÷êà, ËÃÀ áè áèëà 0:

yi

yi+1

ti ti+1Ξ

Íèå, ðàçáèðà ñå, íÿìà êàê äà íàìåðèì òî÷êàòà ξ íî íåéíîòî ñúùåñòâóâàíå íè
äàâà îñíîâàíèå äà âçåìåì ïðîèçâîäíèòå â ðàçëè÷íè òî÷êè â èíòåðâàëà [ti, ti+1] è
äà ãè óñðåäíèì ñ íÿêàêâè òåãëà, òàêà ÷å äà ïîëó÷èì ñòîéíîñò, áëèçêà (â íÿêàêúâ
ñìèñúë) äî ñòîéíîñòòà â ξ. Íåêà îçíà÷èì ñòîéíîñòèòå íà ïðîèçâîäíèòå â òåçè
òî÷êè (óìíîæåíè ïî h) ñ k1, k2, . . . , ks. Îáùèÿò âèä íà s-åòàïíèòå ìåòîäè íà
Ðóíãå-Êóòà å

yi+1 − yi
h

=
1

h
(p1k1 + p2k2 + · · ·+ psks),

êúäåòî p1, p2, . . . , ps ñà òåãëàòà, ñ êîèòî âçåìàìå âñÿêà îò ïðîèçâîäíèòå. Ùå ãè
îïðåäåëèì òàêà, ÷å ËÃÀ äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêà.
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k1 å ïðîèçâîäíàòà â òî÷êàòà ti. Çà íåÿ èìàìå

k1 = hf(ti, yi).

k2 å ïðîèçâîäíàòà â íÿêîÿ äðóãà òî÷êà ti + α2h. Çà äà ÿ ïðåñìåòíåì îáà÷å (ò.å.
äà ïðåñìåòíåì äÿñíàòà ñòðàíà â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå), íè å íåîáõîäèìà
ñòîéíîñòòà íà ðåøåíèåòî â òàçè òî÷êà, êîåòî íè å íåèçâåñòíî. Ùå ãî àïðîêñè-
ìèðàìå íà áàçà íà èçâåñòíàòà èíôîðìàöèÿ, êàòî çà íåãîâàòà ñòîéíîñò âçåìåì
yi + β2,1k1. Òîãàâà

k2 = hf(ti + α2h, yi + β2,1k1).

Ïàðàìåòðèòå α2, β2,1 îòíîâî ïîäëåæàò íà îïðåäåëÿíå, òàêà ÷å ËÃÀ äà å âúç-
ìîæíî íàé-ìàëêà.

Ðàçñúæäàâàéêè àíàëîãè÷íî è çà ïðîèçâîäíèòå â ñëåäâàùèòå òî÷êè, ïîëó÷à-
âàìå ñëåäíèÿ îáù âèä íà ìåòîäèòå íà Ðóíãå-Êóòà:

Àëãîðèòúì 4: Ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà

Äàäåí s-åòàïåí ìåòîä íà Ðóíãå�Êóòà èìà ñëåäíèÿ îáù âèä:

yi+1 − yi
h

=
1

h
(p1k1 + p2k2 + · · ·+ psks),

k1 = hf(ti, yi)

k2 = hf(ti + α2h, yi + β2,1k1)

k3 = hf(ti + α3h, yi + β3,1k1 + β3,2k2)

kj = hf(ti + αjh, yi + βj,1k1 + · · ·+ βj,j−1kj−1), j = 4, . . . , s.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ìåòîäèòå íà Ðóíãå-Êóòà ñà åäíîñòúïêîâè ìåòî-
äè, òúé êàòî ïðè íàìèðàíåòî íà yi+1 èçïîëçâàò ñàìî ñòîéíîñòòà íà yi, íî íå è
íà ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â ïðåäõîäíèòå òî÷êè.

Â ëèòåðàòóðàòà ìîãàò äà ñå îòêðèÿò êîåôèöèåíòèòå íà ðàçëè÷íè ìåòîäè
îò òîçè òèï ñ ðàçëè÷åí ðåä íà ñõîäèìîñò. ×åñòî êîåôèöèåíòèòå ñå çàïèñâàò â
ò.íàð. Òàáëèöà íà Butcher:

0
α2 β2,1
...

...
. . .

αs βs,1 · · · βs,s−1

p1 p2 · · · ps

Òóê ïðî÷åòè ñòð. 21�23 îò [3].

Ïî ïîäîáåí íà÷èí íà èçâåæäàíèÿòà â [3] ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè è ìåòîäè
îò ïî-âèñîê ðåä, íî èçâåæäàíåòî èì îò òåõíè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà ñòàâà ìíîãî
ïî-òðóäíî. Òàêà íàïðèìåð çà èçâåæäàíåòî íà ìåòîä îò 12 ðåä óñëîâèÿòà,
êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ñà 5972 íà áðîé. Ìåòîäè äîðè îò òîëêîâà âèñîê ðåä
ñå íàëàãà ïîíÿêîãà äà ñå èçïîëçâàò íà ïðàêòèêà. Äîáðàòà íîâèíà å, ÷å òå
ñà èçâåñòíè è ìîãàò äà áúäàò îòêðèòè â ëèòåðàòóðàòà. Èíòåðåñåí ôàêò,
êîéòî äîïúëíèòåëíî óñëîæíÿâà íåùàòà, å, ÷å ìåòîäèòå, êîèòî èìàò ðåä íà
ñõîäèìîñò p > 4 çà ñêàëàðíè óðàâíåíèÿ, ìîæå äà èìàò ðåä íà ñõîäèìîñò,
ïî-ìàëúê îò p çà ñèñòåìè óðàâíåíèÿ. Ìíîãî ïî-ïîäðîáíà èíôîðìàöèÿ çà
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ìåòîäèòå íà RK ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â ìîíîãðàôèÿòà íà Butcher [1].

Íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿò ìåòîä çà ðåøàâàíå íà ÎÄÓ ïðè ðàâíîìåðíà ìðåæà
å ìåòîäúò RK4, êîéòî èìà òàáëèöà íà Butcher

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

Çàïèñàí ïîäðîáíî, ìåòîäúò èìà ñëåäíèÿ âèä:

yi+1 − yi
h

=
1

h
(1/6k1 + 1/3k2 + 1/3k3 + 1/6k4),

k1 = hf(ti, yi),

k2 = hf(ti + 1/2h, yi + 1/2k1),

k3 = hf(ti + 1/2h, yi + 1/2k2),

k4 = hf(ti + h, yi + k3).

2.4.2 Èçñëåäâàíå íà A-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò çà ìå-
òîäèòå íà Ðóíãå�Êóòà

Ùå êîìåíòèðàìå âúïðîñà çà óñòîé÷èâîñòòà è ìîíîòîíîñòòà íà ÿâíèòå ìåòîäè
íà Ðóíãå�Êóòà íà áàçàòà íà äâà ïðèìåðà.

Ïðèìåð 21. Äà èçñëåäâàìå A-óñòîé÷èâîñòòà è ìîíîòîííîñòòà íà ìåòîäà íà
Ðóíãå�Êóòà

yi+1 − yi
h

=
1

2h
(k1 + k2),

k1 = hf(ti, yi),

k2 = hf(ti + h, yi + k1).

Èçñëåäâàìå A-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò âúðõó ìîäåëíàòà çàäà÷à. Ïîëó-
÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

k1 = hλyi,

k2 = hλ(yi + k1) = hλ(yi + hλyi) = hλyi + (hλ)2yi,

yi+1 = yi +
1

2
(hλyi + hλyi + (hλ)2yi) =

(
1 + hλ+

1

2
(hλ)2

)
yi.

Ñëåäîâàòåëíî, çà äà áúäå ìåòîäúò À-óñòîé÷èâ, òðÿáâà äà å èçïúëíåíî óñëîâèåòî∣∣∣∣1 + λh+
1

2
(hλ)2

∣∣∣∣ < 1.

Ðåøàâàéêè ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ïî îòíîøåíèå íà z := hλ, ïîëó÷àâàìå

−2 < z < 0 =⇒ h < −2/λ.

Óñëîâèåòî çà ìîíîòîííîñò

1 + z +
1

2
z2 > 0

å âèíàãè èçïúëíåíî, ò.å. ìåòîäúò å ìîíîòîíåí çà âñÿêî h > 0.
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Ïðèìåð 22. Äà ñå èçñëåäâà çà A-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò ìåòîäúò íà Ðóíãå�
Êóòà

yi+1 − yi
h

=
1

6h
(k1 + 4k2 + k3),

k1 = hf(ti, yi),

k2 = hf(ti + h/2, yi + k1/2),

k3 = hf(ti + h, yi − k1 + 2k2).

Èçñëåäâàìå A-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò âúðõó ìîäåëíàòà çàäà÷à. Ïîëó÷àâàìå
ïîñëåäîâàòåëíî

k1 = hλyi,

k2 = hλ(yi + k1/2) = hλ(yi + hλyi/2) = hλyi +
(hλ)2

2
yi,

k3 = hλ(yi − k1 + 2k2) = hλ(yi − hλyi + 2hλyi + (hλ)2yi)

= hλyi + (hλ)2yi + (hλ)3yi

yi+1 = yi +
1

6

[
hλyi + 4

(
hλyi +

(hλ)2

2
yi

)
+ hλyi + (hλ)2yi + (hλ)3yi

]
,

=

(
1 + hλ+

1

2
(hλ)2 +

1

6
(hλ)3

)
yi.

Ñëåäîâàòåëíî, çà äà áúäå ìåòîäúò À-óñòîé÷èâ, òðÿáâà äà å èçïúëíåíî óñëîâèåòî∣∣∣∣1 + hλ+
1

2
(hλ)2 +

1

6
(hλ)3

∣∣∣∣ < 1.

Ðåøàâàéêè ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ïî îòíîøåíèå íà z := hλ, ïîëó÷àâàìå

−2.51275 < z < 0 =⇒ h < −2.51275/λ.

Óñëîâèåòî çà ìîíîòîííîñò

1 + z +
1

2
z2 +

1

6
z3 > 0

å èçïúëíåíî çà z > −1.59607, ò.å. h < −1.59607/λ.

Çàáåëåæêà. Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å çà âñè÷êè ÿâíè ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà óñ-
ëîâèåòî çà À-óñòîéè÷âîñò èìà âèäà

|1 + z +O(z2)| < 1.

Ïîñëåäíîòî î÷åâèäíî íÿìà êàê äà áúäå èçïúëíåíî çà âñÿêî z, ò.å. ÿâíèòå
ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà ñà óñëîâíî À-óñòîé÷èâè.

N.B. 17

Âñè÷êè ÿâíè ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà ñà óñëîâíî À-óñòîé÷èâè.

Ñúùåñòâóâàò è íåÿâíè ìåòîäè íà RK, êîèòî íÿìà äà ðàçãëåæäàìå â íàñòî-
ÿùèÿ êóðñ.
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2.4.3 Ìåòîäè ñ àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà.

Ðàçãëåäàíèòå äîòóê ìåòîäè èçïîëçâàò ðàâíîìåðíà ìðåæà. Òîâà îáà÷å íåâèíàãè
å öåëåñúîáðàçíî. Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à íà Êîøè.

du

dt
= −b(t)u+ t, t ∈ (0, 10],

u(0) = 1,
(2.17)

êúäåòî

b(t) =

{
1 0 ≤ t ≤ 2

3 2 < t
.

èìàùà òî÷íî ðåøåíèå

u(t) =

{
t− 1 + 2e−t 0 ≤ t ≤ 2
1
3
t− 1

9
+ e−3t

(
4
9
e6 + 2e4

)
t > 2

.

Ðåøàâàéêè çàäà÷àòà ñ ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà îò òðåòè ðåä ñúñ ñòúïêà h = 0.1,
ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò;

1 2 3 4 5

1.0

1.2

1.4

Êàêòî âèæäàìå îò ãðàôèêàòà, ìåòîäúò äàâà äîáúð ðåçóëòàò äî îñîáåíîñòòà íà
ðåøåíèåòî â x = 2, ñëåä êîåòî îáà÷å ãðàôèêèòå íà ïðèáëèæåíîòî è òî÷íîòî
ðåøåíèå ñåðèîçíî ñå ðàçìèíàâàò.

Çíà÷èòåëíî ïî-äîáúð ðåçóëòàò ïîëó÷àâàìå ñúñ ñòúïêà h = 0.01:
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1 2 3 4 5

1.0

1.2

1.4

Âúçíèêâà îáà÷å ëîãè÷íèÿò âúïðîñ çàùî å íåîáõîäèìî äà èçïîëçâàìå òîëêîâà
ìàëêà ñòúïêà â öåëèÿ èíòåðâàë, ñëåä êàòî â ÷àñò îò íåãî 10 ïúòè ïî-ãîëÿìà
ñòúïêà äàâà äîáðè ðåçóëòàòè.

Ïðè èçïîëçâàíåòî íà ðàâíîìåðíà ìðåæà ñòúïêàòà òðÿáâà äà ñå
ñúîáðàçè ñ íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé.

Èäåÿòà íà ìåòîäèòå ñ àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà å äà èçïîëçâàìå ìàëêà
ñòúïêà òàì, êúäåòî òîâà å íåîáõîäèìî (îáèêíîâåíî, êúäåòî ðåøåíèåòî ñå èçìåíÿ
áúðçî) è ïî-ãîëÿìà ñòúïêà, êúäåòî ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèåòî ãî ïîçâîëÿâà.

Íàé-îáùî, èäåÿòà íà ìåòîäèòå ñ àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà ìîæåì äà
èçëîæèì ñúñ ñëåäíèÿ àëãîðèòúì.

Íåêà îçíà÷èì hi := ti+1 − ti, i = 0, 1, 2, ....

ÀËÃÎÐÈÒÚÌ:
Èçáèðàìå ïúðâîíà÷àëíà ñòîéíîñò çà h0; èíèöèàëèçèðàìå y0 = u0, t0 = 0.
Äîêàòî ti < T :

1. Îöåíÿâàìå ëîêàëíàòà ãðåøêà, erri, êîÿòî áèõìå äîïóñíàëè ñúñ ñòúïêà hi.

2. Äîêàòî erri > tol, íàìàëÿâàìå ñòúïêàòà hi è îòíîâî îöåíÿâàìå erri.

3. Ïðåñìÿòàìå yi+1, ti+1, êàêòî è ïúðâîíà÷àëíà ñòîéíîñò çà hi+1; óâåëè÷àâàìå
i ñ 1.

Íåêà ðàçãëåäàìå ïîñëåäîâàòåëíî ñòúïêè 1, 2 è 3.

1. Îöåíêàòà íà ãðåøêàòà çàâèñè îò êîíêðåòíèÿ ìåòîä, êîéòî èçïîëçâàìå.

Åäèí âúçìîæåí íà÷èí çà ïðàêòè÷åñêà îöåíêà íà ãðåøêàòà å äà ðåøèì
çàäà÷àòà ñ äâà ðàçëè÷íè ìåòîäà îò ðàçëè÷åí ðåä, íàïðèìåð âòîðè è òðåòè.
Ñúîòâåòíèòå ïðèáëèæåíè ðåøåíèÿ ùå îçíà÷èì ñ y<2>

i è y<3>
i . Çà îöåíêà

íà ãðåøêàòà âçåìàìå
erri := y<3>

i − y<2>
i . (2.18)

Äà îòáåëåæèì, ÷å òàçè îöåíêà å àïîñòåðèîðíà, çàùîòî èçïîëçâà
ïîëó÷åíèÿ îò ìåòîäà ðåçóëòàò. ×èñëåíèòå ìåòîäè çà äèôåðåíöè-
àëíè óðàâíåíèÿ âúðõó àäàïòèâíè ìðåæè ñå áàçèðàò èìåííî íà
àïîñòåðèîðíè îöåíêè íà ãðåøêàòà.
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Íåóäîáñòâîòî ïðè oöåíêàòà (2.18) å, ÷å òðÿáâà äà ñå ïðåñìÿòà ïðèáëèæå-
íîòî ðåøåíèå ïî äâà ðàçëè÷íè íà÷èíà, òîåñò äà ñå ïðàâÿò äîïúëíèòåëíè
îïåðàöèè. Ñúùåñòâóâàò îáà÷å äâîéêè ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòà, ïðè êîèòî
òîçè ïðîáëåì áèâà ðåøåí, òúé êàòî ìåòîäúò îò ïî-âèñîê ðåä ïðåèçïîëçâà
âñè÷êè ïðåñìÿòàíèÿ íà ìåòîäà îò ïî-íèñúê ðåä. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà
äâîéêà ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà îò âòîðè è òðåòè ðåä:

0
1 1
1/2 1/4 1/4

1/6 1/6 2/3
1/2 1/2 0

Çà ìåòîäà îò âòîðè ðåä ñå èçïîëçâàò êîåôèöèåíòèòå â ïúðâèòå äâà ðåäà,
à çà ìåòîäà îò òðåòè ðåä � â ïúðâèòå òðè.

Êîåôèöèåíòèòå â ïúðâèÿ ðåä ïîä ÷åðòàòà ñå îòíàñÿò çà ìåòîäà îò òðåòè
ðåä, à âúâ âòîðèÿ ðåä � çà ìåòîäà îò âòîðè ðåä.

Òàêà ïîëó÷àâàìå

y<3>
i+1 = yi + 1/6k1 + 1/6k2 + 2/3k3,

y<2>
i+1 = yi + 1/2k1 + 1/2k2.

Ñëåäîâàòåëíî çà îöåíêàòà íà ãðåøêàòà erri èìàìe

erri = y<3>
i+1 − y<2>

i+1 = −1

3
(k1 + k2 − 2k3).

2. Ñåãà ùå èçâåäåì ôîðìóëà, ïî êîÿòî ùå ïðîìåíÿìå ñòúïêàòà. Íåêà òåêó-
ùàòà ñòúïêà å hi,temp. Òúé êàòî èçïîëçâàìå ìåòîä îò òðåòè ðåä, èìàìå

erri ≈ Ch3
i,temp (2.19)

çà íÿêîÿ êîíñòàíòà C.

Èñêàìå äà èçáåðåì íîâà ñòîéíîñò íà ñòúïêàòà, hi,new òàêà, ÷å ãðåøêàòà äà
å ïðèáëèçèòåëíî ðàâíà íà çàäàäåíèÿ òîëåðàíñ tol, ò.å.

tol ≈ Ch3
i,new =⇒ hi,new =

(
tol

C

)1/3

.

Èçðàçÿâàéêè C îò (2.19), ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî

hi,new = hi,temp

(
tol

erri

)1/3

.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å àêî erri < tol, òî ãîðíàòà ôîðìóëà âîäè äî
óâåëè÷àâàíåòî íà ñòúïêàòà. Ñ äðóãè äóìè, àêî ñìå èçïîëçâàëè â òåêóùàòà
èòåðàöèÿ ïî-ìàëêà ñòúïêà, îòêîëêîòî å áèëî íåîáõîäèìî, çà ñëåäâàùàòà
èòåðàöèÿ ñòúïêàòà ùå ñå óâåëè÷è. Çàòîâà ñúùàòà ôîðìóëà èçïîëçâàìå è
çà îïðåäåëÿíåòî íà íà÷àëíà ñòîéíîñò çà hi+1.
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2.4.4 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè (Ïðàêòèêóì)

Ïðèìåð 23. Ïðèëàãàìå ôóíêöèÿ â Mathematica, ðåàëèçèðàùà ìåòîäà íà Ðóíãå-
Êóòà îò ÷åòâúðòè ðåä çà ïðîèçâîëíà çàäà÷à íà Êîøè (2.1).

In[6]:= RK4@f_, n_, t0_, T_D :=

h = HT - t0L � n �� N;

t = Table@i h, 8i, 0, n<D;

y = Table@0, 8n + 1<D;

y@@1DD = 0.01;

ForBi = 1, i £ n, i++,

k1 = h f@t@@iDD, y@@iDDD;

k2 = h f@t@@iDD + h � 2, y@@iDD + k1 � 2D;

k3 = h f@t@@iDD + h � 2, y@@iDD + k2 � 2D;

k4 = h f@t@@iDD + h, y@@iDD + k3D;

y@@i + 1DD = y@@iDD +
1

6
Hk1 + 2 k2 + 2 k3 + k4L

F;

y

Íåêà ÿ èçïîëçâàìå, çà äà ðåøèì çàäà÷àòà íà Êîøè (18).
In[20]:= n = 10;

f@t_, y_D := 10 y H1 - yL;

y = RK4@f, n, 0, 1D;

plotAppr = ListPlot@Table@8t@@i + 1DD, y@@i + 1DD<, 8i, 0, n<D,

PlotRange ® AllD;

plotExact = PlotB
0.01

0.01 + H1 - 0.01L E^H-10 tL
, 8t, 0, 1<, PlotStyle ® RedF;

GraphicsRowB:Show@plotAppr, plotExact, PlotRange ® AllD,

ListPlotBTableB:i h, AbsBy@@i + 1DD -
0.01

0.01 + H1 - 0.01L E^H-10 i hL
F>,

8i, 0, n<F, PlotRange ® AllF>F

Ãðàôèêà ñ ïðèáëèæåíîòî è òî÷íîòî ðåøåíèå è ãðàôèêà íà ãðåøêàòà ïðè-
ëàãàìå ïî-äîëó.

Out[19]=

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

Âèçóàëíî, ðåøåíèåòî ïðè n = 10 èçãëåæäà ìíîãî äîáðå (ñðàâíåòå ñ ðåøåíè-
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åòî ïðè ìåòîäèòå íà Îéëåð).
Êàêòî ìîæå äà ñå î÷àêâà, ïðè íàìàëÿâàíå íà ñòúïêàòà 10 ïúòè ãðåøêàòà

íàìàëÿâà îò ïîðÿäúêà íà 104 ïúòè
Íà ñëåäâàùèòå ãðàôèêè å âèçóàëèçèðàíà ãðåøêàòà âúâ âúçëèòå îò ìðåæàòà

çà h = 0.1, 0.01, 0.001:

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.×10-7

2.×10-7

3.×10-7

4.×10-7

5.×10-7

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.×10-11

2.×10-11

3.×10-11

4.×10-11

5.×10-11

Ïðèìåð 24. Ïðèâåæäàìå ïðèìåðíà ðåàëèçàöèÿ íà ìåòîäà íà Ðóíãå�Êóòà ñ
àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà, êîéòî èçâåäîõìå â ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô.
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In[48]:= RK23@f_, t0_, T_, h0_, tol_D :=

h = h0;

t = t0;

y = 80<;

y@@1DD = 1;

i = 1;

t = 80<;

WhileBt@@iDD < T,

k1 = h f@t@@iDD, y@@iDDD;

k2 = h f@t@@iDD + h, y@@iDD + k1D;

k3 = h fBt@@iDD +

h

2
, y@@iDD +

1

4
k1 +

1

4
k2F;

WhileBAbsB
1

3
Hk1 + k2 - 2 k3LF > tol,

h = h
tol

AbsA 1

3
Hk1 + k2 - 2 k3LE

1�3

;

k1 = h f@t@@iDD, y@@iDDD;

k2 = h f@t@@iDD + h, y@@iDD + k1D;

k3 = h fBt@@iDD +

h

2
, y@@iDD +

1

4
k1 +

1

4
k2F;

F;

y = AppendBy, y@@iDD +

1

6
k1 +

1

6
k2 +

2

3
k3F;

t = Append@t, t@@iDD + hD;

h = h
tol

1

3
Abs@Hk1 + k2 - 2 k3LD

1�3

;

i++

F;

8t, y<

Ïðèëàãàìå ìåòîäà çà ïðèìåðíàòà çàäà÷à, ñ êîÿòî ãî ìîòèâèðàõìå â ïðåä-
äõîäíèÿ ïàðàãðàô, êàòî çàäàâàìå òîëåðàíñ 10−5
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In[50]:= b@t_D := If@0 £ t £ 2, 1, 3D
f@t_, y_D := -b@tD y + t;

t = RK23Af, 0, 10, 0.1, 10-5E@@1DD;

y = RK23Af, 0, 10, 0.1, 10-5E@@2DD;

plotAppr = ListLinePlot@Table@8t@@i + 1DD, y@@i + 1DD<, 8i, 0, Length@yD - 1<DD;

exactSolution@t_D := IfB0 £ t £ 2, t - 1 + 2 E-t,
1

3
t -

1

9
+ E-3 t

4

9
E6

+ 2 E4 F

plotExact = Plot@exactSolution@tD, 8t, 0, 10<, PlotStyle ® RedD;

Show@plotAppr, plotExactD
Âèçóàëíî, ïðèáëèæåíîòî è òî÷íîòî ðåøåíèå ñà íåðàçëè÷èìè:

Out[57]=

1 2 3 4 5 6

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

Ìîæåì äà âèäèì, ÷å ãðåøêàòà äåéñòâèòåëíî å îãðàíè÷åíà îò 10−5:
In[107]:= plotErr = ListPlot@Table@8t@@i + 1DD, Abs@y@@i + 1DD - exactSolution@t@@i + 1DDDD<,

8i, 0, Length@yD - 1<D, PlotRange ® AllD

Out[107]=

2 4 6 8 10

1. ´ 10-6

2. ´ 10-6

3. ´ 10-6

4. ´ 10-6

Íåêà âèäèì êàê ñå å èçìåíÿëà ñòúïêàòà. Íà ñëåäâàùàòà ãðàôèêà èçîáðàçÿ-
âàìå ñòúïêàòà â èíòåðâàëà 0 ≤ t ≤ 2.5.
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In[115]:= ListPlot@Table@8t@@iDD, t@@i + 1DD - t@@iDD<, 8i, 1, HLength@yD - 1L � 1.5<D
, PlotRange ® AllD

Out[115]=

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

Âèæäàìå, ÷å îêîëî îñîáåíîñòòà íà ðåøåíèåòî ñòúïêàòà å íàìàëåíà çíà÷è-
òåëíî. Ñëåä òàçè îñîáåíîñò ìåòîäúò óâåëè÷àâà ñòúïêàòà, òúé êàòî ðåøåíèåòî
ñòàâà áëèçî äî ëèíåéíà ôóíêöèÿ:

ListPlot@Table@8t@@iDD, t@@i + 1DD - t@@iDD<, 8i, 1, HLength@yD - 1L<D,

PlotRange ® AllD

Out[116]=

2 4 6 8

0.5

1.0

1.5

2.5 Ìåòîäè íà Àäàìñ

Âòîðèÿò îñíîâåí êëàñ ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä, îñâåí ìåòîäèòå
íà Ðóíãå�Êóòà, ñà ò.íàð. ìíîãîñòúïêîâè ìåòîäè.

Ïðè åäíîñòúïêîâèòå ìåòîäè, íàïðèìåð ìåòîäèòå íà Ðóíãå�Êóòà è Îéëåð,
ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå yi+1, èçïîëçâàéêè ñàìî ñòîé-
íîñòòà yi. Íàïðèìåð ïî ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð èìàìå

yi+1 = yi + hf(ti, yi).

Èäåÿòà íà ìíîãîñòúïêîâèòå ìåòîäè å äà èçïîëçâàìå èíôîðìàöèÿòà, êîÿòî
ñìå ïîëó÷èëè çà ðåøåíèåòî â íÿêîëêî ïðåäõîäíè òî÷êè, êàòî ïî òîçè íà÷èí
öåëèì äà ïîëó÷èì ïî-âèñîêà òî÷íîñò.

Åäèí âúçìîæåí ïîäõîä çà ïîëó÷àâàíå íà òàêèâà ìåòîäè å ñëåäíèÿò. Êàêòî
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êàçàõìå, äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

du

dt
= f(t, u(t))

ìîæå äà ñå ñâåäå äî åêâèâàëåíòíî íà íåãî èíòåãðàëíî óðàâíåíèå. Çà òàçè öåë
èíòåãðèðàìå äâåòå ñòðàíè â ãðàíèöè îò ti äî ti+1

1 è ïîëó÷àâàìå

ui+1 − ui =

∫ ti+1

ti

f(t, u(t))dt

èëè, êîåòî å ñúùîòî,

ui+1 = ui +

∫ ti+1

ti

f(t, u(t))dt. (2.20)

Çà äà ïîëó÷èì äèôåðåí÷íî óðàâíåíèå, àïðîêñèìèðàùî ãîðíîòî èíòåãðàëíî
óðàâíåíèå è ñëåäîâàòåëíî îðèãèíàëíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, ùå àïðîê-
ñèìèðàìå èíòåãðàëà â äÿñíàòà ñòðàíà.

Çà òàçè öåë ùå èçïîëçâàìå èíòåðïîëàöèîííà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà. Íåêà
îçíà÷èì f(t) = f(t, u(t)). Äà ïðèïîìíèì, ÷å èäåÿòà íà èíòåðïîëàöèîííèòå êâàä-
ðàòóðíè ôîðìóëè å äà àïðîêñèìèðàìå ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ñ èíòåðïîëà-
öèîííèÿ �è ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ (âæ. Ïðèëîæåíèåòî), f ≈ Ln(f, t) è òîãàâà
ïîëó÷àâàìå ïðèáëèæåíèå íà èíòåãðàëà, êàòî èíòåãðèðàìå Ln, âìåñòî f . Òàêà
ïîëó÷àâàìå ∫ ti+1

ti

f(t, u(t))dt =

∫ ti+1

ti

[Ln(f ;x) +O(hn+1)]dt.

N.B. 18

Òîãàâà å ÿñíî, ÷å ïðåíåáðåãâàéêè îñàòú÷íèÿ ÷ëåí, ôîðìóëàòà, êîÿòî ùå ñå
ïîëó÷è ïðè àïðîêñèìèðàíå íà f̄ ñ Ln, ùå èìà ËÃÀ O(hn+1) (Ïðîâåðåòå!)

Èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ ïîñòðîÿâàìå, êàòî çà èíòåðïîëà-
öèîííè âúçëè âçåìåì òî÷êèòå ti, ti−1, ti−2, . . . , ti−n.

Åñòåñòâåíî å, ðàçáèðà ñå, äà èçïîëçâàìå èìåííî òî÷êèòå îò ìðåæàòà, òúé
êàòî çà ïîñòðîÿâàíå íà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íè å íåîáõîäèìî äà çíàåì
ñòîéíîñòòà íà èíòåðïîëèðàíàòà ôóíêöèÿ, à òîâà å èçïúëíåíî èìåííî â òî÷êèòå
îò ìðåæàòà. Â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè â ðåäèöàòà îò èíòåðïîëàöèîííè âúçëè
âêëþ÷âàìå ti+1, èëè íå, ïîëó÷àâàìå íåÿâíè ìåòîäè (ìåòîäè íà Àäàìñ�Ìóëòîí,
íàðè÷àíè îùå èíòåðïîëàöèîííè èëè íåÿâíè ìåòîäè íà Àäàìñ) è ÿâíè ìåòîäè
(ìåòîäè íà Àäàìñ�Áàøôîðò, íàðè÷àíè îùå åêñòðàïîëàöèîííè èëè ÿâíè ìåòîäè
íà Àäàìñ).

2.5.1 Ìåòîäè íà Àäàìñ�Áàøôîðò

Èçïîëçâàéêè âúçåëà ti è ïðåäõîäíèòå âúçëè, ïîëó÷àâàìå ÿâåí ìåòîä, òúé êàòî
íå èçïîëçâàìå ñòîéíîñò íà ðåøåíèåòî, êîÿòî âñå îùå íå å íàìåðåíà.

1Ïî-îáùî, ìîæåì äà èíòåãðèðàìå â ïðîèçâîëåí èíòåðâàë [ti−k, ti], íî íàé-÷åñòî èçïîëçâà-
íèòå ìåòîäè ñå ïîëó÷àâàò ïðè èçáîð íà èíòåðâàëà [ti−1, ti]
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Ùå èçâåäåì íÿêîëêî êîíêðåòíè ìåòîäà, ïîëó÷åíè ïî òîçè íà÷èí. Çà óäîá-
ñòâî ïðàâèì ñìÿíàòà t = ti − ξh, êîÿòî òðàíñôîðìèðà âúçëèòå ti, ti−1, ti−2, . . .
ñúîòâåòíî â 0, 1, 2, . . .. Òîãàâà (2.20) ñå ñâåæäà äî

ui+1 = ui + h

∫ 1

0

f̄(ti − ξh)dξ. (2.21)

Eäíîñòúïêîâ ìåòîä. Ïðè n = 0, åäèíñòâåíèÿò èíòåðïîëàöèîíåí âúçåë å
ti. Òúðñèì ïîëèíîìà îò íóëåâà ñòåïåí, êîéòî èíòåðïîëèðà ôóíêöèÿòà f(t) (ò.å.
ñúâïàäà ñ íåÿ) â òî÷êàòà ti. Î÷åâèäíî òîâà å êîíñòàíòàòà f(ti) = f(ti, u(ti)) =: fi.
Èìàìå

f(t) ≈ fi =⇒ h

∫ 1

0

f(ti − ξh)dξ ≈ hfi.

Çàìåñòâàéêè àïðîêñèìàöèÿòà íà èíòåãðàëà â (2.21), ïîëó÷àâàìå

yi+1 = yi + hfi,

ò.å. îòíîâî ïîëó÷èõìå ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð ñ ËÃÀ O(h).
Äâóñòúïêîâ ìåòîä. Ïðè n = 1 òúðñèì ïîëèíîìà îò ïúðâà ñòåïåí, êîéòî

èíòåðïîëèðà ôóíêöèÿòà f(t) â òî÷êèòå ti, ti−1. Ñ äðóãè äóìè, èñêàìå äà ñà
èçïúëíåíè èíòåðïîëàöèîííèòå óñëîâèÿ

ξ 0 1
ñòîéíîñò fi fi−1

Èçïîëçâàìå èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ2, çà äà íàìåðèì èíòåð-
ïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí, êîéòî ãè óäîâëåòâîðÿâà.

Áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ ñà

l0(ξ) =
(ξ − 1)

(0− 1)
= 1− ξ,

l1(ξ) =
(ξ − 0)

(1− 0)
= ξ.

Òîãàâà çà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì ïîëó÷àâàìå

f(ti − ξh) ≈ fi(1− ξ) + fi−1ξ

Çàìåñòâàéêè àïðîêñèìàöèÿòà â äÿñíàòà ñòðàíà íà (2.21) è ïðåíåáðåãâàéêè îñ-
òàòú÷íèÿ ÷ëåí, ïîëó÷àâàìå ìåòîäà

yi+1 = yi +
h

2
(3fi − fi−1),

êîéòî èìà ËÃÀ O(h2).
Òðèñòúïêîâ ìåòîä. Ïðè n = 2 òúðñèì ïîëèíîìà îò âòîðà ñòåïåí, êîéòî

èíòåðïîëèðà ôóíêöèÿòà f(t) â òî÷êèòå ti, ti−1, ti−2. Ñ äðóãè äóìè, èñêàìå äà ñà
èçïúëíåíè èíòåðïîëàöèîííèòå óñëîâèÿ

2Èíôîðìàöèÿ çà ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ âèæ â Ïðèëîæåíèåòî. Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å
âúçëèòå ñà ðàâíîîòäàëå÷åíè, ïî-óäà÷íî áè áèëî äà èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà íà Íþòîí ñ êðàéíè
ðàçëèêè, êàêòî å íàïðàâåíî â ïàðàãðàô 5 íà [3]. Íèå îáà÷å ñå ñïèðàìå íà ôîðìóëàòà íà
Ëàãðàíæ, òúé êàòî íåéíàòà èäåÿ ùå áúäå ìíîãî âàæíà çà íàñ ïî-êúñíî â êóðñà.
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ξ 0 1 2
ñòîéíîñò fi fi−1 fi−2

Èçïîëçâàìå èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ, çà äà íàìåðèì èíòåðïî-
ëàöèîííèÿ ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí, êîéòî ãè óäîâëåòâîðÿâà.

Áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ ñà

l0(ξ) =
(ξ − 1)(ξ − 2)

(0− 1)(0− 2)
=

1

2
(ξ2 − 3ξ + 2),

l1(ξ) =
(ξ − 0)(ξ − 2)

(1− 0)(1− 2)
= −ξ(ξ − 2),

l2(ξ) =
(ξ − 0)(ξ − 1)

(2− 0)(2− 1)
=

1

2
(ξ2 − ξ).

Òîãàâà çà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì ïîëó÷àâàìå

f(ti − ξh) ≈ fil0(ξ) + fi−1l1(ξ) + fi−2l2(ξ)

=
fi − 2fi−1 + fi−2

2
ξ2 +

−3fi + 4fi−1 − fi−2

2
ξ + fi

Çàìåñòâàéêè àïðîêñèìàöèÿòà íà èíòåãðàëà â (2.21) è ïðåíåáðåãâàéêè îñòà-
òú÷íèÿ ÷ëåí, ïîëó÷àâàìå ìåòîäà

yi+1 = yi +
h

12
(23fi − 16fi−1 + 5fi−2),

êîéòî èìà ËÃÀ O(h3).

Àëãîðèòúì 5: Ìåòîäè íà Àäàìñ�Áàøôîðò

Îáùèÿò âèä íà m-ñòúïêîâèÿ ìåòîä íà Àäàìñ�Áàøôîðò, êîéòî èìà ËÃÀ
O(hm), å

yi+1 = yi + h (C1fi + C2fi−1 + · · ·+ Cmfi−m+1) .

Íèå èçâåäîõìå ìåòîäèòå çà m = 1, 2, 3. Ìåòîäè îò ïî-âèñîê ðåä ìîãàò
äà áúäàò ïîëó÷åíè ïî ñúùèÿ íà÷èí. Êîåôèöèåíòèòå Ci ìîãàò äà áúäàò
íàìåðåíè ëåñíî è â ëèòåðàòóðàòà.

N.B. 19

Ìåòîäèòå íà Àäàìñ�Áàøôîðò ñà ïî-áúðçè îò ìåòîäèòå íà Ðóíãå�Êóòà ñúñ
ñúùèÿ ðåä íà òî÷íîñò, íî îáèêíîâåíî ìåòîäèòå íà Ðóíãå�Êóòà èìàò ïî-
äîáðî ïîâåäåíèå îò ãëåäíà òî÷êà íà óñòîé÷èâîñòòà íà ìåòîäà. Ïîñëåäíîòî
å âàæíî çà çàäà÷è, ïðè êîèòî óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò ìîæå äà îçíà÷à-
âà, ÷å ìåòîäúò íà Àäàìñ òðÿáâà äà ñå èçïîëçâà ñ òâúðäå ìàëêà ñòúïêà,
êîåòî äà ãî íàïðàâè íåïðèëîæèì íà ïðàêòèêà. Èçáîðúò íà ìåòîä çà
ðåøàâàíåòî íà âñÿêà êîíêðåòíà çàäà÷à çàâèñè îò òîâà êàêâî ñå
èçèñêâà îò íåãî � áúðçîäåéñòâèå, âèñîêà òî÷íîñò, óñòîé÷èâîñò è
ò.í.
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2.5.2 Ìåòîäè íà Àäàìñ�Ìóëòîí

Àíàëîãè÷íî ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò íåÿâíè ìåòîäè, êàòî ïðè ïîñòðîÿâàíåòî íà
èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì, àïðîêñèìèðàù ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ â (2.21),
èçïîëçâàìå âúçëè ti+1, ti, . . . , ti+1−n. Òåçè ìåòîäè ñå íàðè÷àòìåòîäè íà Àäàìñ-
Ìóëòîí èëè îùå íåÿâíè (èíòåðïîëàöèîííè) ìåòîäè íà Àäàìñ. Àíàëîãè÷íî íà
ÿâíèòå ôîðìóëè, çà óäîáñòâî ïðàâèì ñìÿíàòà t = ti+1−ξh è âúçëèòå îò ãîðíàòà
ðåäèöà ñå òðàíñôîðìèðàò â 0, 1, . . . , n.
n = 0. Ïðè n = 0, åäèíñòâåíèÿò èíòåðïîëàöèîíåí âúçåë å ti+1. Òúðñèì ïî-

ëèíîìà îò íóëåâà ñòåïåí, êîéòî èíòåðïîëèðà ôóíêöèÿòà f(t) â òî÷êàòà ti+1.
Î÷åâèäíî òîâà å êîíñòàíòàòà f(t) =: fi+1. Èìàìå

f(ti − ξh) ≈ fi =⇒ h

∫ 1

0

f(ti+1 − ξh)dξ ≈ hfi+1.

Çàìåñòâàéêè àïðîêñèìàöèÿòà íà èíòåãðàëà â (2.20), ïîëó÷àâàìå

yi+1 = yi + hfi+1,

ò.å. ïîëó÷èõìå íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð ñ ËÃÀ O(h).
n = 1. Áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ ñà l0 = 1− ξ è l1 = ξ è

L1(f ; ξ) = (fi − fi+1)ξ + fi+1.

Òîãàâà ïîëó÷àâàìå

ui+1 − ui ≈ h

∫ 1

0

[(fi − fi+1)ξ + fi+1]dξ.

Ïðåíåáðåãâàéêè îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí, ïîëó÷àâàìå ÷èñëåíàòà ñõåìà

yi+1 = yi +
h

2
(fi + fi+1),

ò.å. ïîëó÷èõìå ïîäîáðåíèÿ ìåòîä íà Îéëåð ñ ËÃÀ O(h2).
n = 2. Áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ ñà l0 = 1

2
(ξ2−3ξ+2), l1 = −ξ(ξ−2)

l2 = 1
2
(ξ2 − ξ). Òîãàâà

L2(f ; ξ) =
fi+1 − 2fi + fi−1

2
ξ2 +

−3fi+1 + 4fi − fi−1

2
ξ + fi+1.

Òîãàâà ïîëó÷àâàìå

ui+1 − ui ≈ h

∫ 1

0

[
fi+1 − 2fi + fi−1

2
ξ2 +

−3fi+1 + 4fi − fi−1

2
ξ + fi+1

]
dξ.

Ïðåíåáðåãâàéêè îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí, ïîëó÷àâàìå ÷èñëåíàòà ñõåìà

yi+1 = yi +
h

2
(5fi+1 + 8fi − fi−1),

êîÿòî èìà ËÃÀ O(h3).
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Àëãîðèòúì 6: Ìåòîäè íà Àäàìñ�Ìóëòîí

Îáùèÿò âèä íà m-ñòúïêîâèÿ ìåòîä íà Àäàìñ�Ìóëòîí, êîéòî èìà ËÃÀ
O(hm) å

yi+1 = yi + h (C0fi+1 + C1fi + · · ·+ Cmfi+1−m) .

Íèå èçâåäîõìå ìåòîäèòå çà m = 0, 1, 2. Ìåòîäè îò ïî-âèñîê ðåä ìîãàò
äà áúäàò ïîëó÷åíè ïî ñúùèÿ íà÷èí. Êîåôèöèåíòèòå Ci ìîãàò äà áúäàò
íàìåðåíè ëåñíî è â ëèòåðàòóðàòà.

2.5.3 Ïðàêòè÷åñêè âúïðîñè, ñâúðçàíè ñ ðåàëèçàöèÿòà íà
ìåòîäèòå íà Àäàìñ

Íåêà îòáåëåæèì ñëåäíèòå äâà âàæíè âúïðîñà, ñâúðçàíè ñ èçïîëçâàíåòî íà ìå-
òîäèòå íà Àäàìñ.

N.B. 20

Çà äà ìîãàò äà ñå ïðàâÿò èç÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùòà íà äàäåí m-ñòúïêîâ ìå-
òîä, å íåîáõîäèìî äà ñà èçâåñòíè ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â
ïúðâèòå m òî÷êè îò ìðåæàòà. Òåçè ñòîéíîñòè òðÿáâà äà áúäàò íàìåðåíè
ñ åäíîñòúïêîâ ìåòîä, êîéòî èìà ïîíå ñúùèÿ ðåä íà òî÷íîñò êàòî
èçïîëçâàíèÿ ìåòîä íà Àäàìñ.

N.B. 21

Âàæíî å äà îòáåëåæèì, ÷å, çà äà áúäå èìïëåìåíòàöèÿòà íà ìåòî-
äà åôåêòèâíà, å íåîáõîäèìî äà ïàçèì íå ñàìî ñòîéíîñòèòå íà
ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå, íî è íà äÿñíàòà ñòðàíà â òî÷êèòå îò
ìðåæàòà, çà äà èçáåãíåì ìíîãîêðàòíîòî ïðåñìÿòàíå íà äåñíèòå ñòðàíè
â åäíè è ñúùè òî÷êè. Áè áèëî ñåðèîçíà ãðåøêà äà íå èçïîëçâàìå
òîçè ôàêò, òúé êàòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé ìåòîäúò ùå èçïúëíÿâà
ìíîãî ïî-ãîëÿì áðîé îïåðàöèè (ñðàâíèìè ñ ìåòîäà íà Ðóíãå�Êóòà).

2.5.4 Ïðåäèêòîðíî-êîðåêòîðíè ìåòîäè

Òóê ïðî÷åòè ïàðãàðàô 5.3 íà ñòð. 34�35 îò [3].

2.5.5 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè (Ïðàêòèêóì)

Ùå ïðåäëîæèì ôóíêöèÿ, èìïëåìåíòèðàùà ìåòîä íà Àäàìñ-Áàøôîðò îò ÷åò-
âúðòè ðåä:

yi+1 = yi +
h

24
(55fi − 59fi−1 + 37fi−2 − 9fi−3)

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å çà ïðåñìÿòàíåòî íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â i + 1-âàòà
òî÷êà å íåîáõîäèìî ðåøåíèåòî â ïðåäõîäíèòå 4 òî÷êè. Ñëåäîâàòåëíî ñòîéíîñ-
òèòå â ïúðâèòå ÷åòèðè òî÷êè îò ìðåæàòà íå ìîæåì äà íàìåðèì äèðåêòíî ÷ðåç
ãîðíàòà ôîðìóëà. Çà òàçè öåë ñå èçïîëçâà åäíîñòúïêîâ ìåòîä, èìàù ñúùèÿ ðåä
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íà àïðîêñèìàöèÿ. Íèå ùå èçïîëçâàìå ìåòîäà íà Ðóíãå�Êóòà îò ÷åòâúðòè ðåä,
êîéòî ðàçãëåäàõìå ïî-ðàíî.

AB4@f_, u0_, h_, t0_, T_D :=

n = Ceiling@HT - t0L � hD;

t = Table@i h, 8i, 0, n<D;

y = Table@0, 8n + 1<D;

fi = Table@0, 8n + 1<D; H*list of values of the right-hand side f*L
y@@1DD = u0;

H*Compute the first approximate values, using the RK4 method*L
ForBi = 1, i £ 3, i++,

k1 = h f@t@@iDD, y@@iDDD;

k2 = h f@t@@iDD + h � 2, y@@iDD + k1 � 2D;

k3 = h f@t@@iDD + h � 2, y@@iDD + k2 � 2D;

k4 = h f@t@@iDD + h, y@@iDD + k3D;

y@@i + 1DD = y@@iDD +
1

6
Hk1 + 2 k2 + 2 k3 + k4L;

fi@@i + 1DD = f@t@@i + 1DD, y@@i + 1DDD;

F;

H*Compute the remaining values, using the AB4 formula*L
ForBi = 4, i < n + 1, i++,

y@@i + 1DD =

y@@iDD +
h

24
H55 fi@@iDD - 59 fi@@i - 1DD + 37 fi@@i - 2DD - 9 fi@@i - 3DDL;

fi@@i + 1DD = f@t@@i + 1DD, y@@i + 1DDD;

F;

y

Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å â ãîðíàòà ðåàëèçàöèÿ íà âñÿêà ñòúïêà ñå çàïàçâà íå
ñàìî ñòîéíîñòòà íà yi+1, íî è íà f(ti+1, yi+1).

Òóê è â ñëåäâàùèòå ñåêöèè ùå ðàçãëåäàìå ïðèìåðè, íà áàçàòà íà êîèòî ùå
èëþñòðèðàìå ïðèëîæåíèåòî íà ðàçãëåæäàíèòå ìåòîäè íà ïðàêòèêà.

Àíàëèç íà ôîðìàòà íà îñåâî-ñèìåòðè÷íà êàïêà.
Ìåòîäúò íà Àäàìñ�Áàøôîðò äàòèðà îò êðàÿ íà 19-òè âåê, êàòî ïúðâî òîé å
áèë ïðèëîæåí çà îïðåäåëÿíå ïðîôèëà íà êàïêà îò äàäåí ôëóèä. Åòî çàùî íèå
ùå ãî èëþñòðèðàìå èìåííî âúðõó òàçè çàäà÷à.

Ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà

dr

ds
= cosϕ,

dz

ds
= sinϕ,

dϕ

ds
= 2b+ cz − sinϕ

r
,

êîÿòî îïèñâà ïðîôèëà íà êàïêà, ïóñíàòà îò äàäåí êàïèëÿð, ïîä äåéñòâèåòî íà
ãðàâèòàöèÿòà. Ïðîôèëúò ñå îïèñâà êàòî ïàðàìåòðè÷íà êðèâà l = (r(s), z(s)),
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êîÿòî å ïàðàìåòðèçèðàíà ïî äúëæèíàòà íà äúãàòà, s, èçìåðåíà îò âúðõà íà
êàïêàòà êúäåòî ϕ å úãúëúò, êîéòî äîïèðàòåëíàòà â ñúòîâåòíàòà òî÷êà ñêëþ÷âà
ñ àáñöèñíàòà îñ. Ïàðàìåòúðúò b îïèñâà êðèâèíàòà âúâ âúðõà íà êàïêàòà, à c å
ïàðàìåòúð, êîéòî õàðàêòåðèçèðà âåùåñòâîòî.

Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà r(0) = z(0) = ϕ(0) = 0. Äà îòáåëåæèì, ÷å ñèñòåìàòà
èìà îñîáåíîñò ïðè s = 0, òúé êàòî äÿñíàòà ñòðàíà íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íå
å äåôèíèðàíà. Ìîæå äà ñå ïîêàæå îáà÷å, ÷å äÿñíàòà ãðàíèöà ñúùåñòâóâà è

dϕ

ds

∣∣∣∣
0+

= b.

Òîãàâà å åñòåñòâåíî äà ïðèåìåì ïîñëåäíîòî êàòî äåôèíèöèÿ íà äÿñíàòà ñòðàíà
çà s = 0.

Çà äà ìîæåì äà èçïîëçâàìå âå÷å íàïèñàíàòà â Mathematica ôóíêöèÿ AB4,
ïúðâî òðÿáâà äà çàïèøåì ñèñòåìàòà êàòî åäíî âåêòîðíî óðàâíåíèå. Ïîëàãàéêè
u = (r, z, ϕ)T è f(u) = (f1, f2, f3)T , êúäåòî

f1(u) = cosϕ,

f2(u) = sinϕ,

f3(u) =

{
2b+ cz − sinϕ

r
, s > 0

b, s = 0
.

ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà
du

dt
= f(u), s > 0,

u(0) = (0, 0, 0)T .

Êàêòî êàçàõìå, ùå èçïîëçâàìå ôóíêöèÿòà AB4 çà íåéíîòî ðåøàâàíå, êàòî
ìàëêî ùå ÿ ìîäèôèöèðàìå. Òîâà ñå íàëàãà, ïðåäâèä ôàêòà, ÷å îáèêíîâåíî çà-
äà÷àòà å ñêàëèðàíà òàêà (ò.å. ñà èçáðàíè òàêèâà ìåðíè åäèíèöè), ÷å ðàäèóñúò
íà êàïèëÿðà äà áúäå åäèíèöà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òðÿáâà äà èíòåãðèðàìå, äîêàòî
r ñòàíå 1.

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å êàïêàòà å îñåâî-ñèìåòðè÷íà, òî å äîñòàòú÷íî äà âçå-
ìåì ñàìî ïîëîâèíàòà îò íåÿ.
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Ïðèëàãàìå ïî-äîëó ìîäèôèöèðàíèÿ êîä, çàåäíî ñ ïðèëîæåíèåòî ìó çà îï-
ðåäåëÿíå íà ïðîôèëà íà êàïêàòà ïðè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå b = 1.84366 è
c = −2.9.

In[7]:= AB4@f_, u0_, h_D :=

y = Table@0, 84<D;

fi = Table@0, 84<D; H*list of values of the right-hand side f*L
y@@1DD = u0;

H*Compute the first approximate values, using the RK4 method*L
ForBi = 1, i £ 3, i++,

k1 = h f@y@@iDDD;

k2 = h f@y@@iDD + k1 � 2D;

k3 = h f@y@@iDD + k2 � 2D;

k4 = h f@y@@iDD + k3D;

y@@i + 1DD = y@@iDD +
1

6
Hk1 + 2 k2 + 2 k3 + k4L;

fi@@i + 1DD = f@y@@i + 1DDD;

F;

i = 4;

H*Compute the remaining values, using the AB4 formula*L
WhileBy@@i, 1DD £ 1,

y = AppendBy,

y@@iDD +
h

24
H55 fi@@iDD - 59 fi@@i - 1DD + 37 fi@@i - 2DD - 9 fi@@i - 3DDLF;

fi = Append@fi, f@y@@i + 1DDDD;

i++;

F;

y

In[8]:= b = 1 � 0.5424

c = -2.9;

f@u_D := :
Cos@u@@3DDD,

Sin@u@@3DDD,

IfBu@@1DD ¹ 0, 2 b + c u@@2DD -
Sin@u@@3DDD

u@@1DD
, bF

>
res = AB4@f, 80, 0, 0<, 0.01D;

ListPlot@Table@8res@@i, 1DD, res@@i, 2DD<, 8i, 1, Length@resD<D,

AspectRatio ® AutomaticD

Â ðåçóëòàò îò èçïúëíåíèåòî íà ãîðíèÿ êîä, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ïðîôèë íà
êàïêà.
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Out[12]=

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

Ðåøàâàíåòî íà ãîðíàòà ñèñòåìà ÎÄÓ å ÷àñò îò ò.íàð. Axisymmetric Drop
Shape Analysis. Òîâà å ìåòîä, íà áàçàòà íà êîéòî ðàáîòÿò ìíîãî óðåäè çà
îïðåäåëÿíå íà ïîâúðõíîñòíî íàïðåæåíèå íà òå÷íîñòè (òåíñèîìåòðè).

Ïîâúðõíîñòíîòî íàïðåæåíèå å õàðàêòåðèñòèêà íà òå÷íîñòèòå, êîÿòî ãè
êàðà äà âúçïðèåìàò ôîðìà, ïðè êîÿòî ïîâúðõíîñòòà èì å ìèíèìàëíà. Íàï-
ðàâàòà íà èçìåðâàòåëíè óðåäè çà èçìåðâàíå íà ïîâúðõíîñòíî íàïðåæåíèå
å ãîëÿìà èíäóñòðèÿ. Çà òàçè öåë êàïêà îò äàäåíî âåùåñòâî ñå ïóñêà îò
êàïèëÿð. Íà êàïêàòà ñå ïðàâè ñíèìêà, êîÿòî ñå äèãèòàëèçèðà è òàêà ïðî-
ôèëúò ñå îïèñâà ñ ìíîæåñòâî îò òî÷êè (çàðàäè ñèìåòðèÿòà ðàçãëåæäàìå
ñàìî ïîëîâèíàòà).
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Îò äðóãà ñòðàíà, îò÷èòàéêè ñèëèòå, äåéñòâàùè âúðõó êàïêàòà, êàêòî
âèäÿõìå, ìîæå äà ñå îïðåäåëè ïðîôèëúò ïðè çàäàäåíè ïàðàìåòðè. Ñîôòóå-
ðúò, óïðàâëÿâàù óðåäèòå, îïðåäåëÿ ñòîéíîñòòà íà ïàðàìåòðèòå (â ÷àñòíîñò
ïàðàìåòúðúò c, â êîéòî ó÷àñòâà ïîâúðõíîñòíîòî íàïðåæåíèå) òàêà, ÷å åêñ-
ïåðèìåíòàëíèÿò è òåîðåòè÷íèÿò ïðîôèë äà ñúâïàäàò.

2.6 Ñõîäèìîñò íà ìåòîäèòå çà ðåøàâàíå íà ÎÄÓ.

Òåîðåìà íà Ëàêñ. Ìåòîä íà Ðóíãå çà ïðàê-

òè÷åñêà îöåíêà íà ãðåøêàòà è ðåäà íà ñõîäè-

ìîñò.

Òóê ïðî÷åòè ñòð. 27�30 îò [3].

2.7 Ñðàâíåíèå íà ìåòîäèòå çà ðåøàâàíå íà çàäà-

÷à íà Êîøè çà ÎÄÓ

2.7.1 Îñíîâíè ïðåäèìñòâà è íåäîñòàòúöè íà ìåòîäèòå

Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå îáîáùèì êàçàíîòî äîòóê, êàòî ùå íàïðàâèì åäíî
êðàòêî ñðàâíåíèå íà áàçà íà íÿêîëêî ïðèçíàêà ìåæäó ìåòîäèòå çà ÷èñëåíî
ðåøàâàíå íà ÎÄÓ, áåç äà ïðåòåíäèðàìå çà êàêâàòî è äà å èç÷åðïàòåëíîñò.

1. ßâíè ìåòîäè

(à) Ìåòîä íà Îéëåð

+ Áúðçè è ëåñíè çà èìïëåìåíòèðàíå

- Áàâíî ñõîäÿùè.

(á) Ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòà

+ Ñúùåñòâóâàò ìåòîäè ñ âèñîê ðåä íà ñõîäèìîñò

+ Ïî-äîáðè ñâîéñòâà îò ãëåäíà òî÷êà íà óñòîé÷èâîñò ñïðÿìî ìåòî-
äèòå íà Àäàìñ-Áàøôîðò

+ Óäîáíè ñà çà èçïîëçâàíå ñ àäàòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà

- Ïî-áàâíè îò ìåòîäèòå íà Àäàìñ-Áàøôîðò

(â) Ìåòîäè íà Àäàìñ-Áàøôîðò
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+ Ñúùåñòâóâàò ìåòîäè ñ âèñîê ðåä íà ñõîäèìîñò

+ Ïî-áúðçè ñïðÿìî ìåòîäèòå íà Ðóíãå-Êóòà

+ ×åñòî ñå êîìáèíèðàò ñ íåÿâíèòå ìåòîäè íà Àäàìñ-Ìóëòîí êàòî
ïðåäèêòîðíî-êîðåêòîðåí ìåòîä

- Ïî-ëîøè ñâîéñòâà îò ãëåäíà òî÷êà íà óñòîé÷èâîñò ñïðÿìî ìåòî-
äèòå íà Ðóíãå-Êóòà

2. ßâíè ñðåùó íåÿâíè ìåòîäè

• ßâíèòå ìåòîäè ñà çíà÷èòåëíî ïî-áúðçè.

• Çà òâúðäè çàäà÷è ÿâíèòå ìåòîäè ñà ïðàêòè÷åñêè íåïðèëîæèìè.

• ×åñòî íåÿâíèòå ìåòîäè ñå èçïîëçâàò çàåäíî ñ ÿâåí ìåòîä â äâîéêà
ïðåäèêòîð-êîðåêòîð.

3. Àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà ñðåùó ðàâíîìåðíà ìðåæà

• Ðàâíîìåðíàòà ìðåæà ïîçâîëÿâà äà ñå êîíòðîëèðà âðåìåòî çà èçïúë-
íåíèå íà àëãîðèòúìà, òúé êàòî áðîÿò îïåðàöèè å ïðåäâàðèòåëíî èç-
âåñòåí.

• Àäàïòèâíèÿò èçáîð íà ñòúïêàòà ïîçâîëÿâà äà ñå êîíòðîëèðà àâòîìà-
òè÷íî òî÷íîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå.

• Â çàäà÷è, ïðè êîèòî ðåøåíèåòî ñå èçìåíÿ áúðçî â ìàëúê èíòåðâàë
îò äåôèíèöèîííàòà îáëàñò è áàâíî � â îñòàíàëàòà ÷àñò � ìåòîäèòå
ñ àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà èìàò ÿâíî ïðåäèìñòâî. Â ïðîòèâåí
ñëó÷àé ìîæå äà ñå îêàæå, ÷å èçïîëçâàíåòî íà ðàâíîìåðíà ñòúïêà ùå
å ïî-óäà÷íî îò ãëåäíà òî÷êà íà áúðçîäåéñòâèå, òúé êàòî ñå èçáÿã-
âàò ïðîâåðêèòå çà òî÷íîñò è ïðåñìÿòàíåòî íà íîâà ñòúïêà íà âñÿêà
èòåðàöèÿ.

Íà áàçà íà ãîðíîòî ñðàâíåíèå îùå âåäíúæ ùå ïîä÷åðòàåì, ÷å ïîçíàâàíåòî
íà ðàçëè÷íè ìåòîäè íè ïîçâîëÿâà äà èçïîëçâàìå ìåòîä, êîéòî å ïîäõîäÿù, îò
ãëåäíà òî÷êà íà èçèñêâàíèÿòà íà êîíêðåòíàòà ïðèëîæíà çàäà÷à, êîÿòî ðåøà-
âàìå.

2.7.2 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè (Ïðàêòèêóì)

Îïðåäåëÿíå òðàåêòîðèÿòà íà ðàêåòà.

Îò÷èòàéêè ñèëèòå, äåéñòâàùè âúðõó òÿëî, èçñòðåëÿíî ïîä úãúë θ0 ñ íà÷àëíà
ñêîðîñò v0, íåãîâàòà òðàåêòîðèÿ ñå îïèñâà ñúñ ñèñòåìàòà ÎÄÓ

dx

dt
= v cos θ,

dy

dt
= v sin θ,

dv

dt
= − 1

2m
cρsv2 − g sin θ,

dθ

dt
= −g

v
cos θ,
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êúäåòî ôàçîâèòå ïðîìåíëèâè ñà êîîðäèíàòèòå x(t) è y(t) íà òÿëîòî â ìîìåíòà
îò âðåìå t, v(t) å ñêîðîñòòà ìó, à θ(t) å úãúëúò, êîéòî äîïèðàòåëíàòà êúì òðà-
åêòîðèÿòà ñêëþ÷âà ñ àáñöèñíàòà îñ. Ïàðàìåòðèòå â ìîäåëà ñà ñëåäíèòå � m å
ìàñàòà íà òÿëîòî, ρ å ïëúòíîñòòà íà âúçäóõà, c å êîåôèöèåíò íà ñúïðîòèâëåíèå,
s å ëèöåòî íà íàïðå÷íîòî ñå÷åíèå íà òÿëîòî.

Çà íà÷àëíè óñëîâèÿ âçåìàìå x(0) = y(0) = 0, v(0) = v0, θ(0) = θ0, êúäåòî v0

è θ0 ñà ñúîòâåòíî íà÷àëíàòà ñêîðîñò è úãúëà, ïîä êîéòî å èçñòðåëÿíî òÿëîòî.
Íåêà ïðåñìåòíåì òðàåêòîðèÿòà íà òÿëî ñ ìàñà 15 kg è ïëúòíîñò 1.29kg/m3,

èçñòðåëÿíî ñ íà÷àëíà ñêîðîñò v0 = 50m/s ïîä úãúë θ0 = 0.6rad è θ0 = 1.2rad.
Ñòîéíîñòèòå íà îñòàíàëèòå ïàðàìåòðè â ìîäåëà ñà c = 0.2, g = 9.81m/s2

Òðàåêòîðèÿòà ÷åñòî òðÿáâà äà áúäå îïðåäåëåíà ñ âèñîêà òî÷íîñò. Íåêà íàï-
ðèìåð ïîèñêàìå îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà äà áúäå íå ïî-ãîëÿìà îò 0.01%. Ïîä-
õîäÿù ìåòîä áè áèë íàïðèìåð ìåòîäúò íà Ðóíãå�Êóòà ñ àäàïòèâåí èçáîð íà
ñòúïêàòà, òúé êàòî ïðè íåãî èìàìå àâòîìàòè÷íà ïðîâåðêà íà òî÷íîñòòà.

Ïðèëàãàìå ìîäèôèêàöèÿ íà ôóíêöèÿòà RK23, êîÿòî ïðåäëîæèõìå, îò÷è-
òàùà ôàêòà, ÷å ðàáîòèì ñ âåêòîðíî óðàâíåíèå, ò.å. ïðè îöåíêàòà íà ãðåøêàòà
òðÿáâà äà èçïîëçâàìå íîðìàòà íà ñúîòâåòíèòå âåêòîðè. Ñúùî òàêà, èçïîëçâàìå
îöåíêà íà îòíîñèòåëíà ãðåøêà, ò.å. èìàìå err := ‖y3−y2‖

‖y2‖ , êúäåòî y2 è y3 ñà ñú-
îòâåòíî ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ïðè èçïîëçâàíåòî íà ìåòîäèòå
îò âòîðè è òðåòè ðåä.
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In[1]:= RK23@f_, u0_, t0_, T_, h0_, tol_D :=

h = h0;

t = t0;

y = 80<;

y@@1DD = u0;

i = 1;

t = 80<;

WhileBy@@iDD@@2DD ³ 0,

k1 = h f@t@@iDD, y@@iDDD;

k2 = h f@t@@iDD + h, y@@iDD + k1D;

k3 = h fBt@@iDD +
h

2
, y@@iDD +

1

4
k1 +

1

4
k2F;

WhileBNormB 1

3
Hk1 + k2 - 2 k3L , InfinityF � Norm@y@@iDD, InfinityD > tol,

h = h
tol

NormAI 1

3
Hk1 + k2 - 2 k3LM, InfinityE

1�3

;

k1 = h f@t@@iDD, y@@iDDD;

k2 = h f@t@@iDD + h, y@@iDD + k1D;

k3 = h fBt@@iDD +
h

2
, y@@iDD +

1

4
k1 +

1

4
k2F;

F;

y = AppendBy, y@@iDD +
1

6
k1 +

1

6
k2 +

2

3
k3F;

t = Append@t, t@@iDD + hD;

h = h
tol

NormAI 1

3
Hk1 + k2 - 2 k3LM, InfinityE

1�3

;

i++

F;

y

Ïðèëàãàìå ãîðíàòà ôóíêöèÿ çà ðåøàâàíå íà ïîñòàâåíàòà çàäà÷à:
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In[2]:=

m = 15;

c = 0.2; Ρ = 1.29; s = 0.25; g = 9.81; v0 = 50; Θ0 = 0.6; T = 0;

u0 = 80, 0, v0, Θ0<;

f@t_, y_D := 9y@@3DD Cos@y@@4DDD, y@@3DD Sin@y@@4DDD,

1 � m IT - 1 � 2 c Ρ s y@@3DD2M - g Sin@y@@4DDD, -g � y@@3DD Cos@y@@4DDD=
res = RK23Af, u0, 0, 10, 0.0001, 10-2E;

points = Table@8res@@iDD@@1DD, res@@iDD@@2DD<, 8i, 1, Length@resD<D;

plotAppr1 = ListLinePlot@pointsD;

Θ0 = 1.2;

u0 = 80, 0, v0, Θ0<;

f@t_, y_D := 9y@@3DD Cos@y@@4DDD, y@@3DD Sin@y@@4DDD,

1 � m IT - 1 � 2 c Ρ s y@@3DD2M - g Sin@y@@4DDD, -g � y@@3DD Cos@y@@4DDD=
res = RK23Af, u0, 0, 10, 0.0001, 10-2E;

points = Table@8res@@iDD@@1DD, res@@iDD@@2DD<, 8i, 1, Length@resD<D;

plotAppr2 = ListLinePlot@pointsD;

Show@plotAppr1, plotAppr2, PlotRange ® AllD

Òðàåêòîðèèòå ïðè θ0 = 0.6rad è θ0 = 1.2rad èìàò ñëåäíèÿ âèä:

Out[15]=

50 100 150

20

40

60

80

Ðåøàâàíå íà òâúðäè ñèñòåìè.
Íåêà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè

du

dt
= λ(−u+ sin t), 0 < t ≤ 10,

u(0) = 0,

èìàùà òî÷íî ðåøåíèå

u(t) =
λ

1 + λ2
e−λt +

λ2

1 + λ2
sin t− λ

1 + λ2
cos t.

Äà ðåøèì çàäà÷àòà ïðè λ = 1000000. Ïúðâàòà íè èäåÿ ìîæå äà áúäå äà
èçïîëçâàìå ÿâåí ìåòîä, ïîðàäè îòíîñèòåëíàòà ïðîñòîòà è áúðçîäåéñòâèå ñïðÿìî
íåÿâíèòå. Íåêà ïðèëîæèì íàïðèìåð ìåòîäà íà Ðóíãå-Êóòà îò ÷åòâúðòè ðåä.
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In[24]:= Λ = 1 000 000;

f@t_, y_D := Λ H-y + Sin@tDL;

y = RK4@f, 0, 0.0001, 0, 10D;

plotAppr = ListLinePlot@Table@8t@@i + 1DD, y@@i + 1DD<, 8i, 0, n<DD;

c =
Λ

1 + Λ2
;

plotExact = PlotBc E-Λ t
+

Λ2

1 + Λ2
Sin@tD -

Λ

1 + Λ2
Cos@tD, 8t, 0, 10<, PlotStyle ® RedF;

Show@plotAppr, plotExactD

Äà îòáåëåæèì, ÷å ñìå èçïîëçâàëè äîñòà ìàëêà ñòúïêà � 10−4. Ðåçóëòàòúò îò
èçïúëíåíèåòî íà ãîðíèÿ êîä å ñëåäíèÿò:

Out[30]=

0.001 0.002 0.003 0.004

2 ´ 10251

4 ´ 10251

6 ´ 10251

8 ´ 10251

ßñíî å, ÷å ïðè÷èíàòà çà ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò å óñëîâíàòà óñòîé÷èâîñò íà
ìåòîäà. Çà êîíêðåòíàòà çàäà÷à óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò îçíà÷àâà, ÷å ñòúïêàòà
òðÿáâà äà å òâúðäå ìàëêà, çà äà áúäå ìåòîäúò óñòîé÷èâ, êîåòî ãî ïðàâè íà
ïðàêòèêà íåïðèëîæèì.

Òîâà å ïðèìåð çà ò.íàð. òâúðäè çàäà÷è. Åñòåñòâåí ïîäõîä òîãàâà å äà îïèòà-
ìå äà ðåøèì çàäà÷àòà ñ íåÿâåí ìåòîä. Ùå èçïðîáâàìå íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð
çà öåëòà.

Λ = 1 000 000;

f@t_, y_D := Λ H-y + Sin@tDL;

y = implicitEuler@f, 0, 0.1, 0, 10D;

plotAppr = ListPlot@Table@8t@@i + 1DD, y@@i + 1DD<, 8i, 0, n<D,

PlotRange ® AllD;

c =
Λ

1 + Λ2
;

plotExact = PlotBc E-Λ t
+

Λ2

1 + Λ2
Sin@tD -

Λ

1 + Λ2
Cos@tD, 8t, 0, 10<, PlotStyle ® RedF;

Show@plotAppr, plotExact, PlotRange ® AllD
Ðåçóëòàòúò (ïðè èçïîëçâàíà ñòúïêà h = 0.1) å ñëåäíèÿò:
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2 4 6 8 10

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Âèæäàìå, ÷å äîðè íåÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð, êîéòî èìà ïúðâè ðåä íà ñõî-
äèìîñò, ñå ñïðàâÿ äîáðå ñ ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà.

2.8 Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

dy

dx
=
−x+

√
x2 + 4y2

2y

îïèñâà ôîðìàòà íà ðàâíèííà êðèâà, êîÿòî îòðàçÿâà âñè÷êè ëú÷è, óñïîðåäíè
íà àáñöèñàòà, â åäíà è ñúùà òî÷êà (íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà). Òà-
êèâà ìîäåëè íàìèðàò ïðèëîæåíèå ïðè îãëåäàëàòà â òåëåñêîïèòå, ñàòåëèòíèòå
àíòåíè, ñîëàðíèòå êîëåêòîðè è äð.

• Äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå èçâåäå íà áàçàòà íà ãåîìåòðè÷-
íè ñúîáðàæåíèÿ, êàòî ñå âçåìå ïðåäâèä, ÷å íà äîëíàòà ôèãóðà φ = 2θ
(Çàùî?). Èçâåäåòå ãî.

• Ñúñòàâåòå ÿâíà ÷èñëåíà ñõåìà ñ âòîðè ðåä íà ñõîäèìîñò, êîÿòî ðåøàâà
äàäåíîòî ÎÄÓ ïî ïîäàäåíî íà÷àëíî óñëîâèå y0 è èíòåðâàë íà èíòåãðèðàíå.

68



Íàïèøåòå ôóíêöèÿ â Mathematica, êîÿòî ðåàëèçèðà ïðåäëîæåíàòà ÷èñëå-
íà ñõåìà. Èçïîëçâàéòå ÿ, çà äà âèçóàëèçèðàòå ïðèìåðíà ôîðìà íà ñàòå-
ëèòíà àíòåíà, îòãîâàðÿùà íà äàäåíîòî ÎÄÓ.

Çàäà÷à 2. Ðàçãëåæäàìå ÷èñëåíèÿ ìåòîä ñ òåãëî θ

yi+1 = yi + hθfi+1 + h(1− θ)fi.

• Çà êîè ñòîéíîñòè íà θ ìåòîäúò å íåÿâåí?

• Èçâåäåòå óñëîâèå çà A-óñòîé÷èâîñò çà ïðîèçâîëíî θ.

• Çà êîè ñòîéíîñòè íà θ ìåòîäúò å A-óñòîé÷èâ (çà âñÿêî h > 0)?

• Çà êîè ñòîéíîñòè íà θ ìåòîäúò å ìîíîòîíåí (çà âñÿêî h > 0)?

• Ïðèëîæåòå ìåòîäà çà çàäà÷àòà íà Êîøè:

du

dt
= −10u+ 5, t ∈ (0, 1],

u(0) = 4.

Çà öåëòà èçâåäåòå âðúçêà ìåæäó yi+1 è yi. Òúé êàòî çàäàäåíàòà çàäà÷à å
ëèíåéíà, â ñëó÷àÿ ìîæå äà ñå íàìåðè ÿâåí âèä íà yi+1. Íàïðàâåòå ãî.

Çàäà÷à 3. Ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî

u′(t) = −300t2y3, 0 ≤ t ≤ 3

ñ íà÷àëíî óñëîâèå u(0) = 1.

• Ïîêàæåòå, ÷å òî÷íîòî ðåøåíèå íà ãîðíàòà çàäà÷à íà Êîøè å

u(t) =
1√

200t3 + 1
.

Ïðèëîæåòå ìåòîäà ñ àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà RK23, ðàçãëåæäàí íà
óïðàæíåíèÿ, ñ òîëåðàíñ 0.0001.

Íàìåðåòå äîïóñíàòàòà ãðåøêà âúâ âñÿêà òî÷êà è ñðàâíåòå ñ òîëåðàíñà.

Ïîêàæåòå êàê ñå å èçìåíÿëà ñòúïêàòà ïðè ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà. Êúäå
ñòúïêàòà å ìàëêà? Çàùî?

Êàêâà ðàâíîìåðíà ñòúïêà î÷àêâàòå äà å íåîáõîäèìà çà ìåòîä íà Ðóíãå-
Êóòà îò òðåòè ðåä, çà äà áúäå ïîñòèãíàòà ñúùàòà òî÷íîñò?

Ïðèëîæåòå ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà îò òðåòè ðåä ñ ðàâíîìåðíà ìðåæà, òà-
êà ÷å äà ïîëó÷èòå ñúùàòà òî÷íîñò. Ñðàâíåòå âðåìåíàòà çà èçïúëíåíèå íà
ïðîãðàìàòà ïðè ðàâíîìåðíà è àäàïòèâíà ñòúïêà, êàòî èçïîëçâàòå âãðàäå-
íàòà ôóíêöèÿ TimeUsed
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Íàïðàâåòå ñúùîòî, êàòî â ïðåäèøíàòà ïîäòî÷êà, çà ÿâíèÿ è íåÿâíèÿ ìå-
òîä íà Îéëåð è çà ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòà îò ÷åòâúðòè è ïåòè ðåä (çà
ñúîòâåòíèòå òàáëèöè íà Butcher âèæòå â èíòåðíåò).

Ïîòúðñåòå èíôîðìàöèÿ â èíòåðíåò çà ìåòîäà íà Runge-Kutta-Fehlberg
(RKF45), êîéòî å íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿò íà ïðàêòèêà ìåòîä ñ àäàïòè-
âåí èçáîð íà ñòúïêàòà. Ðåøåòå çàäà÷àòà, êàòî ãî èçïîëçâàòå. Ñðàâíåòå
âðåìåòî çà èçïúëíåíèå íà ïðîãðàìàòà ñ òîâà ïðè RK23.

Çàäà÷à 4. Äàäåí e ñëåäíèÿò ìåòîä íà Ðóíãå�Êóòà îò âòîðè ðåä:

0
2/3 2/3

1/4 3/4

• Ïðîâåðåòå, ÷å òîâà äåéñòâèòåëíî å ìåòîä íà Ðóíãå�Êóòà, êàòî ïðåñìåòíåòå
ËÃÀ.

• Èçñëåäâàéòå ìåòîäà çà À-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò.

• Íàìåðåòå y1 � ñòîéíîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â òî÷êàòà t1 ïðè äèñ-
êðåòèçàöèÿ ñ ðàâíîìåðíà ìðåæà ñúñ ñòúïêà h = 0.1 çà çàäà÷àòà

du

dt
= −10u+ 5, t ∈ (0, 1],

u(0) = 4.

• Êàêâà ñòúïêà áèõòå èçáðàëè, çà äà îñèãóðèòå óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò
íà ìåòîäà?

Çàäà÷à 5. Íà ïúðâîòî çàíÿòèå îò ïðàêòèêóìà áåøå ðàçãëåäàíà ñëåäíàòà äè-
ôåðåíöèàëíà çàäà÷à, ìîäåëèðàùà äâèæåíèåòî íà ñèñòåìà îò ïðóæèíà è ìàñà,
êàòî ñúïðîòèâëåíèåòî íà âúçäóõà ñå ïðåíåáðåãíå:

d2x

dt2
= g − kx

m
,

x(0) = x0, x
′(0) = 0,

êúäåòî g e çåìíîòî óñêîðåíèå, à k å åëàñòè÷íàòà êîíñòàíòà íà ïðóæèíàòà.
Àêî âçåìåì ïðåäâèä è ñúïðîòèâëåíèåòî íà âúçäóõà, ìîäåëúò äîáèâà âèäà

d2x

dt2
= g − kx

m
− µ

m

dx

dt
,

x(0) = x0, x
′(0) = 0,

êúäåòî µ å êîåôèöèåíò íà òðèåíå.
Çà òàêà ïîëó÷åíèÿ ìîäåë:

• Ñâåäåòå çàäà÷àòà äî çàäà÷à íà Êîøè çà ñèñòåìà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä.

• Èçâåäåòå ìåòîä íà Àäàìñ-Áàøôîðò îò ÷åòâúðòè ðåä.
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• Èçâåäåòå ìåòîä íà Àäàìñ-Ìóëòîí îò ÷åòâúðòè ðåä.

• Ñúñòàâåòå àëãîðèòìè, èçïîëçâàù èçâåäåíèòå ìåòîäè, çà ÷èñëåíîòî ðåøà-
âàíå íà çàäà÷àòà.

• Ñúñòàâåòå ïðåäèêòîðíî-êîðåêòîðåí ìåòîä îò ÷åòâúðòè ðåä.

Èìïëåìåíòèðàéòå âñåêè îò ìåòîäèòå. Íàïðàâåòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè
ïðè ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå (âêë. µ = 0). Íàïðàâåòå àíèìà-
öèÿ íà äâèæåíèåòî íà ìàõàëîòî âúâ âñåêè îò ñëó÷àèòå. Êàêúâ å åôåêòúò
íà ñúïðîòèâëåíèåòî íà âúçäóõà? Êàêúâ å åôåêòúò íà ìàñàòà íà òÿëîòî?
Êàêúâ å åôåêòúò íà åëàñòè÷íîñòòà íà ïðóæèíàòà? Èçãëåæäàò ëè âè ðå-
çóëòàòèòå ôèçè÷åñêè ñìèñëåíè? Îáîñíîâåòå ñå.

Ñðàâíåòå áúðçîäåéñòâèåòî íà ðåàëèçèðàíèòå îò âàñ ìåòîäè ñ òîâà íà RK4.

Çàäà÷à 6. Çà ðåäèöà áèîòåõíîëîãè÷íè ïðîöåñè ñå èçïîëçâàò áèîðåàêòîðè. Áè-
îðåàêòîðúò ïðåäñòàâëÿâà ñúä, â êîéòî ñå îòãëåæäàò ìèêðîîðãàíèçìè ñ öåë ïðî-
èçâîäñòâîòî íà áèîãàç, àíòèáèîòèöè, àëêîõîëíè íàïèòêè è äð.

Àêî â áèîðåàêòîðà ñå âëèâà õðàíèòåëåí ðàçòâîð ñúñ ñêîðîñò D, â êîéòî êîí-
öåíòðàöèÿòà íà õðàíèòåëíîòî âåùåñòâî å ñêàëèðàíà íà 1, è îò áèîðåàêòîðà ñå
èçâåæäà ðàçòâîð ñúñ ñúùàòà ñêîðîñò, ïðîöåñúò ìîæå äà ñå îïèøå ñúñ ñëåäíàòà
ñèñòåìà ÎÄÓ (Ìîäåë íà Ìîíî):

ds

dt
= (1− s)D − as

b+ s
x,

dx

dt
=

(
as

b+ s
−D

)
x.

Â ñèñòåìàòà s(t) è x(t) ñà êîíöåíòðàöèèòå íà ñóáñòðàòà (âåùåñòâîòî, ñ êîåòî
ñå õðàíÿò ìèêðîîðãàíèçìèòå) è íà ìèêðîîðãàíèçìèòå â ìîìåíòà îò âðåìå t.
Ïàðàìåòðèòå a è b ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè, êîèòî îïèñâàò ñêîðîñòòà, ñ êîÿòî
êîíêðåòíèòå ìèêðîîðãàíèçìè êîíñóìèðàò ñóáñòðàòà.
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• Ñúñòàâåòå àëãîðèòúì, áàçèðàí íà íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð, çà ðåøàâàíå
íà çàäà÷àòà.

Èìïëåìåíòèðàéòå ìåòîäà è ðåøåòå çàäà÷àòà çà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ïà-
ðàìåòúðà D. Çà âñÿêà èçáðàíà îò âàñ ñòîéíîñò íà D, âèçóàëèçèðàéòå ïàðà-
ìåòðè÷íèòå êðèâè (s(t), x(t)), ñúîòâåòñòâàùè íà íÿêîëêî íà÷àëíè óñëîâèÿ
(ïîñëåäíîòî ñå íàðè÷à ôàçîâ ïîðòðåò). Êàêâè èçâîäè ìîæåòå äà íàïðàâè-
òå îò ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè çà âúçìîæíîòî äúëãîñðî÷íî ïîâåäåíèå íà
áèîòåõíîëîãè÷íèÿ ïðîöåñ? Êàêâà ñêîðîñò íà îòìèâàíå å äîïóñòèìà, çà äà
îöåëåå ìèêðîáèàëíàòà ïîïóëàöèÿ?
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Ãëàâà 3

Äèôåðåí÷íè ìåòîäè çà ðåøàâàíå

íà ×ÄÓ

3.1 Âúâåäåíèå â çàäà÷èòå, êîèòî ×ÄÓ îïèñâàò.

Óðàâíåíèå íà íåïðåêúñíàòîñòòà.

Äîñåãà ðàçãëåæäàõìå ÎÄÓ, ò.å. òúðñåíèòå ôóíêöèè çàâèñåõà ñàìî îò åäíà íå-
çàâèñèìà ïðîìåíëèâà. Íàé-÷åñòî îáà÷å èçó÷àâàíèòå ïðîöåñè çàâèñÿò êàêòî îò
âðåìåòî, òàêà è îò ïðîñòðàíñòâîòî è çàòîâà å åñòåñòâåíî òåõíèòå ìàòåìàòè÷åñêè
ìîäåëè äà áúäàò ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (×ÄÓ).

N.B. 22

Â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè ó÷àñòâà âðåìåâàòà ïðîìåíëèâà, èëè íå, ãîâî-
ðèì çà íåñòàöèîíàðíè è ñòàöèîíàðíè çàäà÷è.

• Ñòàöèîíàðíèòå çàäà÷è (â êîèòî íå ó÷àñòâà âðåìåòî t) áèâàò 2-ìåðíè
(ïî ïðîñòðàíñòâîòî) (íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ å u(x, y)) è 3-ìåðíè
u(x, y, z). Òå îïèñâàò ðàâíîâåñíîòî ñúñòîÿíèå íà äàäåí ïðîöåñ.

• Íåñòàöèîíàðíèòå çàäà÷è îïèñâàò âðåìåâàòà åâîëþöèÿ íà äàäåí ïðî-
öåñ. Òå ìîãàò äà áúäàò 1-, 2- èëè 3-ìåðíè. Ñúîòâåòíî íåèçâåñòíàòà
ôóíêöèÿ å u(x, t), u(x, y, t), u(x, y, z, t).

Ãîëÿìà ÷àñò îò ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè íà ðåàëíè ïðîöåñè ñà îò-
ðàæåíèå íà íÿêàêúâ çàêîí çà çàïàçâàíå.

Ùå èçâåäåì óðàâíåíèåòî, îòðàçÿâàùî äàäåí çàêîí çà çàïàçâàíå â íàé-îáùèÿ
âèä, êàòî çà îïðåäåëåíîñò ùå ìèñëèì çà êîíöåíòðàöèÿòà íà äàäåíî âåùåñòâî,
íî ñ àíàëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ ìîæåì äà èçâåäåì ñúùîòî óðàâíåíèå, èíòåðïðå-
òèðàíî îò ãëåäíà òî÷êà ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà òîïëèíà è äð.

Çà ïðîñòîòà ùå èçâåäåì óðàâíåíèåòî â 1D, íî ñ àíàëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ òî
ìîæå äà ñå îáîáùè è çà ïîâå÷å ïðîñòðàíñòâåíè èçìåðåíèÿ.

È òàêà, ðàçãëåæäàìå äúëãà è òúíêà òðúáà, â êîÿòî ïðèåìàìå, ÷å ðàçïðåäå-
ëåíèåòî íà âåùåñòâî â åäíî íàïðå÷íî ñå÷åíèå å õîìîãåííî, ò.å. êîíöåíòðàöèÿòà
íà âåùåñòâîòî (íåêà ÿ áåëåæèì ñ u) çàâèñè ñàìî îò åäíà ïðîñòðàíñòâåíà ïðî-
ìåíëèâà x, ò.å. u = u(x, t).

Íåêà ñ j(x, t) îçíà÷èì ïîòîêà íà âåùåñòâîòî â òî÷êàòà x â ìîìåíòà îò âðåìå
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t (ò.å. òîâà å êîëè÷åñòâîòî âåùåñòâî, ìèíàâàùî â òî÷êàòà çà åäèíèöà âðåìå).
Íåêà ïðèåìåì, ÷å òðúáàòà å äîáðå óïëúòíåíà, ò.å. ïðåç îêîëíàòà �è ïîâúðõíèíà
íå ïðåìèíàâà âåùåñòâî.

Íåêà ðàçãëåäàìå åäèí äîñòàòú÷íî ìàëúê èíòåðâàë [ξ, ξ + ∆ξ]:

Èçìåíåíèåòî íà êîíöåíòðàöèÿòà â äàäåíèÿ èíòåðâàë å ðàâíî íà ðàçëèêàòà
íà âõîäÿùèÿ è èçõîäÿùèÿ ïîòîê, ò.å.

èçìåíåíèåòî íà êîíöåíòðàöèÿòà = j(ξ, t)− j(ξ + ∆ξ, t).

Èçìåíåíèåòî çà åäèíèöà âðåìå â äàäåíà òî÷êà îò èíòåðâàëà å ∂u
∂t
. Çà äà

ïîëó÷èì îáùîòî èçìåíåíèå â èíòåðâàëà, òðÿáâà äà ñóìèðàìå èçìåíåíèÿòà âúâ
âñÿêà òî÷êà è ïîëó÷àâàìå∫ ξ+∆ξ

ξ

∂u

∂t
dx = j(ξ, t)− j(ξ + ∆ξ, t).

Òîâà å èíòåãðàëíàòà ôîðìà íà çàêîíà çà çàïàçâàíå. Îáèêíîâåíî, òÿ íå
ñå èçïîëçâà â òîçè âèä, à ñå ñâåæäà äî äèôåðåíöèàëíà. Åäèí âúçìîæåí ïîäõîä
å ñëåäíèÿò.

Ïðåñìÿòàìå èíòåãðàëà â ëÿâàòà ñòðàíà ïî ôîðìóëàòà íà öåíòðàëíèòå ïðà-
âîúãúëíèöè è ïîëó÷àâàìå

∂u

∂t

(
ξ +

∆ξ

2
, t

)
∆ξ +O(∆ξ3) = j(ξ, t)− j(ξ + ∆ξ, t).

Äåëèì äâåòå ñòðàíè íà ∆ξ è ïîëó÷àâàìå

∂u

∂t

(
ξ +

∆ξ

2
, t

)
+O(∆ξ2) =

j(ξ, t)− j(ξ + ∆ξ, t)

∆ξ
.

È ñåãà, ïóñêàéêè ∆ξ äà êëîíè êúì 0, ïîëó÷àâàìå äèôåðåíöèàëíàòà ôîðìà
íà çàêîíà çà çàïàçâàíå:

∂u

∂t
= −∂j

∂x
(ξ, t).

Ïî-îáùî, íèå ùå ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî íà íåïðåêúñíàòîñòòà

∂u

∂t
= −∂j

∂x
+ f, (3.1)

êúäåòî f å ôóíêöèÿ, êîÿòî ìîæå äà îïèñâà èçòî÷íèöè/ïîãëúùàòåëè (íà òîïëè-
íà, âåùåñòâî è ò.í.), ðåàêöèè, âñëåäñòâèå íà êîèòî ñå óâåëè÷àâà èëè íàìàëÿâà
êîíöåíòðàöèÿòà (òåìïåðàòóðàòà, åíåðãèÿòà è ò.í.) è äð.
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Òîâà å îáùèÿò âèä íà ìíîãî îò ìîäåëèòå íà ðåàëíè ïðîöåñè. Â çàâèñèìîñò
îò ïðè÷èíàòà çà ïîòîêà (äèôóçèÿ, êîíâåêöèÿ è äð.) è âèäúò íà f ñå ïîëó÷àâàò
êîíêðåòíè ìîäåëè, êîèòî îïèñâàò ðàçëè÷íè íåùà è ìîãàò äà èìàò ðàçëè÷íà
ñëîæíîñò, îò ãëåäíà òî÷êà íà ÷èñëåíîòî èì ðåøàâàíå.

N.B. 23

Óðàâíåíèåòî íà íåïðåêúñíàòîñòòà, êîåòî îòðàçÿâà äàäåí çàêîí çà çàïàç-
âàíå, çàäàâà îáùèÿ âèä íà ìíîãî îò ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè, ñðåùàíè
â ïðàêòèêàòà, òúé êàòî ìíîãî îò òÿõ ñå îñíîâàâàò èìåííî íà çàêîíè çà
çàïàçâàíå.

N.B. 24

Çà ðàçëèêà îò ÎÄÓ, çà ×ÄÓ íÿìà êàê äà ñå ïîñòðîè �îáùà� ÷èñëåíà ñõåìà,
êîÿòî (ïîíå ôîðìàëíî) äà ìîæå äà ñå ïðèëîæè çà âñè÷êè óðàâíåíèÿ.
Ïðè ×ÄÓ çà âñÿêà çàäà÷à (êëàñ çàäà÷è) å íåîáõîäèìî äà ñå ïîäõîæäà
êîíêðåòíî, êàòî ñå èçõîæäà îò îáùèòå ïðèíöèïè. Íèå ùå ãè èçëîæèì
âúðõó òðèòå îñíîâíè êëàñà ×ÄÓ:

• ïàðàáîëè÷íè (ùå ðàçãëåäàìå ëèíåéíîòî 1D óðàâíåíèå íà òîïëîïðî-
âîäíîñòòà);

• õèïåðáîëè÷íè (ùå ðàçãëåäàìå ëèíåéíèòå 1D óðàâíåíèÿ íà ïðåíî-
ñà/àäâåêöèÿòà è ñòðóíàòà);

• åëèïòè÷íè (ùå ðàçãëåäàìå 2D óðàâíåíèåòî íà Ïîàñîí).

3.2 Äèôåðåí÷íè ìåòîäè çà ïàðàáîëè÷íè ×ÄÓ. Ëè-

íåéíî 1D íåñòàöèîíàðíî óðàâíåíèå íà äèôó-

çèÿòà/òîïëîïðîâîäíîñòòà.

Äèôóçèÿòà å åäèíèÿò îñíîâåí ïðîöåñ, êîéòî îáóñëàâÿ äâèæåíèåòî â ïðèðîäàòà.
Ïðè íåãî âåùåñòâàòà ñå ðàçïðîñòðàíÿâàò îò ìåñòà ñ ïî-ãîëÿìà êîíöåíòðàöèÿ
(òåìïåðàòóðà, åíåðãèÿ,...) êúì ìåñòà ñ ïî-ìàëêà êîíöåíòðàöèÿ (òåìïåðàòóðà,
åíåðãèÿ,...). Ùå èçâåäåì óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà (òîïëîïðîâîäíîñòòà) â åä-
íîìåðíèÿ ñëó÷àé (ò.å. êîãàòî ïðîöåñúò çàâèñè ñàìî îò åäíà ïðîñòðàíñòâåíà
ïðîìåíëèâà).

Åêñïåðèìåíòàëíî óñòàíîâåíî å, ÷å äèôóçèîííèÿò ïîòîê å ïðîïîðöèîíàëåí
íà ðàçëèêàòà â êîíöåíòðàöèèòå (ïî-òî÷íî íà ãðàäèåíòà), ò.å.

jdiff (x, t) = −D∂u
∂x
. (3.2)

Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íîñè èìåòî Çàêîí íà Ôèê (â òîïëîïðîâîäíîñòòà � Çà-
êîí íà Ôóðèå). Çàìåñòâàéêè ãî â äèôåðåíöèàëíàòà ôîðìà íà Çàêîíà çà çàïàç-
âàíå (óðàâíåíèåòî íà íåïðåêúñíàòîñòòà) (3.1), ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî óðàâ-
íåíèåòî íà äèôóçèÿòà (îùå, óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà)
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∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+ f.

Â ïîñëåäíîòî ñìå íàïðàâèëè ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å äèôóçèîííèÿò êîåôèöèåíò
D > 0 å êîíñòàíòà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìàòåðèàëúò, â êîéòî ñå ñëó÷âà äèôóçèÿòà,
å õîìîãåíåí, ò.å. íåãîâàòà ïðîâîäèìîñò å åäíà è ñúùà âúâ âñÿêà òî÷êà è íå ñå
èçìåíÿ âúâ âðåìåòî.

Îùå âåäíúæ ùå ïîä÷åðòàåì, ÷å òîâà óðàâíåíèå îïèñâà ìíîãî ðàçëè÷íè ïðî-
öåñè � ðàçïðîñòðàíåíèå íà òîïëèíà, äèôóçèÿ íà âåùåñòâî, ðàçïðîñòðàíåíèå íà
çàðàçíè çàáîëÿâàíèÿ è äð. Òîâà å åäíî îò ãîëåìèòå äîñòîéíñòâà íà ìàòåìàòè-
÷åñêèòå ìîäåëè � òå ñà àáñòðàêòíè çàäà÷è, êîèòî ìîãàò äà ñå èíòåðïðåòèðàò
ïî ìíîãî ðàçëè÷íè íà÷èíè � åäèí è ñúù ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò ìîæå äà îïèñâà
ðàçëè÷íè ðåàëíè ïðîöåñè.

3.2.1 ßâíà äâóñëîéíà äèôåðåí÷íà ñõåìà ïðè ãðàíè÷íè óñ-
ëîâèÿ íà Äèðèõëå

È òàêà, ùå èçëîæèì îñíîâíèòå èäåè íà äèôåðåí÷íèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà
×ÄÓ âúðõó ëèíåéíîòî åäíîìåðíî íåñòàöèîíàðíî óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîä-
íîñòòà

∂u

∂t
−D∂

2u

∂x2
= f. (3.3)

Èìàéêè ïðåäâèä, ÷å â óðàâíåíèåòî ïðèñúñòâàò ïðîèçâîäíà îò âòîðè ðåä
ïî ïðîñòðàíñòâîòî è îò ïúðâè ðåä ïî âðåìåòî, å ÿñíî, ÷å çà äà çàòâîðèì äè-
ôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à, å íåîáõîäèìî äà íàëîæèì äâå (ãðàíè÷íè) óñëîâèÿ ïî
ïðîñòðàíñòâîòî è åäíî (íà÷àëíî) ïî âðåìåòî:

u(x, 0) = u0(x), (3.4)

u(0, t) = uL(t), u(l, t) = uR(t). (3.5)

Íàëîæåíèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ñå íàðè÷àò ãðàíè÷íè óñëîâèÿ îò ïúðâè
ðîä (ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Äèðèõëå). Ïî-íàòàòúê ùå ðàçãëåäàìå è ïî-îáùè
ãðàíè÷íè óñëîâèÿ.

Çà ñàìîòî ïîñòðîÿâàíå íà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà ïîäõîæäàìå ïî ïîäîáåí íà-
÷èí íà òîâà, êîåòî íàïðàâèõìå ïðè ìåòîäèòå çà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä. Ùå äèñêðå-
òèçèðàìå äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à, êàòî âúâåäåì ìðåæà îò âúçëè, â êîèòî ùå
òúðñèì ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå, ñëåä êîåòî ùå àïðîêñèìèðàìå
ïðîèçâîäíèòå ÷ðåç èçâåñòíèòå íè ôîðìóëè çà ÷èñëåíî äèôåðåíöèðàíå.

Îáëàñòòà, â êîÿòî ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà, å ïðàâîúãúëíèêúò

< := {(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T}.

Ïðîñòàòà ãåîìåòðèÿ íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà u(x, t) (êîÿòî å íàïúëíî åñ-
òåñòâåíà çà ðàçãëåæäàíàòà åäíîìåðíà ïî ïðîñòðàíñòâîòî íåñòàöèîíàðíà çàäà-
÷à) íè ïîçâîëÿâà äà âúâåäåì ðàâíîìåðíà ìðåæà1 ñúñ ñòúïêè ïî ïðîñòðàíñ-

1Äà îòáåëåæèì, ÷å å âúçìîæíî èçïîëçâàíåòî íà íåðàâíîìåðíè è àäàïòèâíè ìðåæè, êîèòî
äà áúäàò ïîäõîäÿùè (â íÿêàêúâ ñìèñúë) çà êîíêðåòíàòà ðåøàâàíà çàäà÷à, íî òîâà èçëèçà
ñúùåñòâåíî èçâúí ðàìêèòå íà íàñòîÿùèÿ óâîäåí êóðñ.
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òâîòî è ïî âðåìåòî, ñúîòâåòíî h è τ , ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ωh,τ := {(xi, tj) : xi = ih, tj = jτ, i = 0, n, j = 0,m, n = l/h,m = T/τ}.

Ñòîéíîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â òî÷êàòà (xi, tj) ùå áåëåæèì ñ yji .
Ìíîæåñòâîòî îò âúçëè, çà êîèòî t = tj ùå íàðè÷àìå j-òè ñëîé ïî âðåìåòî.

Îò íà÷àëíîòî óñëîâèå íè å èçâåñòíà ñòîéíîñòòà íà ðåøåíèåòî íà 0-âèÿ ñëîé
ïî âðåìåòî

y0
i = u0(xi), i = 0, n. (3.6)

Òîãàâà, àêî íà áàçàòà íà èíôîðìàöèÿòà çà 0-âèÿ ñëîé, ìîæåì äà ïðåñìåòíåì
ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà 1-âèÿ, îòòàì íà 2-ðèÿ è ò.í., èëè
èçîáùî, àêî, çíàåéêè ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà j-òèÿ ñëîé,
ìîæåì äà íàìåðèì òåçè íà j + 1-âèÿ (j = 0, . . . ,m− 1), ùå ìîæåì äà íàìåðèì
âñè÷êè òúðñåíè ñòîéíîñòè.
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È òàêà, íåêà ïðèåìåì, ÷å ñà íè èçâåñòíè ñòîéíîñòèòå íà j-òèÿ ñëîé ïî âðå-
ìåòî. Ùå òúðñèì òåçè íà j+1-âèÿ. Âðúçêàòà ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæå-
íîòî ðåøåíèå, ðàçáèðà ñå, ùå ïîëó÷èì êàòî àïðîêñèìèðàìå äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå (3.3) â òî÷êàòà (xi, tj). Àïðîêñèìèðàéêè ïðîèçâîäíàòà ïî âðåìåòî ñ
ôîðìóëàòà ñ ðàçëèêà íàïðåä è ïðîèçâîäíàòà ïî ïðîñòðàíñòâîòî ñ ôîðìóëà ñ
öåíòðàëíà ðàçëèêà îò âòîðè ðåä, ïîëó÷àâàìå äèôåðåí÷íîòî óðàâíåíèå ñ ËÃÀ
O(h2 + τ)

yj+1
i − yji
τ

−D
yji−1 − 2yji + yji+1

h2
= f ji , i = 1, n− 1, j = 0,m− 1. (3.7)

Â íåãî ó÷àñòâàò ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â òî÷êèòå ñ èíäåêñè
(i− 1, j), (i, j), (i+ 1, j) è (i, j+ 1), êàòî ñàìî ïîñëåäíàòà ñòîéíîñò å íåèçâåñòíà.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïîëó÷åíàòà ñõåìà å ÿâíà, òúé êàòî îò ãîðíîòî óðàâíåíèå
ìîæåì äèðåêòíî äà íàìåðèì ñòîéíîñòòà yj+1

i .
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Òåçè ÷åòèðè òî÷êè îáðàçóâàò ò.íàð. øàáëîí çà òî÷êàòà (xi, tj), â êîÿòî àï-
ðîñêèìèðàìå îðèãèíàëíàòà äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à.

Øàáëîíúò ìîæåì äà ïîñòàâèì òàêà, ÷å äà íàìåðèì âñè÷êè âúòðåøíè òî÷êè
íà j + 1-âèÿ ñëîé ïî âðåìåòî.

Çà ãðàíè÷íèòå òî÷êè ùå èçïîëçâàìå ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ:

yj+1
0 = uL(tj+1), yj+1

n = uR(tj+1), j = 0,m− 1. (3.8)

È òàêà, óðàâíåíèÿòà (3.6), (3.7), (3.8) àïðîêñèìèðàò îðèãèíàëíàòà äèôåðåí-
öèàëíà çàäà÷à ñ äèôåðåí÷íà òàêàâà. Ðåøàâàéêè óðàâíåíèå (3.7) ïî îòíîøåíèå
íà åäèíñòâåíîòî íåèçâåñòíî yj+1

i , ïîëó÷àâàìå ò.íàð. êàíîíè÷åí âèä íà äè-
ôåðåí÷íàòà ñõåìà:

yj+1
i =

(
1− 2

Dτ

h2

)
yji +

Dτ

h2
(yji−1 + yji+1) + τf ji , i = 1, n− 1, j = 0,m− 1,

y0
i = u0(xi), i = 0, n,

yj+1
0 = uL(tj+1), yj+1

n = uR(tj+1), j = 0,m− 1.
(3.9)

N.B. 25

ËÃÀ íà ñõåìàòà (3.9) å O(h2 + τ).

Àëãîðèòúì 7: Ðåàëèçèðàíå íà ÿâíè äâóñëîéíè ñõåìè

Èìïëåìåíòèðàíåòî íà åäíà ÿâíà äâóñëîéíà äèôåðåí÷íà òðÿáâà
äà ñëåäâà ñëåäíèÿ àëãîðèòúì:

1. Èçïîëçâàéêè íà÷àëíîòî óñëîâèå, íàìèðàìå ñòîéíîñòèòå íà ïúðâèÿ
ñëîé ïî âðåìåòî.

2. Èòåðèðàìå ïî j = 0,m− 1. Íà âñÿêà èòåðàöèÿ, îò ñòîéíîñòèòå íà
j-òèÿ ñëîé íàìèðàìå òåçè íà j + 1-âèÿ.

• Îò àïðîêñèìàöèÿòà íà îñíîâíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå íà-
ìèðàìå ñòîéíîñòèòå âúâ âúòðåøíèòå òî÷êè îò ìðåæàòà.

• Îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ íàìèðàìå ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíî-
òî ðåøåíèå â ãðàíè÷íèòå òî÷êè.

Çà äà ìîæåì äà èçïîëçâàìå íà ïðàêòèêà ðàçãëåæäàíèòå ñõåìè, å íåîáõîäè-
ìî äà çíàåì íåùî çà òÿõíàòà óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò. Â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé
èçñëåäâàíåòî çà óñòîé÷èâîñò å ñâúðçàíî ñ ò.íàð. óñëîâèå çà ïîëîæèòåëíîñò íà
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êîåôèöèåíòèòå. Çàñåãà ùå äàäåì ôîðìóëèðîâêà, êîÿòî íå å ïúëíà, íî å äîñòà-
òú÷íà êúì íàñòîÿùèÿ ìîìåíò, à â ïîñëåäâàùà ëåêöèÿ ùå ðàçãëåäàìå âúïðîñà
ìíîãî ïî-òî÷íî è ïî-ïîäðîáíî.

N.B. 26

Àêî êîåôèöèåíòèòå ïðåä �y�-öèòå â êàíîíè÷íèÿ âèä (3.9) ñà ïîëîæèòåë-
íè ÷èñëà è, ïðè òîâà, ðàçëèêàòà ìåæäó êîåôèöèåíòà â ëÿâàòà è òåçè â
äÿñíàòà ñòðàíà å íåîòðèöàòåëíà, òî ìåòîäúò å ìîíîòîíåí.

È òàêà, ÿñíî å, ÷å çà äà áúäå äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.9) ìîíîòîííà (è óñòîé-
÷èâà), å äîñòàòú÷íî äà ïîèñêàìå

τ <
h2

2D
. (3.10)

Ïðèìåð 25. ......................

3.2.2 Àïðîêñèìèðàíå íà ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Íîéìàí è
Ðîáèí

Îñâåí ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Äèðèõëå å åñòåñòâåíî äà ñå ðàçãëåæäàò è óñëîâèÿ
çà ïîòîêà. Íàïðèìåð, àêî ëÿâàòà ãðàíèöà å íåïðîïóñêëèâà, ìîæåì äà íàëîæèì
óñëîâèå çà íóëåâ ïîòîê:

j(0) = 0.

Âçåìàéêè ïðåäâèä (3.2), çà óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåí-
òíî íà

∂u

∂x
(0, t) = 0.

Ãðàíè÷íè óñëîâèÿ çà ïðîèçâîäíàòà íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ ñå íàðè÷àò
ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Íîéìàí (ãðàíè÷íè óñëîâèÿ îò âòîðè ðoä).
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Äåôèíèöèÿ 9: Ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Äèðèõëå, Íîéìàí è Ðîáèí

• Ãðàíè÷íè óñëîâèÿ îò âèäà

u(0, t) = uL(t),

ñå íàðè÷àò ãðàíè÷íè óñëîâèÿ îò ïúðâè ðîä (ãðàíè÷íè óñëî-
âèÿ íà Äèðèõëå).

• Ãðàíè÷íè óñëîâèÿ îò âèäà

∂u

∂x
(0, t) = uL(t)

ñå íàðè÷àò ãðàíè÷íè óñëîâèÿ îò âòîðè ðîä (ãðàíè÷íè óñëîâèÿ
íà Íîéìàí).

• Ãðàíè÷íè óñëîâèÿ îò âèäà

∂u

∂x
(0, t) + αu(0, t) = uL(t)

ñå íàðè÷àò ãðàíè÷íè óñëîâèÿ îò òðåòè ðîä (ñìåñåíè ãðàíè÷íè
óñëîâèÿ, ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Ðîáèí).

Ðàçáèðà ñå, àíàëîãè÷íè óñëîâèÿ ìîãàò äà ñå íàëîæàò è íà äÿñíàòà ãðàíè-
öà.

Îò ãëåäíà òî÷êà íà ñúñòàâÿíåòî íà ÷èñëåíàòà ñõåìà å âàæíî, ÷å â óñëîâèÿòà
íà Íîéìàí è Ðîáèí ñòîéíîñòòà íà òúðñåíàòà ôóíêöèÿ íà ãðàíèöàòà íå å èçâåñ-
òíà, à â óñëîâèåòî ó÷àñòâà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà. Íåçàâèñèìî äàëè óñëîâèåòî å
íà Íîéìàí, èëè íà Ðîáèí, ñå ïîäõîæäà ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí è çàòîâà ùå èëþñ-
òðèðàìå èäåÿòà âúðõó çàäà÷à ñ óñëîâèå íà Íîéìàí. Ùå ãî íàëîæèì íà ëÿâàòà
ãðàíèöà.

È òàêà, ðàçãëåæäàìå äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à

∂u

∂t
−D∂

2u

∂x2
= f, 0 < x < l, 0 < t ≤ T,

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l,

∂u

∂x
(0, t) = uL(t), u(l, t) = uR(t), 0 ≤ t ≤ T.

(3.11)

Åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà ñ äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.9) ùå áúäå ëÿâîòî ãðàíè÷íî
óñëîâèå. Áèõìå èñêàëè äà èçïîëçâàìå çà íåãî ôîðìóëàòà çà ÷èñëåíî äèôåðåí-
öèðàíå ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà, òúé êàòî òÿ èìà âòîðè ðåä íà òî÷íîñò. Òîâà îáà÷å,
ðàçáèðà ñå, å íåâúçìîæíî, òúé êàòî íÿìàìå òî÷êà îò ìðåæàòà âëÿâî îò ãðàíèöà-
òà. Çà äà ãî àïðîêñèìèðàìå, áèõìå ìîãëè äà èçïîëçâàìå åäèíñòâåíî ôîðìóëàòà
çà ÷èñëåíî äèôåðåíöèðàíå ñ ðàçëèêà íàïðåä. Ïîëó÷àâàìå äèôåðåí÷íîòî óðàâ-
íåíèå

yj1 − y
j
0

h
= uL(tj),

êîåòî èìà ËÃÀ O(h). Àêî â ãðàíè÷íèòå òî÷êè îáà÷å âúâåæäàìå ãðåøêà, êîÿòî

81



å îò ïî-íèñúê ðåä, òî å áåçïîëåçåí ôàêòúò, ÷å â îñòàíàëèòå òî÷êè ãðåøêàòà
íè å îò âòîðè ðåä. Ñåãà ùå âèäèì êàê ìîæåì äà ïîâèøèì ðåäà íà àï-
ðîêñèìàöèÿ çà ãðàíè÷íîòî óñëîâèå íà Íîéìàí. Áèõìå ìîãëè äà çàïèøåì
ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

uj1 − u
j
0

h
= uL(tj) +O(h).

Áèõìå ìîãëè îáà÷å äà ðàçâèåì îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí è äà ïîëó÷èì çà íåãî âèäà
� + O(h2) (ñ � ñìå îçíà÷èëè ÷ëåíà îò ïúðâè ðåä, êîéòî òðÿáâà äà îïðåäåëèì).
Tîãàâà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå äîáèâà âèäà

uj1 − u
j
0

h
= uL(tj) + �+O(h2)

èëè
uj1 − u

j
0

h
− � = uL(tj) +O(h2)

è ñëåäîâàòåëíî äèôåðåí÷íîòî óðàâíåíèå

yj1 − y
j
0

h
− � = uL(tj) (3.12)

ùå àïðîêñèìèðà ëÿâîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå ñ ËÃÀ O(h2).
Îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí O(h), êîéòî èñêàìå äà ïðåäñòàâèì âúâ âèäà � + O(h2), å

âñúùíîñò ËÃÀ. Íåêà ÿ ðàçïèøåì, êàòî ðàçâèåì â ðåä íà Òåéëúð îêîëî x = 0:

ψh,τ =
1

h

(
uj0 +

∂u

∂x

∣∣∣∣j
0

h+
∂2u

∂x2

∣∣∣∣j
0

h2

2
+O(h3)− uj0

)
− uL(tj)

=
h

2

∂2u

∂x2

∣∣∣∣j
0

+O(h2).

Â ïîñëåäíîòî èçïîëçâàõìå, ÷å ∂u
∂x

(0, t) = uL(t). È òàêà, ïîëó÷èõìå ïðåäñòàâÿíå
íà ËÃÀ â æåëàíèÿ âèä. Òîãàâà, àêî çàìåñòèì � ñ h

2
∂2u
∂x2

(ïî-òî÷íî, àïðîêñèìàöèÿ
íà ïîñëåäíîòî) â ëÿâàòà ñòðàíà íà (3.12), ùå ïîëó÷èì àïðîêñèìàöèÿ ñ âòîðè
ðåä íà òî÷íîñò. Ïðîáëåìúò îáà÷å å, ÷å ïî àáñîëþòíî ñúùàòà ïðè÷èíà, ïîðàäè
êîÿòî íå ìîæàõìå äà èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà çà àïðîêñè-
ìàöèÿ íà ïðîèçâîäíàòà îò ïúðâè ðåä, íå ìîæåì äà àïðîêñèìèðàìå è âòîðàòà
ïðîèçâîäíà. Çà äà ðåøèì òîçè ïðîáëåì ïðàâèì åäíî ñúùåñòâåíî äî-
ïóñêàíå, à èìåííî � ÷å îñíîâíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (3.11) å
èçïúëíåíî è ïðè x = 0. Òîâà äîïóñêàíå å îáîñíîâàíî, òúé êàòî ôèçè÷åñêèòå
ïðîöåñè èìàò äîñòàòú÷íî ãëàäêî ïîâåäåíèå è ñëåäîâàòåëíî ôàêòúò, ÷å (3.11) å
èçïúëíåíî âúðõó îòâîðåíèÿ èíòåðâàë x ∈ (0, 1), íè äàâà îñíîâàíèå äà ïðèåìåì,
÷å â ãðàíè÷íèòå òî÷êè ñúùî å èçïúëíåíî ñ äîñòàòú÷íî ìàëêà ãðåøêà.

Òîãàâà ìîæåì äà èçðàçèì âòîðàòà ïðîèçâîäíà ïî ïðîñòðàíñòâîòî ÷ðåç ïðî-
èçâîäíàòà ïî âðåìåòî. Ïîëó÷àâàìå

∂2u

∂x2
=

1

D

(
∂u

∂t
− f

)
.

Òîãàâà, êàòî èçïîëçâàìå ïîñëåäíîòî, çàìåñòâàìå � â (3.12) è ïîëó÷àâàìå
îêîí÷àòåëíî àïðîêñèìàöèÿ íà ãðàíè÷íîòî óñëîâèå ñ ãðåøêà O(h2 + τ):

yj1 − y
j
0

h
− h

2

1

D

(
yj+1

0 − yj0
τ

− f j0

)
= 0.
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Çàïèñàíî â êàíîíè÷åí âèä, äèôåðåí÷íîòî óðàâíåíèå äîáèâà âèäà

yj+1
0 =

(
1− 2τD

h2

)
yj0 +

2Dτ

h2
yj1 + τf j0 , j = 0,m− 1. (3.13)

È òàêà, çà ïðèáëèæåíîòî ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà (3.11) ïîëó÷èõìå ÿâíà äèôåðåí-
÷íà ñõåìà, êàòî â (3.9) çàìåíèõìå àïðîêñèìàöèÿòà íà ëÿâîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå
ñ (3.13).

N.B. 27

Çà äà ïîâèøèì ðåäà íà àïðîêñèìàöèÿ, êîÿòî å îò ïúðâè ðåä, íà ãðàíè÷íî
óñëîâèå íà Íîéìàí èëè Ðîáèí, ìîæåì äà èçâàäèì îò ëÿâàòà �è ñòðàíà
àïðîêñèìàöèÿ íà ÷ëåíà îò ïúðâè ðåä â ËÃÀ.

3.2.3 Íåÿâíè ñõåìè. ×èñòî íåÿâíà ñõåìà. Ñõåìà íà Êðàíê�
Íèêúëñúí.

×èñòî íåÿâíà ñõåìà

Óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò (3.10) ïðè ÿâíàòà ñõåìà îçíà÷àâà, ÷å ñòúïêàòà ïî âðå-
ìåòî, τ , òðÿáâà äà å îò ïîðÿäúêà íà h2. Òîâà ìîæå äà äîâåäå äî íåîáõîäèìîñòòà
îò ðàáîòàòà ñ ìíîãî ìàëêà ñòúïêà ïî âðåìåòî.

Îïèòúò íè îò ðåøàâàíåòî íà ÎÄÓ ïîäñêàçâà, ÷å òîçè ïðîáëåì áè ìîãúë
äà ñå ðåøè, àêî èçïîëçâàìå íåÿâíè ìåòîäè çà ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà. Ùå
èçëîæèì èäåÿòà îòíîâî âúðõó çàäà÷àòà (3.3)�(3.5). Çà óäîáñòâî, íåêà òóê îòíîâî
ïðèëîæèì îñíîâíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå:

∂u

∂t
−D∂

2u

∂x2
= f, 0 < x < l, 0 < t ≤ T (3.14)

Ïðè èçâåæäàíåòî íà ÿâíàòà ñõåìà, àïðîêñèìèðàõìå îñíîâíîòî óðàâíåíèå (3.14)
íà j-òèÿ ñëîé ïî âðåìåòî (âæ. (3.7)). Ïîëó÷èõìå

yj+1
i − yji
τ

−D
yji−1 − 2yji + yji+1

h2
= f ji , i = 1, n− 1, j = 0,m− 1, (3.15)

êúäåòî åäèíñòâåíîòî íåèçâåñòíî å yj+1
i .

Ìîæåì îáà÷å äà ïîäõîäèì ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí, êàòî íàïðàâèì àïðîêñèìà-
öèÿòà íà j+1-âèÿ ñëîé, êàòî çà ïðîèçâîäíàòà ïî âðåìåòî èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà
ñ ðàçëèêà íàçàä. Ïîëó÷àâàìå

yj+1
i − yji
τ

−D
yj+1
i−1 − 2yj+1

i + yj+1
i+1

h2
= f j+1

i , i = 1, n− 1, j = 0,m− 1. (3.16)

Òóê øàáëîíúò èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
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Î÷åâèäíî ïîëó÷åíàòà àïðîêñèìàöèÿ å íåÿâíà, òúé êàòî â óðàâíåíèåòî ó÷àñò-
âàò 3 íåèçâåñòíè � yj+1

i−1 , y
j+1
i , yj+1

i+1 . Çà äà íàìåðèì ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî
ðåøåíèå íà j + 1-âèÿ ñëîé ïî âðåìåòî, òðÿáâà äà ðåøàâàìå ñèñòåìà îò n + 1
óðàâíåíèÿ è n + 1 íåèçâåñòíè (âêëþ÷âàéêè è óðàâíåíèÿòà yj+1

0 = uL(tj+1) è
yj+1
n = uR(tj+1), ïîëó÷åíè îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ).
Çàïèñàíà âúâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íà ôîðìà, ëèíåéíàòà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà èìà

âèäà

1 0

− D
h2

1
τ

+ 2D
h2
− D
h2

. . . . . . . . .

− D
2h2

1
τ

+ D
h2
− D

2h2

0 1





yj+1
0

yj+1
1

...

yj+1
n−1

yj+1
n


=



uL(tj+1)

yj1
τ

+ f j+1
1

...

yjn−1

τ
+ f j+1

n−1

uR(tj+1)


. (3.17)

Çàáåëåæêà. Àêî ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ ñà äðóãè, â ïîñëåäíàòà ñèñòåìà òðÿáâà äà
ñå ïðîìåíÿò ïî ïîäõîäÿù íà÷èí ïúðâîòî è ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå.

Ìàòðèöàòà íà (3.17) èìà íåíóëåâè åëåìåíòè ñàìî ïî ãëàâíèÿ äèàãîíàë è
äèàãîíàëèòå ïîä è íàä íåãî. Òàêèâà ìàòðèöè ñå íàðè÷àò òðèäèàãîíàëíè.
Ñúùåñòâóâàò ñïåöèàëíè ìåòîäè çà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìè ñ òðèäèàãîíàëíà
ìàòðèöà, êîèòî ñà çíà÷èòåëíî ïî-áúðçè îò êëàñè÷åñêèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå
íà ëèíåéíè ñèñòåìè, ïðèëîæèìè â îáùèÿ ñëó÷àé. Êëàñè÷åñêèÿò ìåòîä çà
öåëòà å ìåòîäúò íà ïðîãîíêàòà, êîéòî èìà ñëîæíîñò O(n) îïåðàöèè, êúäåòî
n å ðàçìåðíîñòòà íà ñèñòåìàòà. Çà ñðàâíåíèå ìåòîäúò íà Ãàóñ èìà ñëîæíîñò
O(n3) îïåðàöèè. Çà ìåòîäà íà ïðîãîíêàòà ìîæåòå äà ïðî÷åòåòå â �3 íà ñòð.
63�66 â [3].

Àëãîðèòúì 8: Ðåàëèçèðàíå íà íåÿâíè äâóñëîéíè ñõåìè

Èìïëåìåíòèðàíåòî íà åäíà íåÿâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà îò ãîðíèÿ
âèä òðÿáâà äà ñëåäâà ñëåäíèÿ àëãîðèòúì:

1. Èçïîëçâàéêè íà÷àëíîòî óñëîâèå, íàìèðàìå ñòîéíîñòèòå íà ïúðâèÿ
ñëîé ïî âðåìåòî.

2. Èòåðèðàìå ïî j = 0,m− 1. Íà âñÿêà èòåðàöèÿ îò ñòîéíîñòèòå íà
j-òèÿ ñëîé íàìèðàìå òåçè íà j + 1-âèÿ, êàòî ðåøàâàìå ñèñòåìàòà
(3.17).

Ðàçáèðà ñå, ôàêòúò, ÷å íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî òðÿáâà äà ðåøàâàìå àëãåá-
ðè÷íà ñèñòåìà îçíà÷àâà, ÷å ðåàëèçèðàíåòî íà åäíà íåÿâíà ñõåìà å ïî-ñëîæíî
è ïðè òîâà, àêî ñòúïêèòå ïðè ÿâíàòà ñõåìà è ïðè íåÿâíàòà ñà åäíàêâè, íåÿâ-
íàòà ùå å ïî-áàâíà. Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å ÷èñòî íåÿâíàòà ñõåìà å ìîíîòîííà çà
âñåêè èçáîð íà τ , ò.å. ïðè òâúðäè çàäà÷è íåÿâíèòå ñõåìè íà òåîðèÿ ùå èìàò
ïðåäèìñòâî.

Äåéñòâèòåëíî, íåêà çàïèøåì (3.16) â êàíîíè÷åí âèä. Ïîëó÷àâàìå(
1 +

2τD

h2

)
yj+1
i =

τD

h2
(yj+1
i−1 + yj+1

i+1 ) + yji + τf j+1
i .
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ßñíî å, ÷å ïîñëåäíîòî èçïúëíÿâà èçèñêâàíèÿòà çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöè-
åíòèòå âèíàãè è ñëåäîâàòåëíî ÷èñòî íåÿâíàòà ñõåìà å ìîíîòîííà çà âñÿêî
τ .

Ñõåìà ñ òåãëî. Ñõåìà íà Êðàíê�Íèêúëñúí.

Îò (3.15) è (3.16) ìîæåì äà ïîëó÷èì êëàñ îò ñõåìè ñ òåãëî. Óìíîæàâàéêè äâåòå
ñòðàíè íà (3.15) ñúñ σ, à òåçè íà (3.7) ñ 1−σ è ñúáèðàéêè ïî÷ëåííî, ïîëó÷àâàìå

yj+1
i − yji
τ

− σD
yji−1 − 2yji + yji+1

h2
− (1− σ)D

yj+1
i−1 − 2yj+1

i + yj+1
i+1

h2
= σf ji + (1− σ)f j+1

i ,

i = 1, n− 1, j = 0,m− 1.
(3.18)

Â îáùèÿ ñëó÷àé (ïðè σ 6= 0, σ 6= 1) øàáëîíúò å 6-òî÷êîâ:

Ìîæå äà ñå ïîêàæå (âæ. [3]), ÷å íàé-äîáðèÿò èçáîð íà σ, îò ãëåäíà òî÷êà
íà òî÷íîñò íà ìåòîäà, å σ = 1/2. Ïîëó÷åíàòà ñõåìà ñå íàðè÷à ñõåìà íà Êðàíê�
Íèêúëñúí è èìà ËÃÀ O(h2 + τ 2).

Çà äà ïîêàæåì ïîñëåäíîòî, íåêà ìèñëèì, ÷å ñìå àïðîêñèìèðàëè äèôåðåí-
öèàëíîòî óðàâíåíèå â ìåæäèííàòà òî÷êà (xi, tj + τ/2). Ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè
ùå îçíà÷àâàìå ñ èíäåêñè (i, j + 1/2). Òîãàâà àïðîêñèìàöèÿòà íà ïðîèçâîäíàòà
ïî âðåìåòî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ôîðìóëà ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà îòíîñíî
âúâåäåíàòà ìåæäèííà òî÷êà. Ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

(ψh,τ )
j+1/2
i =

yj+1
i − yji
τ

− 1

2
D
yji−1 − 2yji + yji+1

h2
− 1

2
D
yj+1
i−1 − 2yj+1

i + yj+1
i+1

h2
− 1

2
(f ji + f j+1

i )

=
∂u

∂t

∣∣∣∣j+1/2

i

+O(τ 2)− D

2

(
∂2u

∂x2

∣∣∣∣j
i

+
∂2u

∂x2

∣∣∣∣j+1

i

)
− 1

2
(f ji + f j+1

i )

=
�
�
�
�
�

∂u

∂t

∣∣∣∣j+1/2

i

+O(τ 2)−
��

�
��

��

D
∂2u

∂x2

∣∣∣∣j+1/2

i

−��
��

f
j+1/2
i +O(h2)

= O(h2 + τ 2).

Â ïîñëåäíîòî èçïîëçâàõìå Òâúðäåíèå 6 îò ïðèëîæåíèåòî.

Äà îáîáùèì îñíîâíîòî, êîåòî èçâåäîõìå çà ñõåìèòå çà ðåøàâàíå íà óðàâíå-
íèåòî íà äèôóçèÿòà/òîïëîïðîâîäíîñòòà.
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N.B. 28

Äèôåðåí÷íîòî óðàâíåíèå (3.18), äîïúëíåíî ñ ïîäõîäÿùè àïðîêñèìàöèè
íà íà÷àëíîòî è ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ, äàâà êëàñ äèôåðåí÷íè ñõåìè çà ïðèá-
ëèæåíîòî ðåøàâàíå íà óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà/òîïëîïðîâîäíîñòòà.

• Ïðè σ = 1 ñõåìàòà å ÿâíà, èìà ËÃÀ O(h2 +τ) è å óñëîâíî ìîíîòîííà
ïðè τ < h2

2D
;

• Ïðè σ 6= 1 ñõåìàòà å íåÿâíà, èìà ËÃÀ O(h2 + τ) è íà âñåêè ñëîé ïî
âðåìåòî òðÿáâà äà ñå ðåøàâà ñèñòåìà ñ òðèäèàãîíàëíà ìàòðèöà. Â
÷àñòíîñò:

� Àêî σ = 0 ñå ïîëó÷àâà ÷èñòî íåÿâíà ñõåìà, êîÿòî å ìîíîòîííà
çà âñåêè èçáîð íà τ ;

� Àêî σ = 1/2 ñå ïîëó÷àâà ñõåìà íà Êðàíê�Íèêúëñúí, êîÿòî
èìà ËÃÀ O(h2 + τ 2) è å ìîíîòîííà ïðè τ < h2

D
. Â ñëåäâàùèòå

ïàðàãðàôè îáà÷å ùå äîêàæåì, ÷å òÿ å óñòîé÷èâà çà âñÿêî τ .

3.2.4 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè (Ïðàêòèêóì)

Ïðèìåð 26. Ùå ïðåäëîæèì ôóíêöèÿ â Mathematica, êîÿòî èìïëåìåíòèðà ÿâ-
íàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà õîìîãåííîòî óðàâíåíèå íà äèôóçèÿòà (êîãàòî f ≡ 0).
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In[48]:= heatEquation@l_, T_, h_, u0_, uL_, uR_, d_D :=

Τ = h2 � H3 dL;

n = Ceiling@l � hD;

m = Ceiling@T � ΤD;

t = Table@Hj - 1L Τ, 8j, 1, m + 1<D;

x = Table@Hi - 1L h, 8i, 1, n + 1<D;

y = Table@0, 8n + 1<, 8m + 1<D;

H*Initial condition*L
For@i = 1, i £ n + 1, i++,

y@@i, 1DD = u0@x@@iDDD
D;

H*Iterate over the time nodes*L
ForBj = 1, j £ m, j++,

H*Compute the internal values from the main PDE*L
ForBi = 2, i £ n, i++,

y@@i, j + 1DD = 1 - 2
d Τ

h2
y@@i, jDD +

d Τ

h2
Hy@@i - 1, jDD + y@@i + 1, jDDL

F;

H*Compute the boundary values from the boundary conditions*L
y@@1, j + 1DD = uL@t@@j + 1DDD;

y@@n + 1, j + 1DD = uR@t@@j + 1DDD
F;

8x, t, y<

Êîãàòî èçñëåäâàìå åäèí äèôåðåí÷åí ìåòîä, å äîáðå äà ìîæåì äà ãî òåñòâàìå
â ÷àñòåí ñëó÷àé íà çàäà÷àòà, çà êîéòî å èçâåñòíî òî÷íî ðåøåíèå (êîãàòî òîâà å
âúçìîæíî). Çà òàçè öåë ùå ïðèëîæèì èìïëåìåíòèðàíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà
ñëåäíàòà çàäà÷à:

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0, 0 < x < 1, 0 < t ≤ 0.1

u(x, 0) = sin(2πx),

u(0, t) = u(1, t) = 0,

(3.19)

êîÿòî èìà òî÷íî ðåøåíèå

u(x, t) = e−4π2t sin(2πx). (3.20)
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u0@x_D := Sin@2 Pi xD
uL@t_D := 0

uR@t_D := 0

resX = heatEquation@1, 0.5, 0.01, u0, uL, uR, 1D@@1DD;

resT = heatEquation@1, 0.5, 0.01, u0, uL, uR, 1D@@2DD;

resY = heatEquation@1, 0.5, 0.01, u0, uL, uR, 1D@@3DD;

ManipulateA
ShowA

ListPlot@
Table@8resX@@iDD, resY@@i, jDD<, 8i, 1, Length@resXD<D, PlotRange ® AllD,

PlotAE-4 Pi^2 resT@@jDD Sin@2 Pi xD, 8x, 0, 1<, PlotStyle ® RedE
E,

8j, 1, Length@resTD, 1<E
Ãðàôèêèòå íà ïðèáëèæåíîòî è òî÷íîòî ðåøåíèå (ñúîòâåòíî ñúñ ñèíè òî÷êè

è ÷åðâåíà ëèíèÿ) çà t = 0, 0.015, 0.03, 0.08 ñà ïðèëîæåíè ïî-äîëó:
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Âèçóàëíî, ïðèáëèæåíîòî è òî÷íîòî ðåøåíèå ñúâïàäàò.
Â íà÷àëíèÿ ìîìåíò îò âðåìå òåìïåðàòóðàòà â ïúðâàòà ïîëîâèíà îò èíòåð-

âàëà å ïîëîæèòåëíà, à âúâ âòîðàòà � îòðèöàòåëíà. Ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ îçíà÷à-
âàò, ÷å â äâàòà êðàÿ íà îáëàñòòà èìà ïîãëúùàòåë íà òîïëèíà, êîéòî ïîääúðæà
òåìïåðàòóðàòà 0 (íåêà çà îïðåäåëåíîñò ìèñëèì, ÷å òåìïåðàòóðàòà å â ◦C). Ñ
òå÷åíèå íà âðåìåòî, âñëåäñòâèå íà äèôóçèÿòà, òåìïåðàòóðàòà â ëÿâàòà ïîëîâè-
íà íàìàëÿâà, à â äÿñíàòà ñòðàíà ðàñòå, êàòî îêîí÷àòåëíî ñå óñòàíîâÿâà îêîëî
ðàâíîâåñíî ñúñòîÿíèå 0◦C â öÿëàòà äåôèíèöèîííà îáëàñò.

Ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà ãðåøêàòà ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò â òî÷êèòå îò
ìðåæàòà (ïðîïóñêàìå t = 0, òúé êàòî òàì ãðåøêàòà î÷åâèäíî å 0) ñà:
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Çà ðàçãëåäàíèÿ âðåìåâè èíòåðâàë ìàêñèìóìúò íà ãðåøêàòà íàìàëÿâà ñ öÿë
ïîðÿäúê � îò 10−4 äî 10−5. Òîâà å ñâúðçàíî ñúñ ñâîéñòâîòî íà ïàðàáîëè÷íèÿ
äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð, êîéòî èìà èçãëàæäàù åôåêò. Çàñåãà ùå ñå îãðàíè-
÷èì ñ òîçè ëàêîíè÷åí êîìåíòàð. Ïî-ïîäðîáíî ùå êîìåíòèðàìå âúïðîñà, êîãàòî
ðàçãëåæäàìå õèïåðáîëè÷íèòå óðàâíåíèÿ.

Íåêà âèäèì è êàêâî ñå ñëó÷âà, àêî íàðóøèìì óñëîâèåòî çà ìîíîòîííîñò è
èçáåðåì ñòúïêàòà ïî âðåìåòî äà áúäå íàïðèìåð

τ = h2/D.

Ãðàôèêè íà ïðèáëèæåíîòî è òî÷íîòî ðåøåíèå íà ñëîåâåòå ïî âðåìåòî ñ èíäåêñè
30, 32, 40, 100 ñà ïðèâåäåíè ïî-äîëó:
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Êàêòî âèæäàìå ñàìî çà íÿêîëêî ñòúïêè ïî âðåìåòî â ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå
çàïî÷âàò äà ñå íàáëþäàâàò îñöèëàöèè (íåìîíîòîííîñò), êîèòî áúðçî ñå óâåëè-
÷àâàò è ðåøåíèåòî ñòàâà àáñîëþòíî íåèçïîëçâàåìî.
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Ïðèìåð 27. Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå çàäà÷à çà åäíîìåðíî òÿëî ñ íà÷àëíà òåìïå-
ðàòóðà 0◦C, êîÿòî ñõåìàòè÷íî å ïðåäñòàâåíà ïî-äîëó:

Îñâåí äèôóçèÿòà, â òîçè ñëó÷àé ùå ðàçãëåäàìå òîïëîîáìåí ñ âúíøíàòà ñðå-
äà. Òîãàâà

èçìåíåíèåòî íà òåìïåðàòóðàòà = äèôóçèîíåí ÷ëåí+òîïëîîáìåí ñ âúíøíàòà ñðåäà.

Òîïëîîáìåíúò ñ âúíøíàòà ñðåäà å ïðîïîðöèîíàëåí íà ðàçëèêàòà â òåìïåðà-
òóðàòà íà òÿëîòî è âúíøíàòà ñðåäà, ò.å. íà v(x)− u(x, t), êúäåòî

v(x) :=

{
100, x ≤ 1/10

0, x > 1/10
.

Íåêà îçíà÷èì êîåôèöèåíòà íà ïðîïîðöèîíàëíîñò ñ κ. Â ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåí-
òè ùå ïðèåìåì, ÷å κ = 1.

Òîãàâà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, îïèñâàùî ïðîöåñà, å

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+ κ(v(x)− u).

Äÿñíîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå å îò ïúðâè ðîä � u(1, t) = 0.
Çà äà îïèøåì íóëåâ ïîòîê íà òîïëèíà ïðåç ëÿâàòà ãðàíèöà, ùå íàëîæèì

óñëîâèåòî íà Íîéìàí
∂u/∂x(0, t) = 0.

È òàêà, ðàçãëåæäàìå äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à

∂u

∂t
−D∂

2u

∂x2
+ κu = v(x)κ, 0 < x < 1, 0 < t ≤ 0.1 (3.21)

u(x, 0) = 0,

∂u

∂x
(0, t) = 0,

u(1, t) = 0.

Çà àïðîêñèìàöèÿòà íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, íà÷àëíîòî è äÿñíîòî
ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ïîäõîæäàìå, êàêòî è â ïðåäèøíèÿ ïðèìåð.
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Ïîëó÷àâàìå

yj+1
i − yji
τ

−D
yji+1 − 2yji + yji−1

h2
+ κyji = v(xi)κ, i = 1, n− 1, j = 1,m− 1

y0
i = 0, i = 0, n,

yjn = 0, j = 1,m.
(3.22)

Çàïèñàíî â êàíîíè÷åí âèä, ïúðâîòî óðàâíåíèå å

yj+1
i =

Dτ

h2
(yji+1 + yji−1) +

(
1− 2Dτ

h2
− τκ

)
yji + v(xi)τκ.

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å íåãîâàòà ËÃÀ å O(h2 + τ).
Îò óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå ïîëó÷àâàìå

1− 2Dτ

h2
− τκ ≤ 0 =⇒ τ ≤ h2

2D + κh2
.

Çà ëÿâîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå ïîäõîæäàìå ïî íà÷èíà, êîéòî îïèñàõìå â ïà-
ðàãðàô 3.2.2. Çàïî÷âàìå, êàòî àïðîêñèìèðàìå ïðîèçâîäíàòà ñ ðàçëèêà íàïðåä:

yj1 − y
j
0

h
= 0.

Ñåãà ïðåñìÿòàìå ËÃÀ è ÷ëåíúò îò ïúðâè ðåä â íåÿ âàäèì îò ëÿâàòà ñòðàíà íà
ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå. Ðàçâèâàéêè â ðåä íà Òåéëúð îêîëî x = 0, ïîëó÷àâàìå:

ψh,τ =
1

h

(
uj0 +

∂u

∂x

∣∣∣∣j
0

h+
∂2u

∂x2

∣∣∣∣j
0

h2

2
+O(h3)− uj0

)

=
h

2

∂2u

∂x2

∣∣∣∣j
0

+O(h2).

Â ïîñëåäíîòî èçïîëçâàõìå, ÷å ∂u
∂x

(0, t) = 0. Êàòî äîïóñêàìå, ÷å îñíîâíîòî óðàâ-
íåíèå å èçïúëíåíî è íà ãðàíèöàòà ñ äîñòàòú÷íî âèñîêà òî÷íîñò, ïîëó÷àâàìå.

∂2u

∂x2
=

1

D

(
∂u

∂t
− κ(v(0)− u)

)
.

Òîãàâà, êàòî èçïîëçâàìå ïîñëåäíîòî, ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî àïðîêñèìà-
öèÿ íà ãðàíè÷íîòî óñëîâèå ñ ãðåøêà O(h2 + τ):

yj1 − y
j
0

h
− h

2

1

D

(
yj+1

0 − yj0
τ

− κ(v(0)− yj0)

)
= 0.

Çàïèñàíî â êàíîíè÷åí âèä, äèôåðåí÷íîòî óðàâíåíèå äîáèâà âèäà

yj+1
0 =

(
1− 2τD

h2
− κτ

)
yj0 +

2Dτ

h2
yj1 + v(0)κτ. (3.23)

È òàêà, ïîëó÷èõìå äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.22), (3.23).
Ïðèëàãàìå íåéíà ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ â Mathematica:
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In[1]:= heatEquation@l_, T_, h_, u0_, d_, Κ_D :=

Τ = h2 � H3 d + Κ h^2L;

n = Ceiling@l � hD;

m = Ceiling@T � ΤD;

t = Table@Hj - 1L Τ, 8j, 1, m + 1<D;

x = Table@Hi - 1L h, 8i, 1, n + 1<D;

y = Table@0, 8n + 1<, 8m + 1<D;

H*Initial condition*L
For@i = 1, i £ n + 1, i++,

y@@i, 1DD = u0@x@@iDDD
D;

H*Iterate over the time nodes*L
ForBj = 1, j £ m, j++,

H*Compute the internal values from the main PDE*L
ForBi = 2, i £ n, i++,

y@@i, j + 1DD =

1 - 2
d Τ

h2
- Τ Κ y@@i, jDD +

d Τ

h2
Hy@@i - 1, jDD + y@@i + 1, jDDL + v@x@@iDDD Τ Κ

F;

H*Compute the boundary values from the boundary conditions*L

y@@1, j + 1DD = 1 - 2
d Τ

h2
- Τ Κ y@@1, jDD +

2 d Τ

h2
y@@2, jDD + 100 Τ Κ;

y@@n + 1, j + 1DD = 0

F;

8x, t, y<

Íåêà ðàçãëåäàìå ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå çà t = 0, 0.003, 0.03, 0.17, 0.5, 0.83:
In[2]:= u0@x_D := 0

v@x_D := If@x £ 1 � 10, 100, 0D
resX = heatEquation@1, 1, 0.01, u0, 1, 1D@@1DD;

resT = heatEquation@1, 1, 0.01, u0, 1, 1D@@2DD;

resY = heatEquation@1, 1, 0.01, u0, 1, 1D@@3DD;

Manipulate@
ListPlot@Table@8resX@@iDD, resY@@i, jDD<, 8i, 1, Length@resXD<D,

PlotRange ® 880, 1<, 80, 10<<D,

8j, 1, Length@resTD, 1<D

æææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææ
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Âñëåäñòâèå íà èçòî÷íèêà íà òîïëèíà, òåìïåðàòóðàòà ñå ïîâèøàâà â íà÷àëîòî
íà èíòåðâàëà, êàòî äèôóçèÿòà ÿ ðàçïðîñòðàíÿâà â öåëèÿ èíòåðâàë. Ïîðàäè
ïîãëúùàòåëÿ íà òîïëèíà íà äÿñíàòà ãðàíèöà, òåìïåðàòóðíèÿò ïðîôèë äîñòèãà
ðàâíîâåñíîòî ñè ñúñòîÿíèå, èçîáðàçåíî íà ïîñëåäíàòà ãðàôèêà.

Âàæíî ñâîéñòâî íà ïàðàáîëè÷íèÿ îïåðàòîð å, ÷å òîé èìà çàãëàæ-
äàù åôåêò. Íàëè÷èåòî íà îñîáåíîñòè â íà÷àëíèòå óñëîâèÿ � ëèïñà íà ãëàäêîñò
èëè äîðè íåïðåêúñíàòîñò � íå âîäè äî ñúùåñòâåíè ïðîáëåìè ïðè ÷èñëåíîòî
ðåøàâàíå íà ïàðàáîëè÷íè óðàâíåíèÿ. Ïðîôèëúò íà ðåøåíèåòî ñ òå÷åíèå íà
âðåìåòî �ñå çàãëàæäà�.

Ïðèìåð 28. Çà ñõåìàòà íà Êðàíê�Íèêúëñúí ëèíåéíàòà ñèñòåìà, êîÿòî òðÿáâà
äà ñå ðåøàâà íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî çà çàä. (3.19), èìà âèäà (ïðîâåðåòå!):

1 0

− 1
2h2

1
τ

+ 1
h2
− 1

2h2

. . . . . . . . .

− 1
2h2

1
τ

+ 1
h2
− 1

2h2

0 1





yj+1
0

yj+1
1

...

yj+1
n−1

yj+1
n


=



0

yj1
τ

+
yj0−2yj1+yj2

2h2

...

yjn−1

τ
+

yjn−2−2yjn−1+yjn
2h2

0


(3.24)

Ïðèëàãàìå ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ:
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In[1]:= h = 0.01;

Τ = 0.01;

l = 1;

T = 0.1;

n = Ceiling@l � hD;

m = Ceiling@T � ΤD;

t = Table@Hj - 1L Τ, 8j, 1, m + 1<D;

x = Table@Hi - 1L h, 8i, 1, n + 1<D;

y = Table@0, 8n + 1<, 8m + 1<D;

H*Initial condition*L
For@i = 1, i £ n + 1, i++,

y@@i, 1DD = Sin@2 Pi Hi - 1L hD
D;

H*Generate the matrix of the linear

system. This can be done outside the for-loop, since the

matrix is constant*L
A = Table@0, 8n + 1<, 8n + 1<D;

A@@1, 1DD = 1;

A@@n + 1, n + 1DD = 1;

For@i = 2, i < n + 1, i++,

A@@i, i - 1DD = -1 � H2 h^2L;

A@@i, iDD = 1 � Τ + 1 � h^2;

A@@i, i + 1DD = -1 � H2 h^2L;

D;

H*Iterate over the time nodes*L
ForBj = 1, j £ m, j++,

H*Generate the right-hand side vector of the linear system*L
b = Table@0, 8n + 1<D;

ForBk = 2, k £ n, k++,

b@@kDD =
y@@k, jDD

Τ
+

y@@k - 1, jDD - 2 y@@k, jDD + y@@k + 1, jDD
2 h^2

F;

yNew = LinearSolve@A, bD;

y@@All, j + 1DD = yNew

F

3.3 Óñòîé÷èâîñò íà äèôåðåí÷íèòå ñõåìè çà ðå-

øàâàíå íà ×ÄÓ

Íåêà å äàäåíà äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à

Lu = f, 0 < x < X, 0 < t ≤ T,

`initu = u0, t = 0

`boundu = µ, x = 0, x = X.

(3.25)
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Â ïîñëåäíîòî L å ëèíååí äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð, êîéòî îïèñâà ëÿâàòà ñòðàíà
íà îñíîâíîòî óðàâíåíèå â äàäåíà äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à (íàïðèìåð çà óðàâ-
íåíèåòî íà äèôóçèÿòà (3.3) èìàìå L ≡ ∂

∂t
− D ∂2

∂x2
). Îïåðàòîðúò linit e ëèíååí

îïåðàòîð îïèñâàù íà÷àëíîòî óñëîâèå (íàïðèìåð â ñëó÷àÿ íà íà÷àëíîòî óñëîâèå
(3.4) `init å ïðîñòî îïåðàòîðúò èäåíòèòåò). Îïåðàòîðúò `bound ñúîòâåòíî îïèñâà
ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ â çàäà÷àòà.

Çàäàäîõìå íà ïðàêòèêà ïðîèçâîëíà ëèíåéíà äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à, çà äà
ìîæå àíàëèçúò, êîéòî ùå íàïðàâèì ïî-äîëó, äà å â ñèëà çà âñè÷êè ðàçãëåæäàíè
â êóðñà çàäà÷è.

Ðåøàâàìå çàäà÷àòà (3.25) ïðèáëèæåíî, êàòî ïîñòðîÿâàìå äèôåðåí÷íà ñõåìà
âúðõó ìðåæàòà

ωh,τ := {(xi, tj) : xi = ih, tj = jτ, i = 0, n, j = 0,m, n = l/h,m = T/τ}.

Íåêà îçíà÷èì yh(xi, tj) := yji çà âñÿêà òî÷êà îò ìðåæàòà. Ñ äðóãè äóìè yh
å ìðåæîâàòà ôóíêöèÿ (ò.å. ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà ñàìî âúðõó òî÷êèòå îò
ìðåæàòà), îòãîâàðÿùà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå, ïîëó÷åíî ïî äèôåðåí÷íàòà
ñõåìà. Ñ ïîìîùòà íà îïåðàòîðíèÿ çàïèñ, êîéòî èçïîëçâàõìå ïî-ãîðå, ìîæåì äà
çàïèøåì â îáù âèä è ðàçãëåæäàíèòå îò íàñ äèôåðåí÷íè ñõåìè:

Lhyh = f, 0 < xi < X, 0 < tj ≤ T,

`init,hyh = u0, tj = 0

`bound,hyh = µ, xi = 0, xi = X.

(3.26)

Â ïîñëåäíîòî Lh, `init,h, `bound,h ñà ìðåæîâè/äèôåðåí÷íè îïåðàòîðè (ò.å.
îïåðàòîðè, êîèòî íà ìðåæîâà ôóíêöèÿ ñúïîñòàâÿò ìðåæîâà ôóíêöèÿ). Òå îïèñ-
âàò ñúîòâåòíî àïðîêñèìàöèèòå íà ëåâèòå ñòðàíè â îñíîâíîòî óðàâíåíèå, íà÷àë-
íîòî óñëîâèå, ãðàíè÷íîòî óñëîâèå. Íàïðèìåð çà ÿâíàòà ñõåìà çà óðàâíåíèåòî
íà äèôóçèÿòà èìàìå

Lhyh(xi, tj) :=
yh(xi, tj+1)− yh(xi, tj)

τ
−Dyh(xi+1, tj)− 2yh(xi, tj) + yh(xi−1, tj)

h2
.

Ñåãà ùå äåôèíèðàìå òî÷íî è ùå ðàçãëåäàìå âúïðîñà çà óñòîé÷èâîñòòà íà
äèôåðåí÷íèòå ñõåìè, êîéòî êîìåíòèðàõìå íà èíòóèòèâíî íèâî â ïðåäèøíàòà
ñåêöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 10: Óñòîé÷èâîñò íà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà â ‖ · ‖h-
íîðìà

Íåêà â ïðîñòðàíñòâîòî îò ìðåæîâè ôóíêöèè yh å âúâåäåíà íîðìà ‖ · ‖h.
Êàçâàìå, ÷å äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.26) å óñòîé÷èâà â ‖ · ‖h, àêî ïðèáëè-
æåíîòî ðåøåíèå yh èçïúëíÿâà îöåíêàòà

‖yh‖h ≤ C1‖u0‖h + C2‖µ‖h + C3‖f‖h

çà íÿêîè êîíñòàíòè C1, C2, C3.

Íåêà êîìåíòèðàìå ïî-ïîäðîáíî ïîñëåäíàòà äåôèíèöèÿ. Èíòóèòèâíàòà íè
ïðåäñòàâà çà ïîíÿòèåòî óñòîé÷èâîñò å, ÷å ìàëêè èçìåíåíèÿ âúâ âõîäíèòå äàí-
íè (íàïðèìåð ãðåøêè îò çàêðúãëÿâàíèÿ, àïðîêñèìàöèÿ è ò.í.) òðÿáâà äà âîäÿò
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äî ìàëêè èçìåíåíèÿ â ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà. Òàçè èäåÿ íå å ñúâñåì
î÷åâèäíà â ïîñëåäíàòà äåôèíèöèÿ. Ìîæåì äà ñå óâåðèì â òîâà îáà÷å, àêî ðàçã-
ëåäàìå çàäà÷àòà ñ ìàëêî ïðîìåíåíè äÿñíà ñòðàíà, íà÷àëíî óñëîâèå è ãðàíè÷íî
óñëîâèå � íåêà ãè îçíà÷èì ñúîòâåòíî ñ f̃ , ũ0, µ̃. Òîãàâà ðåøåíèåòî ỹh íà çàäà÷àòà
ñ ïðîìåíåíèòå äàííè òðÿáâà äà èçïúëíÿâà

Lhỹh = f̃ , 0 < x < X, 0 < t ≤ T,

`init,hỹh = ũ0, t = 0,

`bound,hỹh = µ̃, x = 0, x = X.

(3.27)

Íî òîãàâà, àêî èçâàäèì ïî÷ëåííî (3.27) îò (3.26), ùå ñå óâåðèì, ÷å ãðåøêàòà
óäîâëåòâîðÿâà

Lh(yh − ỹh) = f − f̃ , 0 < x < X, 0 < t ≤ T,

`init,h(yh − ỹh) = u0 − ũ0, t = 0,

`bound,h(yh − ỹh) = µ− µ̃, x = 0, x = X,

ò.å. óäîâëåòâîðÿâà ñúùàòà çàäà÷à ñ äÿñíà ñòðàíà f−f̃ , íà÷àëíî óñëîâèå u0−
ũ0 è ãðàíè÷íî óñëîâèå µ−µ̃. Ñëåäîâàòåëíî, àêî äèôåðåí÷íàòà ñõåìà å óñòîé÷èâà
(ñúãëàñíî ïðèâåäåíàòà ïî-ãîðå äåôèíèöèÿ), òî ùå áúäå â ñèëà îöåíêàòà

‖yh − ỹh‖h ≤ C1‖u0 − ũ0‖h + C2‖µ− µ̃‖h + C3‖f − f̃‖h,

ò.å. àêî èçìåíåíèåòî íà äÿñíàòà ñòðàíà, íà÷àëíèòå óñëîâèÿ è ãðàíè÷-
íèòå óñëîâèÿ å ìàëêî, òî è ãðåøêàòà ùå áúäå ìàëêà.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå îùå íà ñëåäíîòî � â äÿñíàòà ñòðàíà íà äåôèíèöèÿòà
çà óñòîé÷èâîñò èìà òðè ÷ëåíà � íîðìèòå íà íà÷àëíîòî óñëîâèå u0, ãðàíè÷íîòî
óñëîâèå µ è äÿñíàòà ñòðàíà f . Îêàçâà ñå, ÷å íèå ìîæåì äà èçñëåäâàìå ïîîòäåëíî
âëèÿíèåòî íà ãðåøêè âúâ âñÿêà îò âõîäíèòå äàííè, òúé êàòî ìîæåì äà çàïèøåì
yh = yh,1 + yh,2 + yh,3, êúäåòî

Lhyh,1 = 0,

`init,hyh,1 = u0,

`bound,hyh,1 = 0,

(3.28)

Lhyh,2 = 0,

`init,hyh,2 = 0,

`bound,hyh,2 = µ,

(3.29)

Lhyh,3 = f,

`init,hyh,3 = 0,

`bound,hyh,3 = 0,

(3.30)

Ñëåäîâàòåëíî íèå ìîæåì äà èçñëåäâàìå óñòîé÷èâîñòòà íà äàäåíà äèôåðåí-
÷íà ñõåìà, êàòî ïîîòäåëíî èçñëåäâàìå êàê âëèÿÿò ðàçëè÷íèòå âõîäíè äàííè â
çàäà÷àòà, ò.å. íà÷àëíèòå óñëîâèÿ, ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ è äÿñíàòà ñòðàíà.
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Äåôèíèöèÿ 11: Óñòîé÷èâîñò ïî íà÷àëíè äàííè, ïî ãðàíè÷íè óñ-
ëîâèÿ, ïî äÿñíà ñòðàíà

Êàçâàìå, ÷å äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.26) å:

• óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè, àêî ðåøåíèåòî íà (3.28) èçïúëíÿâà

‖yh,1‖ ≤ C1‖u0‖h;

• óñòîé÷èâà ïî ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, àêî ðåøåíèåòî íà (3.29) èçïúë-
íÿâà

‖yh,2‖ ≤ C2‖µ‖h;

• óñòîé÷èâà ïî äÿñíà ñòðàíà, àêî ðåøåíèåòî íà (3.30) èçïúëíÿâà

‖yh,3‖ ≤ C3‖f‖h.

Ñëåäîâàòåëíî åäíà äèôåðåí÷íà ñõåìà å óñòîé÷èâà òî÷íî òîãàâà, êîãàòî å
óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè, ïî ãðàíè÷íè óñëîâèÿ è ïî äÿñíà ñòðàíà.

N.B. 29

Äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè íåñòàöèîíàðíèòå çàäà÷è íàé-âàæíà å óñòîé÷èâîñò-
òà ïî íà÷àëíè óñëîâèÿ. Àêî ñõåìàòà å óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè, òÿ
îáèêíîâåíî íà ïðàêòèêà å óñòîé÷èâà. Íèå íÿìà äà ñå ñïèðàìå ïî-ïîäðîáíî
íà òîçè âúïðîñ â êóðñà, íî ùå íàñî÷èì âíèìàíèåòî ñè èìåííî êúì èçñëåä-
âàíåòî íà óñòîé÷èâîñò ïî íà÷àëíè äàííè. Âñè÷êè ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè,
êîèòî íàïðàâèõìå â ïðåäèøíàòà ñåêöèÿ è êîèòî ùå íàïðàâèì â ñëåäâà-
ùèòå, ùå ñâèäåòåëñòâàò, ÷å êîãàòî èçïúëíèì óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò ïî
íà÷àëíè äàííè, âñè÷êî ñ ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå å íàðåä.

Âúâåäåíèòå äåôèíèöèè â íàñòîÿùàòà òåìà ñà îáùè, çà ïðîèçâîëíà íîðìà.
Íà ïðàêòèêà íàé-÷åñòî ñå èçïîëçâàò ñëåäíèòå äâå íîðìè, ñ êîèòî ìåðèì �êîëêî
ãîëÿìà� å ãðåøêàòà:

• ìðåæîâà ìàêñèìóì-íîðìà:

‖yh‖h,∞ := max
(xi,tj)∈ωh,τ

|yh(xi, tj)|; (3.31)

• ìðåæîâà `2-íîðìà:

‖yh‖h,2 :=

√√√√ 1

N

∑
(xi,tj)∈ωh,τ

|yh(xi, tj)|2, (3.32)

êúäåòî N e áðîÿò íà òî÷êèòå â ìðåæàòà.

3.3.1 Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà. Óñëîâèå çà ïîëîæèòåëíîñò
íà êîåôèöèåíòèòå. Óñòîé÷èâîñò â ‖ · ‖h,∞-íîðìà

Êàêòî îòáåëÿçàõìå â ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô, íèå íÿìà äà ðàçãëåæäàìå âúïðîñà
çà óñòîé÷èâîñò ïî äÿñíà ñòðàíà è ùå ñ÷èòàìå, ÷å ðàçãëåæäàíèòå îò íàñ ñõåìè

97



ñà óñòîé÷èâè ïî äÿñíà ñòðàíà (òîâà çà ìíîãî ñõåìè ìîæå äà ñå ïðîâåðè ñúâñåì
íåïîñðåäñòâåíî, âæ. íàïðèìåð [3]). Çàòîâà â ñëåäâàùèòå ðåäîâå íèå ùå ïðèåìà-
ìå, ÷å â çàäà÷àòà f ≡ 0, ò.å. íÿìà èçòî÷íèêîâ ÷ëåí (íàïð. èçòî÷íèê íà òîïëèíà
â îáëàñòòà).

Íåêà ðàçãëåäàìå îòíîâî Ïðèìåð 26. Êàêòî ìîæåì äà ñå óâåðèì îò ïðèëîæå-
íèòå ãðàôèêè íà ðåøåíèåòî â ðàçëè÷íè ìîìåíòè îò âðåìå, òî äîñòèãà ìàêñè-
ìàëíàòà ñè ïîëîæèòåëíà è ìèíèìàëíàòà ñè îòðèöàòåëíà ñòîéíîñòè â íà÷àëíèÿ
ìîìåíò îò âðåìå. Òîâà, ðàçáèðà ñå, å íàïúëíî åñòåñòâåíî îò ôèçè÷íà ãëåäíà
òî÷êà. Ñ òå÷åíèå íà âðåìåòî äèôóçèÿòà êàðà òîïëèíàòà äà ñå ðàçïðîñòðàíÿâà
îò ìåñòà, êúäåòî òåìïåðàòóðàòà å âèñîêà, êúì ìåñòà, êúäåòî òåìïåðàòóðàòà å
âèñîêà. Ñëåäîâàòåëíî òàì, êúäåòî ñòîéíîñòòà íà u å ãîëÿìà, òÿ ùå íàìàëÿâà è
îáðàòíîòî.

Äðóãàòà âúçìîæíîñò å ìàêñèìàëíàòà ïîëîæèòåëíà/ìèíèìàëíàòà îòðèöà-
òåëíà ñòîéíîñò äà ñå ïîëó÷àâàò íà ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà (ïðè x = 0, x = X) �
âæ. ïðèìåð 27. Àêî íèå íàïðèìåð çàãðÿâàìå òÿëîòî íà ëÿâàòà èëè äÿñíàòà ãðà-
íèöà, å åñòåñòâåíî òåìïåðàòóðàòà òàì äà äîñòèãà ñâîÿòà ìàêñèìàëíà ñòîéíîñò.

Íå å âúçìîæíî îáà÷å ìàêñèìóìúò äà ñå äîñòèãà äðóãàäå � àêî íèòî â íà÷àë-
íèÿ ìîìåíò òåìïåðàòóðàòà å íàäìèíàâàëà íàïðèìåð 10◦, íèòî ñìå çàãðÿâàëè
òÿëîòî íà äâåòå ãðàíèöè ñ ïîâå÷å, òî íÿìà îòêúäå äà äîéäå òîïëèííà åíåðãèÿ,
êîÿòî äà íàêàðà òåìïåðàòóðàòà äà ñòàíå íàïðèìåð 20◦.

Êàçâàìå, ÷å óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà èçïúëíÿâà ïðèíöèïà çà ìàêñè-
ìóìà.

Äåôèíèöèÿ 12: Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà çà äèôåðåíöèàëíè çàäà-
÷è

Êàçâàìå, ÷å äàäåíà äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à èçïúëíÿâà ïðèíöèïà çà ìàêñè-
ìóìà, àêî ðåøåíèåòî íà õîìîãåííàòà çàäà÷à (ïðè f ≡ 0) ìîæå äà äîñòèãà
ñâîÿòà ìàêñèìàëíà ïîëîæèòåëíà/ìèíèìàëíà îòðèöàòåëíà ñòîéíîñò èëè
â íà÷àëíèÿ ìîìåíò îò âðåìå, èëè íà ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà ïî ïðîñò-
ðàíñòâîòî, â êîÿòî ðåøàâàìå çàäà÷àòà. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å òîâà å
ñâîéñòâî íà ðåøåíèåòî íà äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à (íå íà ÷èñëåíàòà ñõå-
ìà), êîåòî å â ñèëà íàïðèìåð çà óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà, óðàâíåíèåòî
íà ïðåíîñà, óðàâíåíèåòî íà ñòðóíàòà è äð.

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ãðàôèêèòå â êðàÿ íà Ïðèìåð 26, êîèòî èëþñòðèðàò êàê-
âî ñå ñëó÷âà, àêî ÷èñëåíàòà ñõåìà å íåóñòîé÷èâà. Êàêòî âèæäàìå, òîâà âîäè
äî ïîÿâàòà íà îñöèëàöèè è ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íå èçïúëíÿâà ïðèíöèïà çà
ìàêñèìóìà, íåùî ïîâå÷å � òî íå å îãðàíè÷åíî, à �áÿãà� êúì áåçêðàéíîñò.

Òåçè íàáëþäåíèÿ íè íàâåæäàò íà ìèñúëòà, ÷å àêî �íàêàðàìå� ïðèáëèæåíîòî
ðåøåíèå ñúùî äà èçïúëíÿâà ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà, òî íÿìà êàê äà èìà òàêîâà
ëîøî ïîâåäåíèå.
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N.B. 30

Îêàçâà ñå, ÷å èìåííî óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå, êî-
åòî ôîðìàëíî ïðèëîæèõìå, êîãàòî ðàçãëåæäàõìå äèôåðåí÷íè ñõåìè çà
óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà, ãàðàíòèðà, ÷å ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ùå èç-
ïúëíÿâà ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà. Ñ äðóãè äóìè òî ãàðàíòèðà , ÷å å â ñèëà
îöåíêàòà

‖yh‖h,∞ ≤ ‖u0‖h,∞ + ‖µ‖h,∞.

Òîãàâà, àêî å èçïúëíåíî óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå è
ñëåäîâàòåëíî ïðèíöèïúò çà ìàêñèìóìà å â ñèëà è çà ïðèáëèæåíîòî ðåøå-
íèå, òî äèôåðåí÷íàòà ñõåìà å óñòîé÷èâà (ïî íà÷àëíè äàííè è ãðàíè÷íè
óñëîâèÿ) â ‖ · ‖h,∞-íîðìà.

Ìîæåì äà ñå óáåäèì ëåñíî, ÷å ïîñëåäíîòî íàèñòèíà å èçïúëíåíî. Íåêà ðàç-
ãëåäàìå ïúðâî ñëåäíèÿ ïðèìåð, êîéòî ñúîòâåòñòâà íà ÿâíà ñõåìà. Íåêà yj+1

i

ñå èçðàçÿâà ÿâíî ÷ðåç yji−1, y
j
i , y

j
i+1 (íåêà çà îïðåäåëåíîñò ñè ìèñëèì, ÷å òå ñà

ïîëîæèòåëíè) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

yj+1
i = Ayji−1 +Byji + Cyji+1,

êúäåòî êîåôèöèåíòèòå A,B,C óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà çà ïîëîæèòåëíîñò íà
êîåôèöèåíòèòå, ò.å.

A > 0, B > 0, C > 0, A+B + C ≤ 1.

Òîãàâà å ÿñíî, ÷å yj+1
i ≤ max{yji , y

j
i−1, y

j
i+1}, êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî

àêî yji = yji−1 = yji+1 è A + B + C = 1. Ñ äðóãè äóìè, ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå
íà j + 1-âèÿ ñëîé íå ìîæå äà èìà ïî-ãîëÿìà ïîëîæèòåëíà ñòîéíîñò îòêîëêîòî
ìàêñèìóìà íà j-òèÿ (äà çàáåëåæèì, ÷å íà j-òèÿ ñëîé ìàêñèìóìúò ìîæå äà ñå
äîñòèãà â ãðàíè÷íèòå òî÷êè!). Ðàçñúæäàâàéêè èíäóêòèâíî çà âñè÷êè ïðåäèøíè
ñëîåâå, ïîëó÷àâàìå, ÷å ìàêñèìàëíàòà ïîëîæèòåëíà ñòîéíîñò ñå äîñòèãà èëè íà
0-âèÿ ñëîé ïî âðåìåòî, èëè ïî ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà.

Òàçè èäåÿ ñå îáîáùàâà è çà ïðîèçâîëíè ñõåìè, íå ñàìî çà ÿâíè. Äåéñòâèòåë-
íî, äà äîïóñíåì, ÷å óñëîâèÿòà çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå ñà â ñèëà,
íî ìàêñèìóìúò ñå äîñòèãà âúâ âúòðåøíà òî÷êà yj+1

i . Òîãàâà îò êàíîíè÷íèÿ âèä

yj+1
i =

∑
(x,t)∈S

A(x,t)yh(x, t),

êúäåòî S å øàáëîíúò, âúðõó êîéòî å ïîñòðîåíà ñõåìàòà, áåç òî÷êàòà (xi, tj+1), îò
óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå è ôàêòà, ÷å yj+1

i å ìàêñèìàëíà
ñòîéíîñò ñëåäâà, ÷å ñòîéíîñòèòå âúðõó âñè÷êè òî÷êè íà øàáëîíà ñà ðàâíè. Ïîñ-
òàâÿéêè øàáëîíà ïîñëåäîâàòåëíî âúðõó âñÿêà òî÷êà îò ìðåæàòà, ùå ïîëó÷èì,
÷å ðåøåíèåòî å êîíñòàíòà, ò.å. ìàêñèìóìúò (êîéòî å ðàâåí íà òàçè êîíñòàíòà)
ñå äîñòèãà íàâñÿêúäå, â ÷àñòíîñò ïî ãðàíèöàòà.

N.B. 31

Óñòîé÷èâîñòòà â ‖ · ‖h,∞-íîðìà å íàé-äîáðîòî íåùî, íà êîåòî ìîæåì äà
ñå íàäÿâàìå. Òÿ îçíà÷àâà, ÷å ìàêñèìóìúò íà ãðåøêàòà å îãðàíè÷åí,
ò.å. âúâ âñÿêà òî÷êà îò ìðåæàòà ðåøåíèåòî ñëåäâà äà áúäå �ïðàâèëíî�.
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3.3.2 Ìåòîä íà õàðìîíèêèòå çà èçñëåäâàíå íà óñòîé÷èâîñò
â ìðåæîâà ‖ · ‖h,2-íîðìà

Êàêòî îòáåëÿçàõìå â ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô, àêî óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò
íà êîåôèöèåíòèòå å óäîâëåòâîðåíî, ò.å. å â ñèëà ïðèíöèïúò çà ìàêñèìóìà, òî
å íàëèöå óñòîé÷èâîñò â ‖ · ‖h,∞-íîðìà, êîåòî å íàé-ñèëíèÿò ðåçóëòàò, íà êîéòî
ìîæåì äà ñå íàäÿâàìå. Òîé îáà÷å íå å â ñèëà çà âñÿêà äèôåðåí÷íà ñõåìà.
Çà ñõåìèòå, çà êîèòî íå ìîæå äà ñå ãàðàíòèðà òîâà, ñå ðàçãëåæäà ïî-ñëàáî
èçèñêâàíå çà óñòîé÷èâîñò, à èìåííî óñòîé÷èâîñò â ìðåæîâà `2-íîðìà.

N.B. 32

Àêî ñå âúðíåì êúì äåôèíèöèÿòà (3.32), å ÿñíî, ÷å ìðåæîâàòà `2-íîðìà å
ïîêàçàòåë çà �ñðåäíàòà ñòîéíîñò� íà yh â òî÷êèòå îò ìðåæàòà è ñëåäîâà-
òåëíî óñòîé÷èâîñò â òàçè íîðìà ùå îçíà÷àâà, ÷å �ñðåäíàòà ãðåøêà� âúðõó
òî÷êèòå îò ìðåæàòà ùå å �ìàëêà�. Òîâà, ðàçáèðà ñå, å ïî-ñëàá ðåçóëòàò îò
óñòîé÷èâîñòòà â ìàêñèìóì-íîðìà, òúé êàòî å âúçìîæíî äà èìà òî÷êè, â
êîèòî ãðåøêàòà èìà ïî-ãîëåìè ñòîéíîñòè, íî âñå ïàê ðåçóëòàòúò, ïîëó÷åí
÷ðåç äèôåðåí÷íàòà ñõåìà ñëåäâà äà áúäå �ñìèñëåí�.

Êëàñè÷åñêèÿò ïîäõîä çà èçñëåäâàíå íà óñòîé÷èâîñò â ìðåæîâà `2-íîðìà å
ìåòîäúò íà õàðìîíèêèòå (îùå, ìåòîä íà ôîí Íîéìàí). Òîé ïîçâîëÿâà
äà ñå èçâåäàò óñëîâèÿ çà óñòîé÷èâîñò ïî íà÷àëíè äàííè è ñå îñíîâàâà íà ñëåä-
íàòà èäåÿ. Ãîâîðåéêè çà óñòîé÷èâîñò ïî íà÷àëíè äàííè ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà
ñ ãðàíè÷íè óñëîâèÿ u(0, t) = u(X, t) = 0 è ñëåäîâàòåëíî ðåøåíèåòî �è å ïåðèî-
äè÷íî. Òîãàâà å åñòåñòâåíî äà ðàçãëåæäàìå êàê äèôåðåí÷íàòà ñõåìà ñå äúðæè
àêî íà÷àëíèòå äàííè (èëè ðåøåíèåòî íà íÿêîé ïðîèçâîëåí ñëîé) ìîæå äà ñå
ðàçâèå â ðåä íà Ôóðèå:

+∞∑
ϕ=−∞

Cϕe
ixϕ,

êúäåòî i =
√
−1.

Ùå èçëîæèì èäåÿòà âúðõó íÿêîëêî ïðèìåðà. Íåêà ñå âúðíåì íà ðàçãëåäà-
íèòå ñõåìè çà óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà.

• ×èñòî íåÿâíàòà ñõåìà å áåçóñëîâíî óñòîé÷èâà â ‖ · ‖h,∞-íîðìà è ñëåäîâà-
òåëíî íÿìà çàùî äà èçñëåäâàìå óñòîé÷èâîñò â ïî-ñëàáàòà ‖ · ‖h,2-íîðìà.

• Ùå ðàçãëåäàìå êàê ñå ïðèëàãà ìåòîäúò íà õàðìîíèêèòå ïúðâî âúðõó ÿâ-
íàòà ñõåìà, êîÿòî çà óäîáñòâî ïðèëàãàìå îòíîâî òóê (á.î.î. íåêà D = 1
è íåêà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ðàçãëåæäàìå f ≡ 0, òúé êàòî èçñëåäâàìå
óñòîé÷èâîñò ïî íà÷àëíè äàííè):

yj+1
k − yjk
τ

−
yjk+1 − 2yjk + yjk−1

h2
= 0.

Íåêà âèäèì êàê ñõåìàòà ñå äúðæè çà åäèí ïðîèçâîëåí ÷ëåí îò ðåäà íà
Ôóðèå. Íåêà íà ïðîèçâîëåí j-òè ñëîé ïî âðåìåòî èìàìå yjk = eikhϕ, êúäåòî
ϕ å ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî. Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å

‖yh(x, tj)‖h,2 =

√√√√ 1

n+ 1

n∑
k=0

|eikhϕ|2
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è ôîðìóëàòà íà Îéëåð, ñïîðåä êîÿòî

eikhϕ = cos(khϕ) + i sin(khϕ),

ïîëó÷àâàìå
‖yh(x, tj)‖h,2 = 1. (3.33)

Íåêà ñåãà
yj+1
k = qyjk.

×àñòíîòî q, êîåòî íè ïîêàçâà êàêâî å îòíîøåíèåòî ìåæäó ñòîéíîñòòà â k-
òàòà òî÷êà íà j+1-âèÿ è j-òèÿ ñëîé, ðàçáèðà ñå, çàâèñè îò ïðåñìÿòàíèÿòà,
íàïðàâåíè ïî äèôåðåí÷íàòà ñõåìà. Íåêà ãî èçðàçèì. Èìàìå

yj+1
k − yjk
τ

=
yjk+1 − 2yjk + yjk−1

h2

è ñëåäîâàòåëíî

qeikhϕ − eikhϕ

τ
=
ei(k+1)hϕ − 2eikhϕ + ei(k−1)hϕ

h2
.

Êàòî ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà eikhϕ, ïîëó÷àâàìå

q − 1

τ
=
eihϕ − 2 + e−ihϕ

h2
.

Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà íà Îéëåð è ïîëó÷àâàìå

q − 1

τ
=

cos(hϕ) + i sin(hϕ)− 2 + cos(hϕ)− i sin(hϕ)

h2
.

Ñåãà, âçåìàéêè ïðåäâèä òðèãîíîìåòðè÷íîòî òúæäåñòâî

1− cosα = 2 sin2 α

2
, (3.34)

ïîëó÷àâàìå
q − 1

τ
= −4

sin2 hϕ
2

h2
,

ò.å.

q = 1− 4τ

h2
sin2 hϕ

2
.

Íåêà çàáåëåæèì, ÷å

‖yh(x, tj+1)‖h,2 =

√√√√ 1

n+ 1

n∑
k=0

|qeikhϕ|2 = |q|.

Òîãàâà îò ïîñëåäíîòî è (3.33) ñëåäâà, ÷å çà äà áúäå ñõåìàòà óñòîé÷èâà
â ìðåæîâà `2 íîðìà å íåîáõîäèìî |q| < 1, êàòî ïîñëåäíîòî òðÿáâà äà å
èçïúëíåíî çà ïðîèçâîëíî ϕ (òúé êàòî íèå âçåõìå ïðîèçâîëåí ÷ëåí îò ðåäà
íà Ôóðèå). È òàêà, óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò íà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà â
`2-íîðìà å∣∣∣∣1− 4τ

h2
sin2 hϕ

2

∣∣∣∣ < 1⇐⇒ −1 < 1− 4τ

h2
sin2 hϕ

2
< 1,∀ϕ ∈ R
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Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ïîñëåäíîòî å èçïúëíåíî òî÷íî êîãàòî τ < h2

2
. Ñ

äðóãè äóìè, óñëîâèåòî çà ñòúïêàòà ïî âðåìåòî (3.10), êîåòî ïîëó÷èõìå
çà óñòîé÷èâîñò â ìàêñèìóì-íîðìà, íå ìîæå äà áúäå îòñëàáåíî, äîðè è äà
èçèñêâàìå ñàìî óñòîé÷èâîñò â `2-íîðìà.

Äà îòáåëåæèì, ÷å íàïðàâåíèòå òóê ðàçñúæäåíèÿ îçíà÷àâàò, ÷å àêî y0
k =

eikhϕ, òî yjk = qjeikhϕ è ‖yh(x, tj)‖h,2 = |q|j è ïðè |q| < 1 å â ñèëà ‖yh(x, tj)‖h,2 <
‖yh(x, t0)‖h,2, ò.å. ñõåìàòà å óñòîé÷èâà ïî íà÷àëíè äàííè â ‖ · ‖h,2-íîðìà.

• Çà ñõåìàòà íà Êðàíê�Íèêúëñúí íèå ïîêàçàõìå, ÷å óñëîâèåòî çà ïîëîæè-
òåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå å èçïúëíåíî ïðè τ < h2/D, ò.å. ñõåìàòà å óñëîâ-
íî óñòîé÷èâà â ‖·‖h,∞-íîðìà. Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å òÿ å áåçóñëîâíî óñòîé÷èâà
â ‖ · ‖h,2-íîðìà. Òîâà îòíîâî ñå ïðîâåðÿâà, êàòî ñå òåñòâà ñõåìàòà âúðõó
ñïåöèàëíèòå ÷àñòíè ðåøåíèÿ îò âèäà yjk = qjeikhϕ. Çàìåñòâàéêè â ñõåìàòà
íà Êðàíê�Íèêúëñúí, ïîëó÷àâàìå

qj+1eikhϕ − qjeikhϕ

τ
=
qj(ei(k+1)hϕ − 2eikhϕ + ei(k−1)hϕ)

2h2
+
qj+1(ei(k+1)hϕ − 2eikhϕ + ei(k−1)hϕ)

2h2

èëè, êîåòî å ñúùîòî,

qeikhϕ − eikhϕ

τ
=
ei(k+1)hϕ − 2eikhϕ + ei(k−1)hϕ

2h2
+
q(ei(k+1)hϕ − 2eikhϕ + ei(k−1)hϕ)

2h2
.

Äåëèì äâåòå ñòðàíè íà eikhϕ è ïîëó÷àâàìå

q − 1

τ
=
eihϕ − 2 + e−ihϕ

2h2
+
q(eihϕ − 2 + e−ihϕ)

2h2
.

Ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà íà Îéëåð è òðèãîíîìåòðè÷íîòî òúæäåñòâî (3.34),
ïîñëåäíîòî ñå ñâåæäà äî

q − 1

τ
= −

2 sin2 ϕh
2

h2
−

2q sin2 ϕh
2

h2

è ñëåäîâàòåëíî

q =
1− 2τ sin2 ϕh

2

h2

1 +
2τ sin2 ϕh

2

h2

.

Êàêòî âèäÿõìå, óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò å |q| < 1,∀ϕ ∈ R. Ëåñíî ñå
ïðîâåðÿâà, ÷å ïîñëåäíîòî å èçïúëíåíî âèíàãè.

N.B. 33

Ìåòîäúò íà õàðìîíèêèòå ñå ñúñòîè â òåñòâàíå íà ñõåìàòà çà ñïåöèàëíè
íåéíè ÷àñòíè ðåøåíèÿ îò âèäà yjk = qjeikhϕ. Àêî, ïðèëàãàéêè ñõåìàòà, å
â ñèëà |q| < 1 çà ïðîèçâîëíî ðåàëíî ÷èñëî ϕ, òî êàçâàìå, ÷å ñõåìàòà å
óñòîé÷èâà ïî ôîí Íîéìàí. Ïîñëåäíîòî å ñâèäåòåëñòâî çà óñòîé÷èâîñò â
‖ · ‖h,2-íîðìà.
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3.4 Äèôåðåí÷íè ìåòîäè çà õèïåðáîëè÷íè óðàâ-

íåíèÿ

Íàðåä ñ äèôóçèÿòà, äðóãèÿò îñíîâåí ïðîöåñ, êîéòî îáóñëàâÿ äâèæåíèåòî íà âå-
ùåñòâî, òåìïåðàòóðà è äð., å êîíâåêöèÿòà èëè ïðîñòèÿò ïðåíîñ. Êàòî íàé-ïðîñò
ïðèìåð çà òàêúâ òèï äâèæåíèå ùå äàäåì êîíöåíòðàöèÿòà íà âåùåñòâî, ïóñíà-
òî â òå÷àùà âîäà (íàïðèìåð ðåêà). Ïðè÷èíàòà çà ïðåíîñà íà âåùåñòâîòî (àêî
ïðåíåáðåãíåì äèôóçèÿòà) å ñàìîòî äâèæåíèå íà âîäàòà, ò.å. òÿ ùå ãî ïðåíàñÿ
ñúñ ñêîðîñò c, ñ êîÿòî ñå äâèæè ðåêàòà. Çà äà îïèøåì òîçè ïðîöåñ, ùå èçïîëâà-
ìå óðàâíåíèåòî íà íåïðåêúñíàòîñòòà (3.1), êîåòî èçâåäîõìå ïî-ðàíî. Òúé êàòî
âîäàòà íîñè âåùåñòâîòî ñ êîíñòàíòíà ñêîðîñò c, òî

jadv = cu.

Êàòî çàìåñòèì â (3.1), ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî õèïåðáîëè÷íîòî ÷àñòíî äèôåðåí-
öèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= f(x, t). (3.35)

Ïîñëåäíîòî ñå íàðè÷à óðàâíåíèå íà ïðåíîñà èëè óðàâíåíèå íà êîíâåêöè-
ÿòà.

Èìàéêè ïðåäâèä, ÷å â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå ó÷àñòâàò ïðîèçâîäíà îò
ïúðâè ðåä ïî ïðîñòðàíñòâîòî è îò ïúðâè ðåä ïî âðåìåòî, å ÿñíî, ÷å çà äà çàòâî-
ðèì äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à, å íåîáõîäèìî äà íàëîæèì åäíî ãðàíè÷íî óñëîâèå
ïî ïðîñòðàíñòâîòî è åäíî íà÷àëíî óñëîâèå ïî âðåìåòî, ò.å. ðåøàâàìå çàäà÷àòà:

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= f(x, t), 0 < x ≤ l, 0 < t ≤ T,

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l,

u(0, t) = uL(t), 0 ≤ t ≤ T.

Ïîíåæå ðåøåíèåòî ïðè t = 0 èìà âèäà u(x, 0) = u0(x), òî òîãàâà ìîæå äà ñå
ïðîâåðè, ÷å u(x, t) = u0(x − ct) óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî íà ïðåíîñà, êîåòî
îçíà÷àâà, ÷å ïðîôèëúò íà ðåøåíèåòî ñå çàïàçâà ñ òå÷åíèå íà âðåìåòî, êàòî ñå
ïðåíàñÿ íàäÿñíî ñúñ ñêîðîñò c. Òîâà å ïðèìåð çà ò.íàð. ðåøåíèÿ îò òèï �áÿãàùà
âúëíà�.

3.4.1 Äâóñëîéíè ìîíîòîííè ñõåìè ñ ïúðâè ðåä íà òî÷íîñò
çà óðàâíåíèåòî íà ïðåíîñà

Ùå ïîñòðîèì ÿâíà äâóñëîéíà ñõåìà çà ðåøàâàíå íà ãîðíàòà çàäà÷à. Çà òàçè öåë
íåêà ðàçãëåäàìå äâà ïðîèçâîëíè ñëîÿ ïî âðåìåòî j, j + 1 îò ìðåæàòà

ωh,τ := {(xi, tj) : xi = ih, tj = jτ, i = 0, n, j = 0,m, n = l/h,m = T/τ}.

Ïúðâàòà íè öåë ùå áúäå äà àïðîêñèìèðàìå îñíîâíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâ-
íåíèå (3.35) ñ óñòîé÷èâî äèôåðåí÷íî óðàâíåíèå, êàòî àïðîêñèìàöèÿòà ùå íàï-
ðàâèì â òî÷êàòà (xi, tj), ò.å. êàòî íà÷àëî ùå ïîñòðîèì ÿâíà ñõåìà.
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Ïðåäâèä ôàêòà, ÷å ðàçãëåæäàìå äâóñëîéíà äèôåðåí÷íà ñõåìà, å ÿñíî, ÷å çà
àïðîêñèìàöèÿòà íà ïðîèçâîäíàòà ïî âðåìåòî ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëà çà ÷èñ-
ëåíî äèôåðåíöèðàíå ñ ðàçëèêà íàïðåä:

∂u

∂t
=
uj+1
i − uji
τ

+O(τ).

Çà àïðîêñèìàöèÿòà íà ïðîèçâîäíàòà ïî ïðîñòðàíñòâîòî îáà÷å èìàìå òðè âàðè-
àíòà � ôîðìóëèòå çà ÷èñëåíî äèôåðåíöèðàíå ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà, ñ ðàçëèêà
íàïðåä è ðàçëèêà íàçàä. Äà ðàçãëåäàìå êàêâè àïðîêñèìàöèè ìîæåì äà ïîëó-
÷èì, èçïîëçâàéêè òðèòå ôîðìóëè.

1. Ôîðìóëà ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà. Èìàéêè ïðåäâèä, ÷å òàçè ôîðìóëà èìà
íàé-äîáúð ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ, áèõìå èñêàëè äà çàïî÷íåì ñ íåÿ. Òîãàâà
àïðîêñèìàöèÿòà íà (3.35) èìà âèäà

yj+1
i − yji
τ

+ c
yji+1 − y

j
i−1

2h
= f ji ,

êîåòî, çàïèñàíî â êàíîíè÷åí âèä, å

yj+1
i = yji +

cτ

2h
(yji−1 − y

j
i+1) + τf ji .

Î÷åâèäíî å, ÷å íå ìîãàò äà ñå èçáåðàò ñòîéíîñòè íà ñòúïêèòå τ è h òàêà,
÷å óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå äà å èçïúëíåíî.

2. Ôîðìóëà ñ ðàçëèêà íàïðåä. Â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå äèôåðåí÷íîòî
óðàâíåíèå

yj+1
i − yji
τ

+ c
yji+1 − y

j
i

h
= f ji ,

êîåòî, çàïèñàíî â êàíîíè÷åí âèä, å

yj+1
i =

(
1 +

cτ

h

)
yji −

cτ

h
yji+1 + τf ji .

È â òîçè ñëó÷àé ñå îêàçâà, ÷å íå ñúùåñòâóâàò ñòîéíîñòè íà ñòúïêèòå τ è h
òàêèâà, ÷å óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå äà å èçïúëíåíî.

3. Ôîðìóëà ñ ðàçëèêà íàçàä. Â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå äèôåðåí÷íîòî
óðàâíåíèå

yj+1
i − yji
τ

+ c
yji − y

j
i−1

h
= f ji ,

êàíîíè÷íèÿò âèä, íà êîåòî å

yj+1
i =

(
1− cτ

h

)
yji +

cτ

h
yji−1 + τf ji . (3.36)

Ñåãà âå÷å å âúçìîæíî äà èçáåðåì ñòúïêè, êîèòî äà óäîâëåòâîðÿâàò óñëî-
âèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå. Çà òàçè öåë å íåîáõîäèìî äà
áúäå èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

1− cτ

h
≥ 0,

ò.å. τ ≤ h/c. Ïîñëåäíîòî óñëîâèå å èçâåñòíî êàòî óñëîâèå íà Courant�
Friedrichs�Lewy, êàòî ïî-÷åñòî â ëèòåðàòóðàòà ñå ñðåùà àáðåâèàòóðàòà
CFL, à ÷èñëîòî cτ/h å èçâåñòíî êàòî ÷èñëî íà Courant.

104



È òàêà, çà äà ïîëó÷èì óñòîé÷èâà äèôåðåí÷íà ñõåìà, ùå èçïîëçâàìå àïðîê-
ñèìàöèÿòà (3.36), êîÿòî èìà ëîêàëíà ãðåøêà O(h+ τ).

N.B. 34

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å íå ñúùåñòâóâàò ìîíîòîííè (è óñòîé÷èâè â
‖ · ‖h,∞-íîðìà) çà óðàâíåíèåòî íà ïðåíîñà, êîèòî èìàò âòîðè ðåä
íà òî÷íîñò.

N.B. 35

Îò äðóãà ñòðàíà, àêî ðàáîòèì ñúñ ñõåìà îò ïúðâè ðåä, çà äà ïîëó÷èì ãî-
ëÿìà òî÷íîñò, òðÿáâà äà ðàáîòèì ñ ìíîãî ìàëêè ñòúïêè, êîåòî ÷åñòî íà
ïðàêòèêà å íåâúçìîæíî. Òîâà âîäè äî ðåäèöà ïðîáëåìè. Ïðè ÷èñëåíî ðå-
øàâàíå íà õèïåðáîëè÷íè óðàâíåíèÿ ñå íàáëþäàâà ñèëåí åôåêò íà ÷èñëåíà
äèôóçèÿ (ò.å. ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå áúðçî ñå çàãëàæäà è ñúîòâåòíî ãóáè
ïðàâèëíàòà ñè ôîðìà), êàêòî è çàãóáà íà åíåðãèÿ â ñèñòåìàòà (êîåòî íå å
ôèçè÷åñêè ïðàâèëíî). Òåçè âúïðîñè ñà èëþñòðèðàíè â ñåêöèÿ ½×èñëåíè
åêñïåðèìåíòè � ïðàêòèêóì�.

Àíàëîãè÷íî ìîæå äà ñå èçñëåäâàò ñõåìè ñ òåãëî (òóê ïðî÷åòè 4.2 îò [3]
ñòð.127�131).

3.4.2 Ñõåìè ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò çà óðàâíåíèåòî íà ïðå-
íîñà, óñòîé÷èâè â ìðåæîâà l2-íîðìà

Êàêòî îòáåëÿçîõìå â ïðåäíàòà ñåêöèÿ, ïðè èçïîëçâàíåòî íà ñõåìèòå îò ïúðâè
ðåä âúçíèêâàò ðåäèöà ïðîáëåìè (åôåêò íà ÷èñëåíà äèôóçèÿ è çàãóáà íà åíåð-
ãèÿòà â ñèñòåìàòà). Çà äà íàìàëèì âëèÿíèåòî íà òåçè ôàêòîðè, áèõìå èñêàëè
äà èçïîëçâàìå ñõåìè ñ ïî-âèñîê ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ.

Êàêòî êàçàõìå â ïðåäèøíàòà ñåêöèÿ,çà óðàâíåíèåòî (3.35) íå ñúùåñòâóâàò
ñõåìè, óñòîé÷èâè â ‖ · ‖h,∞-íîðìà. Èíòóèòèâíî òîâà îçíà÷àâà, ÷å ãðåøêà, äî-
ïóñíàòà íà j-òèÿ ñëîé ïî âðåìåòî, ìîæå äà ñå íàòðóïâà è äà ñòàíå ïî-ãîëÿìà íà
ñëåäâàùèÿ, ò.å. ‖εj+1‖h,∞ > ‖εj‖h,∞. Òîâà, ÷å ìàêñèìóìúò íà ãðåøêàòà ìîæå äà
ðàñòå îáà÷å, íå îçíà÷àâà, ÷å çàäúëæèòåëíî òîâà íàðàñòâàíå ùå áúäå äðàñòè÷íî
è ìåòîäúò ùå áúäå íåèçïîëçâàåì. Äà ïðèïîìíèì, ÷å ïî-ñëàáî èçèñêâàíå å óñ-
òîé÷èâîñòòà â ìðåæîâà `2 íîðìà. Â íÿêàêúâ ñìèñúë òîâà îçíà÷àâà óñòîé÷èâîñò
íà ñðåäíàòà ãðåøêà. Ìàêñèìóìúò ìîæå è äà ðàñòå, íî ñðåäíàòà ãðåøêà îñòàâà
êîíòðîëèðàíà.

Åäíà îò íàé-èçâåñòíèòå ÷èñëåíè ñõåìè çà ðåøàâàíå íà óðàâíåíèåòî íà ïðå-
íîñà å ñõåìàòà íà Lax-Wendro�. Òÿ ìîæå äà áúäå èçâåäåíà è êàòî ñå èçïîëçâà
ïîäõîä, àíàëîãè÷åí íà òîâà, êîåòî ñìå ðàçãëåäàëè äîñåãà â êóðñà, íî òóê ùå
ïðèëîæèì åäíî ðàçëè÷íî èçâåæäàíå íà ñõåìàòà âúðõó õîìîãåííîòî óðàâíåíèå
íà ïðåíîñà, ò.å.

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0. (3.37)

Ðàçâèâàìå â ðåä íà Òåéëúð u(xi, tj+1):

uj+1
i = uji +

∂u

∂t

∣∣∣∣j
i

τ +
∂2u

∂t2

∣∣∣∣j
i

τ 2

2
+O(τ 3). (3.38)
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Îò (3.37) ïîëó÷àâàìå
∂u

∂t
= −c∂u

∂x
.

Äèôåðåíöèðàéêè äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî îòíîñíî t, äîñòèãàìå
äî ñëåäíàòà âðúçêà:

∂2u

∂t2
= −c ∂

∂t

(
∂u

∂x

)
= −c ∂

∂x

(
∂u

∂t

)
= c2∂

2u

∂x2
.

Çàìåñòâàéêè â (3.38), ïîëó÷àâàìå

uj+1
i = uji − c

∂u

∂x

∣∣∣∣j
i

τ +
c2τ 2

2

∂2u

∂x2

∣∣∣∣j
i

+O(τ 3).

Ïðåíåáðåãâàéêè îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí è ìèíàâàéêè êúì ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå,
ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî äèôåðåí÷íî óðàâíåíèå:

yj+1
i = yji −

cτ

2h
(yji+1 − y

j
i−1) +

c2τ 2

2h2
(yji+1 − 2yji + yji+1).

Ïîñëåäíîòî èìà ËÃÀ O(h2 + τ 2). Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å òî å óñòîé÷èâî â
`2 íîðìà, àêî çà ÷èñëîòî íà Courant å èçïúëíåíî CourantNumber := cτ

h
≤ 1

(òóê ïðî÷åòè [3], âòîðàòà ïîëîâèíà îò ñòð.131). Çà äðóãà ÷èñëåíà ñõåìà,
Lax�Friedrichs, âèæ çàäà÷à 8.

3.4.3 Äèôåðåí÷íè ñõåìè çà óðàâíåíèåòî íà ñòðóíàòà

Íåêà ðàçãëåäàìå åëàñòè÷íà ñòðóíà ñ äúëæèíà l, êîÿòî âèáðèðà ïîä äåéñòâèå-
òî íà íàïðå÷íà íà ñòðóíàòà ñèëà. Àêî äåáåëèíàòà íà ñòðóíàòà å ïðåíåáðåæè-
ìî ìàëêà â ñðàâíåíèå ñ äúëæèíàòà l è âèáðàöèèòå ñà ñàìî âúâ âåðòèêàëíî
íàïðàâëåíèå, òîãàâà ïîëîæåíèåòî íà ñòðóíàòà ìîæå äà ñå ìîäåëèðà ñàìî ÷ðåç
íàïðå÷íîòî ïðåìåñòâàíå íà ñòðóíàòà u(x, t) â ïîçèöèÿ x è ìîìåíò t.

Íåêà ðàçãëåäàìå ìàëêà ÷àñò îò ñòðóíà, íà êîÿòî äåéñòâàò ñèëàòà íà îïúí
T (x, t) è âåðòèêàëíà ñèëà F (x, t).

æ

æ

x x+Dx

THx,tL

THx+Dx,tL

Θ

Dx

Du

Îò âòîðèÿ çàêîí íà Íþòîí ñëåäâàò ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ

cos θ(x+ ∆x, t)T (x+ ∆x, t)− cos θ(x, t)T (x, t) = 0,

sin θ(x+ ∆x, t)T (x+ ∆x, t)− sin θ(x, t)T (x, t) + ∆xF (x, t) = ma.
(3.39)
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Ìàñàòà íà ñòðóíàòà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç ïëúòíîñòòà ρ è äúëæèíàòà
l íà ñòðóíàòà:

m = ρl = ρ
√

(∆x)2 + (∆u)2.

Çàìåñòâàéêè ïîñëåäíèÿ èçðàç â (3.39), ïîëó÷àâàìå

cos θ(x+ ∆x, t)T (x+ ∆x, t)− cos θ(x, t)T (x, t) = 0,

sin θ(x+ ∆x, t)T (x+ ∆x, t)− sin θ(x, t)T (x, t) + ∆xF (x, t) = ρ
∂2u

∂t2

√
(∆x)2 + (∆u)2.

Äåëèì äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíèòå óðàâíåíèÿ íà ∆x, ïóñêàìå ∆x äà êëîíè
êúì 0 è ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî:

∂

∂x
(T cos θ) = 0,

∂

∂x
(T sin θ) + F (x, t) = ρ

∂2u

∂t2

√
1 +

(
∂u

∂x

)2

.

Îò ïúðâîòî óðàâíåíèå ñëåäâà, ÷å T cos θ = T0(t). Çàìåñòâàìå ïîëó÷åíèÿ
ðåçóëòàò âúâ âòîðîòî óðàâíåíèå:

∂

∂x
(T0(t) tg θ) + F (x, t) = ρ

∂2u

∂t2

√
1 +

(
∂u

∂x

)2

.

Òúé êàòî tg θ = ∂u
∂x
, òî

T0(t)
∂2u

∂x2
+ F (x, t) = ρ

∂2u

∂t2

√
1 +

(
∂u

∂x

)2

.

Òîâà óðàâíåíèå å èçâåñòíî ïîä èìåòî íåëèíåéíî óðàâíåíèå íà ñòðóíàòà.
Òî ñå îïðîñòÿâà çíà÷èòåëíî, êîãàòî úãúëúò θ å áëèçúê äî íóëà. Òîãàâà e â
ñèëà ∂u

∂x
= tg θ ≈ 0 è T0(t) = const, ò.å.

T0
∂2u

∂x2
+ F (x, t) = ρ

∂2u

∂t2
.

Êàòî ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà ρ è âúâåæäåì íîâè ïðîìåíëèâè c2 = T0/ρ
è F (x, t) = f(x, t)/ρ, ïîëó÷àâàìå ëèíåéíîòî óðàâíåíèå íà ñòðóíàòà:

∂2u

∂t2
= c2∂

2u

∂x2
+ f(x, t),

Çà ìàëêè íàïðå÷íè ïðåìåñòâàíèÿ u(x, t) ùå å â ñèëà ëèíåàðèçèðàíîòî
óðàâíåíèå íà ñòðóíàòà:

∂2u

∂t2
= c2∂

2u

∂x2
+ f(x, t), (3.40)

êúäåòî c å ñêîðîñòòà íà ðàçïðîñòðàíåíèå íà òðåïòåíèÿòà, à f(x, t) å ãîëåìèíàòà
íà ñèëàòà, ïðèëîæåíà â íàïðå÷íî íàïðàâëåíèå.
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Õèïåðáîëè÷íîòî óðàâíåíèå (3.40) å èçâåñòíî è ïîä èìåòî åäíîìåðíî âúë-
íîâî óðàâíåíèå, òúé êàòî òî ñå èçïîëçâà çà ìîäåëèðàíå íà ðàçïðîñòðàíåíèåòî
íà âúëíè. Òåðìèíúò ½âúëíà� îçíà÷àâà ïðîöåñúò íà ðàçïðîñòðàíåíèå íà òðåïòå-
íèÿ â äàäåíà ñðåäà. Ïðèìåðè çà âúëíè ñà âîäíèòå è çâóêîâèòå âúëíè, êîèòî
ñà ñúîòâåòíî ñìóùåíèÿ â íèâîòî íà âîäàòà è â íàëÿãàíåòî âúâ ôëóèäà. Òàêèâà
âúëíè, êîèòî ïðåäñòàâëÿâàò âèáðàöèè â äàäåíà ñðåäà, ñå íàðè÷àò ìåõàíè÷íè
âúëíè. Îñâåí òîâà ñúùåñòâóâàò è åëåêòðîìàãíèòíè âúëíè, êîèòî ñà êîëåáàíèÿ
â åëåêòðè÷íîòî è ìàãíèòíîòî ïîëå, íàïðèìåð ðàäèîâúëíèòå, ðåíãåíîâèòå ëú÷è,
óëòðàâèîëåòîâèòå ëú÷è è ãàìà ëú÷èòå. Äðóã ïðèìåð ñà ãðàâèòàöèîííèòå âúëíè,
êîèòî ïðåäñòàâëÿâàò ñìóùåíèÿ â ãðàâèòàöèîííîòî ïîëå.

Âñè÷êè òåçè òèïîâå âúëíè ìîãàò äà ñå îïèøàò ñ âúëíîâîòî óðàâíåíèå (åä-
íîìåðíî, äâóìåðíî èëè òðèìåðíî ïî ïðîñòðàíñòâîòî). Ïîðàäè òîâà âúëíîâîòî
óðàâíåíèå íàìèðà ìíîãîáðîéíè ïðèëîæåíèÿ:

• Kîìóíèêàöèoííè òåõíîëîãèè. Ðàäèîâúëíèòå ñå èçïîëçâàò íå ñàìî çà èç-
ëú÷âàíå íà ðàäèî è òåëåâèçèîííè ïðåäàâàíèÿ, íî ñúùî òàêà ÷ðåç òÿõ ðà-
áîòÿò ìîáèëíèòå òåëåôîíè è Wi-�.

• Ìåäèöèíàòà. Óëòðàâèîëåòîâèòå ëú÷è ñå èçïîëçâàò ïðè ñòåðèëèçèðàíåòî
íà ìåäèöèíñêè èíñòðóìåíòè. Ðåíãåíîâèòå ëú÷è ñå èçïîëçâàò â ðåíãåíà, çà
äà ñå äèàãíîñòèöèðàò ðàçëè÷íè çàáîëÿâàíèÿ.

• Òåõíèêà. Çâóêîâèòå, ìèêðîâúëíèòå è óëòðà÷åðâåíèòå âúëíè íàìèðàò ïðè-
ëîæåíèå ñúîòâåòíî ïðè ïðîèçâîäñòâî íà ìóçèêàëíè èíñòðóìåíòè, ìèêðî-
âúëíîâè ïå÷êè è êàìåðè çà íîùíî âèæäàíå.

• Ìîäåëèðàíåòî íà ñåèçìè÷íèòå âúëíè è íà âúëíè öóíàìè ìîãàò äà ñïàñÿò
ìíîãî ÷îâåøêè æèâîòè.

Çà äà ìîæåì äà èçïîëçâàìå âúëíîâîòî óðàâíåíèå çà îïèñâàíåòî íà êîé äà
å îò ãîðåïîñî÷åíèòå ïðîöåñè, òðÿáâà äà çàòâîðèì ñèñòåìàòà, êàòî íàëîæèì äâå
ãðàíè÷íè óñëîâèÿ è äâå íà÷àëíè óñëîâèÿ. Äâåòå íà÷àëíè óñëîâèÿ çàäàâàò íà-
÷àëíîòî ïîëîæåíèå è íà÷àëíàòà ñêîðîñò íà âúëíàòà/ñòðóíàòà, à ãðàíè÷íèòå
óñëîâèÿ îïèñâàò ïîëîæåíèåòî íà êðàèùàòà íà âúëíàòà ñòðóíàòà. Íèå ùå ðàçã-
ëåäàìå ñòðóíà ñ ôèêñèðàíè êðàèùà è òàêà ùå äîñòèãíåì äî ñëåäíàòà íà÷àëíî-
ãðàíè÷íà çàäà÷à:

∂2u

∂t2
= c2∂

2u

∂x2
+ f(x, t), 0 < x ≤ l, 0 < t ≤ T,

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = v0(x), 0 ≤ x ≤ l,

u(0, t) = uL(t), 0 ≤ t ≤ T.

Ùå ðàçãëåäàìå òðèñëîéíà äèôåðåí÷íà ñõåìà âúðõó øàáëîí �êðúñò� è ùå ÿ
èçñëåäâàìå çà óñòîé÷èâîñò ñ ïðèíöèïà íà ìàêñèìóìà è ÷ðåç ìåòîäà íà õàðìî-
íèêèòå. Òóê ïðî÷åòè 5.2, 5.3 îò [3] íà ñòð. 134�136.
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3.4.4 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè - ïðàêòèêóì

Ïðèìåð 29. Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà:

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0, −10 < x < 10, 0 < t ≤ 5,

u(x, 0) =


25, x ≤ 0

25− 25x, 0 ≤ x ≤ 1

0, x ≥ 1

u(0, t) = 25.

Ùå ïîñòðîèì ÿâíà óñòîé÷èâà äâóñëîéíà ñõåìà çà ðåøàâàíå íà ãîðíàòà çà-
äà÷à, êàòî èçïîëçâàìå àïðîêñèìàöèÿòà (3.36) ñ f ji = 0 (âæ. ñåêöèÿ 3.4.2). Íà-
÷àëíîòî è ëÿâîòî ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ñå àïðîêñèìèðàò òðèâèàëíî:

y0
i = u0(xi), i = 0, n,

yj0 = 25, j = 0,m.
(3.41)

È òàêà, ïîëó÷èõìå ÿâíà äâóñëîéíà äèôåðåí÷íà ñõåìà ñ ËÃÀ O(h + τ), ÷èéòî
êàíîíè÷åí âèä ñå ñúñòîè îò äèôåðåí÷íèòå óðàâíåíèÿ (3.36) è (3.41) è êîÿòî å
óñòîé÷èâà ïðè τ ≤ h/c.

Äà ðàçãëåäàìå åäíà ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà:
Transport@l_, T_, h_, u0_, uL_, c_D := H

Τ = h � H2 cL;

n = Ceiling@l � hD;

m = Ceiling@T � ΤD;

x = Table@-10 + Hi - 1L * h, 8i, 1, n + 1<D;

t = Table@Hj - 1L * Τ, 8j, 1, m + 1<D;

y = Table@0, 8n + 1<, 8m + 1<D;

H*Initial condition*L
For@i = 1, i £ n + 1, i ++,

y@@i, 1DD = u0@x@@iDDD;

D;

H*Iterate over time*L
For@j = 1, j £ m, j ++,

H*Boundary condition*L
y@@1, j + 1DD = uL@t@@jDDD;

H*Internal values from the main PDE*L
For@i = 2, i £ n, i ++,

y@@i, j + 1DD = H1 - c * Τ � hL y@@i, jDD + c Τ � h * y@@i - 1, jDD
D;

D;

8x, t, y<
L
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u0@x_D := Which@x £ 0, 25, x £ 1, 25 - 25 * x, True, 0D
uL@x_D := 25

apprSol = Transport@20, 5, 0.01, u0, uL, 1D;

apprX = apprSol@@1DD;

apprT = apprSol@@2DD;

apprY = apprSol@@3DD;

Manipulate@
Show@

Plot@u0@x - apprT@@jDDD, 8x, 0, 10<, PlotStyle ® Red, PlotRange ® 880, 10<, 80, 25<<D,

ListPlot@Transpose@8apprX, apprY@@All, jDD<D, PlotRange ® 880, 10<, 80, 1.5<<D
D,

8j, 1, Length@apprTD, 1<D

Èçïîëçâàéêè ãîðíèÿ êîä, ùå ïðåäñòàâèì ðåøåíèåòî çà t = 0, 1, 2, 3, 4, 5:

-10 -5 5 10

5

10

15

20

25

-10 -5 5 10

5

10

15

20

25

-10 -5 5 10

5

10

15

20

25

-10 -5 5 10

5

10

15

20

25

-10 -5 5 10

5

10

15

20

25

-10 -5 5 10

5

10

15

20

25

Ðåøåíèåòî çàïàçâà ôîðìàòà ñè è ñå ïðèäâèæâà íàäÿñíî. Òàêèâà ðåøåíèÿ ñå
íàðè÷àò ðåøåíèÿ îò òèï �áÿãàùà âúëíà�. Ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèåòî, ðàçáèðà
ñå, íàïúëíî ñúîòâåòñòâà íà ôèçè÷åñêèÿ ñìèñúë íà çàäà÷àòà � òîïëèíàòà (èëè
âåùåñòâîòî è äð.) ñå ïðåíàñÿ, íîñåíî îò ôëóèä, ñ êîíñòàíòíà ñêîðîñò c.

Êàêòî âèäÿõìå, ïðè ïàðàáîëè÷íèòå óðàâíåíèÿ îñîáåíîñòèòå â íà÷àëíîòî óñ-
ëîâèå íå âîäÿò äî ñúùåñòâåíè ïðîáëåìè ïðè ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà äàäåíà äè-
ôåðåíöèàëíà çàäà÷à, ïðåäâèä èçãëàæäàùèÿ åôåêò íà ïàðàáîëè÷íèÿ îïåðàòîð.
Íåêà âèäèì äàëè òîâà å òàêà è ïðè õèïåðáîëè÷íèòå óðàâíåíèÿ. Äà ðàçãëåäàìå
çà öåëòà ñëåäíàòà çàäà÷à:

Ïðèìåð 30. Ðåøåòå õèïåðáîëè÷íàòà çàäà÷à:

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0, −10 < x < 10, 0 < t ≤ 5,

u(x, 0) =


1, 1/4 < x < 3/4,

1− |4x− 6|, 5/4 < x < 7/4,

cos2[π(2x− 5)], 9/4 < x < 11/4,

0, èíà÷å,

u(0, t) = 0.

(3.42)

Ïðåèçïîëçâàìå ôóíêöèÿòà, êîÿòî íàïèñàõìå â Ïðèìåð. 29:
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u0@x_D := Which@And@x ³ 1 � 4, x £ 3 � 4D , 1, And@x ³ 5 � 4, x £ 7 � 4D ,

1 - Abs@4 * x - 6D, And@x ³ 9 � 4, x £ 11 � 4D , HCos@Pi H2 x - 5LDL ^ 2, True, 0D
uL@x_D := 0

apprSol = Transport@20, 5, 0.01, u0, uL, 1D;

apprX = apprSol@@1DD;

apprT = apprSol@@2DD;

apprY = apprSol@@3DD;

Manipulate@
Show@

Plot@u0@x - apprT@@jDDD, 8x, 0, 10<, PlotStyle ® Red, PlotRange ® 880, 10<, 80, 1.5<<D,

ListPlot@Transpose@8apprX, apprY@@All, jDD<DD
D,

8j, 1, Length@apprTD, 1<D

Ðåçóëòàòèòå çà j = 0, 100, 400, 600 ñà èçîáðàçåíè íà ñëåäâàùèòå ãðàôèêè,
êàòî ñ ÷åðâåíî å èçîáðàçåíî òî÷íîòî ðåøåíèå.
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Êàêòî ìîæåì äà çàáåëåæèì, ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ñ òå÷åíèå íà âðåìåòî
ãóáè îò ïúðâîíà÷àëíàòà åíåðãèÿ è íàìàëÿâà, êàòî ñå îòäàëå÷àâà îò òî÷íîòî.
Îñâåí òîâà, ïðàâîúãúëíàòà ÷àñò îò ñèãíàëà ñå çàãëàæäà è çàãóáâà ïúðâîíà÷àë-
íàòà ñè ôîðìà. Òîçè åôåêò å èçâåñòåí êàòî �÷èñëåíà äèôóçèÿ�.

Ïðèìåð 31. Çà äà èçáåãíåì ñúùåñòâåíàòà çàãóáà íà òî÷íîñò, êîÿòî íàáëþäà-
âàõìå â ïîñëåäíèÿ ïðèìåð, áèõìå èñêàëè äà èçïîëçâàìå ñõåìè ñ ïî-âèñîê ðåä íà
àïðîêñèìàöèÿ, ò.å. O(τ 2 + h2). Åäíà òàêàâà ñõåìà çà ðåøàâàíå íà óðàâíåíèåòî
íà ïðåíîñà, êîÿòî èçâåäîõìå â ñåêöèÿ 3.4.2, å ñõåìàòà íà Lax-Wendro�.

Íåêà ñåãà ðåøèì çàäà÷àòà (3.42), êàòî èçïîëçâàìå ñõåìàòà íà Lax�Wendro�.
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Transport2Order@l_, T_, h_, u0_, uL_, c_D := H
Τ = h � H2 cL;

n = Ceiling@l � hD;

m = Ceiling@T � ΤD;

x = Table@-10 + Hi - 1L * h, 8i, 1, n + 1<D;

t = Table@Hj - 1L * Τ, 8j, 1, m + 1<D;

y = Table@0, 8n + 1<, 8m + 1<D;

H*Initial condition*L
For@i = 1, i £ n + 1, i ++,

y@@i, 1DD = u0@x@@iDDD;

D;

H*Iterate over time*L
For@j = 1, j £ m, j ++,

H*Boundary condition*L
y@@1, j + 1DD = uL@t@@jDDD;

H*Internal values from the main PDE*L
For@i = 2, i £ n, i ++,

y@@i, j + 1DD = c Τ � H2 hL H1 + c * Τ � hL * y@@i - 1, jDD + H1 - c * Τ � hL H1 + c * Τ � hL y@@i, jDD + c Τ � H2 hL Hc * Τ � h - 1L * y@@i + 1, jDD
D;

D;

8x, t, y<
L

Ðåçóëòàòèòå îò èçïîëçâàíåòî íà ñõåìàòà íà Lax-Wendro� ñà ñëåäíèòå:
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Êàêòî âèæäàìå, ïðè íåÿ ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íå ñå îòäàëå÷àâà çíà÷è-
òåëíî îò òî÷íîòî çà ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë îò âðåìå, ò.å. òîçè ìåòîä çàïàçâà
ìíîãî ïî-äîáðå åíåðãèÿòà â ñèñòåìàòà. Îòíîâî ñå íàáëþäàâà ÷èñëåíà äèôóçèÿ,
îñîáåíî â òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå, íî òîçè åôåêò å çíà÷èòåëíî ïî-ìàëúê. Îò
äðóãà ñòðàíà îáà÷å, ñõåìàòà ãóáè ìîíîòîííîñò è ñå íàáëþäàâàò íåôèçè÷íè îñ-
öèëàöèè îêîëî îñîáåíîñòèòå íà ðåøåíèåòî. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å òÿ âå÷å íå
å óñòîé÷èâà â ìðåæîâà ‖ · ‖h,∞-íîðìà, ò.å. íÿìà êîíòðîë âúðõó ìàêñèìóìà íà
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ãðåøêàòà, à ñàìî âúðõó �îáùîòî� �è ïîâåäåíèå. Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ïîäõî-
äè çà íàìàëÿâàíåòî íà òîçè åôåêò, íî òîçè âúïðîñ èçëèçà èçâúí ðàìêèòå íà
íàñòîÿùèÿ êóðñ.

N.B. 36

È òàêà, ïðè ðåøàâàíåòî íà õèïåðáîëè÷íè óðàâíåíèÿ òðÿáâà äà ñå èìàò
ïðåäâèä ñúîòâåòíèòå îñîáåíîñòè è òðóäíîñòè. Òîâà å òåìà, êîÿòî è äíåñ
ïðîäúëæàâà äà áúäå àêòèâíà îáëàñò íà èçñëåäâàíå.
Ñõåìèòå îò ïúðâè ðåä ìîãàò äà áúäàò óñòîé÷èâè â ‖ · ‖h,∞-íîðìà è ìîíî-
òîííè, íî íå çàïàçâàò äîáðå åíåðãèÿòà â ñèñòåìàòà è ñå íàáëþäàâà ñèëíà
÷èñëåíà äèôóçèÿ, êîÿòî âîäè äî ðàçðóøàâàíå íà ñòðóêòóðàòà íà ðåøåíè-
åòî. Ñõåìèòå îò âòîðè ðåä ìîãàò äà áúäàò óñòîé÷èâè ñàìî â ‖ · ‖h,2-íîðìà.
Òå çàïàçâàò ìíîãî ïî-äîáðå åíåðãèÿòà è ñòðóêòóðàòà íà ðåøåíèåòî, íî
ïðè òÿõ ñå íàáëþäàâàò íåôèçè÷íè îñöèëàöèè â îêîëíîñò íà îñîáåíîñòè â
ðåøåíèåòî, çà êîèòî òðÿáâà äà ñå ïîëàãàò äîïúëíèòåëíè ãðèæè.

3.5 Äèôåðåí÷íè ñõåìè çà ðåøàâàíå íà íåñòàöè-

îíàðíè çàäà÷è � îáîáùåíèå

3.6 Äèôåðåí÷íè ñõåìè çà ðåøàâàíå íà ñòàöèî-

íàðíè çàäà÷è

Òóê ïðî÷åòè ïàðàãðàô 2.3 íà ñòð. 55-57 è ïàðàãðàôè 2.1, 2.2 íà ñòð.
108�110 îò [3].

3.7 Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 7. Ñâîéñòâàòà íà ïàðàáîëè÷íèÿ îïåðàòîð ïðàâÿò ïàðàáîëè÷íèòå óðàâ-
íåíèÿ ïîäõîäÿùè â ñëó÷àèòå, êîãàòî òðÿáâà äà ñå çàãëàäè äàäåíà ôóíêöèÿ. Òå
íàìèðàò ïðèëîæåíèå íàïðèìåð â îáåçøóìÿâàíåòî íà èçîáðàæåíèÿ, ñèãíàëè è
äð.

Íåêà èìàìå ñèãíàë îò äàäåí ñåíçîð, êîéòî ñå îïèñâà êàòî u0(x) = sinx +
0.125 cos(50x). Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à, çà äà ãî îáåçøó-
ìèì:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, 0 < x < 2π, 0 < t ≤ 0.03,

u(x, 0) = sin x+ 0.125 cos(50x)

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

+ u(0, t) = 2,

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=2π

= 0.

Çà öåëòà:
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• Ñúñòàâåòå äèôåðåí÷íà ñõåìà ñ ËÃÀ O(h2 + τ).

Àíèìèðàéòå ïîâåäåíèåòî íà ñèãíàëà.

Çàáåëåæêà. Ðàçáèðà ñå, íà ïðàêòèêà ñèãíàëúò íå ñå ïðåäñòàâÿ ñ àíàëèòè÷íà
ôóíêöèÿ, ïîäîáíà íà äàäåíàòà, íî íàøàòà öåë òóê å äà èëþñòðèðàìå èäåÿòà.
Òÿ ìîæå äà áúäå ïðèëîæåíà ïî àáñîëþòíî ñúùèÿ íà÷èí çà ðåàëíè ñåíçîðíè
äàííè/èçîáðàæåíèÿ è ò.í.

Çàäà÷à 8. Ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî íà ïðåíîñà ïðè f ≡ 0. Çà íåãî å ïîñòðîåíà
ñëåäíàòà ñõåìà (ñõåìà íà Lax�Friedrichs):

yj+1
i =

1

2

(
1− cτ

h

)
yji+1 +

1

2
yji−1.

• Êàêúâ å øàáëîíúò, âúðõó êîéòî å ïîñòðîåíà ñõåìàòà? ßâíà èëè íåÿâíà å
òàçè ñõåìà?

• Èçâåäåòå óñëîâèÿ çà óñòîé÷èâîñò â ‖ · ‖h,∞ è ‖ · ‖h,2 íîðìè.

Çàäà÷à 9. Ðàçãëåæäàìå ñõåìàòà íà Dufort�Frankel çà ðåøàâàíå íà óðàâíåíèåòî
íà äèôóçèÿòà (ïðè f ≡ 0):

yji+1 − y
j+1
i − yj−1

i + yji−1

h2
=
yj+1
i − yj−1

i

2τ
.

• Êàêúâ å øàáëîíúò, âúðõó êîéòî å ïîñòðîåíà ñõåìàòà? Êàêâè ñà ãðàíèöèòå
çà i, j?

• ßâíà èëè íåÿâíà å ñõåìàòà?

• Ïîêàæåòå, ÷å ËÃÀ å O(h2 + τ 2 + (τ/h)2).

• Èçñëåäâàéòå çà óñòîé÷èâîñò â ‖ · ‖h,∞ è ‖ · ‖h,2 íîðìè.

Çàäà÷à 10. Äàäåíà å äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= sin(xt), 0 < x < 1, 0 < t ≤ 0.1,

u(x, 0) = x2 − x,
∂u

∂x
(0, t) + u(0, t) = −1

∂u

∂x
(1, t) = 1.

• Äà ñå ïîñòðîè óñòîé÷èâà ÿâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà ñ ËÃÀ O(h2 + τ);

• Äà ñå ïîñòðîè äèôåðåí÷íà ñõåìà ñ òåãëî ñ ËÃÀ O(h2 + τ);

Äà ñå ðåàëèçèðàò òàêà ïîñòðîåíèòå ñõåìè.
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Çàäà÷à 11. Äàäåíà å ñòðóíà ñ äúëæèíà 1, êîÿòî å çàêðåïåíà íåïîäâèæíî â äâà-
òà ñè êðàÿ. Íà÷àëíîòî ïîëîæåíèå íà ñòðóíàòà ñå îïèñâà îò ôóíêöèÿòà x(x−1),
à íà÷àëíàòà ñêîðîñò íà ñòðóíàòà å 0. Òåçè óñëîâèÿ çàäàâàò ñëåäíàòà äèôåðåí-
öèàëíà çàäà÷à:

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
, 0 < x ≤ 1, 0 < t ≤ 10,

u(x, 0) = u0(x) = x(x− 1)

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0

u(0, t) = 0

u(1, t) = 0.

• Ñúñòàâåòå äèôåðåí÷íà ñõåìà.

Àíèìèðàéòå ïîâåäåíèåòî íà ñòðóíàòà.
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Ãëàâà 4

Ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè

4.1 Ïî ÷àñòè ïîëèíîìè íà åäíà ïðîìåíëèâà. Èí-

òåðïîëàöèÿ, L2-ïðîåêöèÿ, àïðèîðíè îöåíêè íà

ãðåøêàòà.

Â ÌÊÅ òúðñèì íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå îò îïðåäåëåí âèä (ïî ÷àñòè ïîëèíîì)
íà ðåøåíèåòî íà äàäåíà äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à. Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì òîçè
âúïðîñ, íåêà ðàçãëåäàìå âúïðîñà çà àïðîêñèìàöèÿòà íà äàäåíà ôóíêöèÿ (íåêà
ñè ìèñëèì çàñåãà, ÷å òÿ å èçâåñòíà). Èäåèòå, êîèòî ùå ðàçãëåäàìå, ñà â îñíîâàòà
íà ÌÊÅ è ùå ãè ñðåùíåì ìíîãîêðàòíî â êóðñà â ðàçëè÷íè òåõíè ìîäèôèêàöèè.

Ñúùåñòâóâàò äâå îñíîâíè èäåè, êîèòî ñà ðàçãëåæäàíè è â êóðñà �×èñëåíè
ìåòîäè íà àíàëèçà� � èíòåðïîëàöèÿ è òúðñåíå íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå
ïî îòíîøåíèå íà äàäåíà íîðìà. Ùå ãè ðàçãëåäàìå ïîñëåäîâàòåëíî, òúé
êàòî è äâåòå èìàò îòíîøåíèå êúì ïî-íàòàòúøíîòî èçëîæåíèå.

Ôóíêöèèòå, êîèòî ñå èçïîëçâàò çà ïðèáëèæàâàíå â íàñòîÿùèÿ êóðñ, ùå áú-
äàò ïî ÷àñòè ïîëèíîìè. Îò åäíà ñòðàíà, òå ñà äîñòàòú÷íî ïðîñòè, çà äà ðàáîòèì
ëåñíî ñ òÿõ, à îò äðóãà ñòðàíà, äàâàò äîñòàòú÷íà ãúâêàâîñò, çà äà ìîæåì äà
ïðèáëèæàâàìå ñ òÿõ ñëîæíè ôóíêöèè.

Äà ôîðìóëèðàìå ñëåäíàòà, ïîñòàâåíà âúçìîæíî íàé-îáùî, çàäà÷à:

Äàäåíà å ôóíêöèÿ u ∈ V . Òúðñèì ôóíêöèÿ uh ∈ Vh, ïî ÷àñòè ïîëè-
íîì, êîÿòî å �áëèçî� äî u.

Íåêà çàñåãà ñè ìèñëèì, ÷å ôóíêöèÿòà u å äîñòàòú÷íî ãëàäêà (íàïðèìåð áåç-
êðàéíî ãëàäêà, ò.å. V ≡ C∞[a, b]). Ïî-êúñíî ùå óòî÷íèì òîçè âúïðîñ. Ôîðìóëè-
ðàíàòà çàäà÷à å îñíîâíà â òåîðèÿòà íà àïðîêñèìàöèèòå. Èñêàìå äà ïðèáëèæèì
äàäåíà (â íÿêàêúâ ñìèñúë ñëîæíà) ôóíêöèÿ u îò áåçêðàéíîìåðíîòî ïðîñòðàí-
ñòâî V ñ íåùî ïî-ïðîñòî, â ïîäõîäÿùî èçáðàíî êðàéíîìåðíî ïîäïðîñòðàíñò-
âî Vh ⊂ V . Ïðåäèìñòâîòî íà òîâà äà ðàáîòèì â êðàéíîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî
å, ÷å çíàåì âèäà íà âñè÷êè ôóíêöèè â íåãî. Òå ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò êà-
òî
∑n

i=0 aiϕi(x), êúäåòî {ϕ0(x), . . . , ϕn(x)} å äàäåí áàçèñ íà ïðîñòðàíñòâîòî. Ñ
äðóãè äóìè, âñÿêà ôóíêöèÿ ìîæå äà áúäå îïðåäåëåíà ÷ðåç èçáîðà íà n + 1
÷èñëà a0, . . . , an è âúïðîñúò çà íàìèðàíåòî íà êîíêðåòíà ôóíêöèÿ ñå ñâåæäà äî
íàìèðàíåòî íà (a0, . . . , an) ∈ Rn+1. Âçåìàéêè ïðåäâèä ïîñëåäíîòî, ïúðâî òðÿá-
âà äà ñè èçÿñíèì ñòðóêòóðàòà íà Vh è äà èçáåðåì ïîäõîäÿù áàçèñ, ñ êîéòî äà
ðàáîòèì.
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Ùå èçëîæèì èäåèòå âúðõó ïðîñòðàíñòâîòî íà ôóíêöèèòå, êîèòî ñà ïî ÷àñòè
ëèíåéíè ïîëèíîìè. Âñè÷êè èäåè ìîãàò íåïîñðåäñòâåíî äà ñå îáîáùÿò çà ïîëè-
íîìè îò ïî-âèñîêà ñòåïåí. Ðàáîòàòà ñ òàêèâà èìà ðåäèöà ïðåäèìñòâà ïðè ïðèëà-
ãàíå íà ÌÊÅ, íî ñ öåë îïðîñòÿâàíå íà èçëîæåíèåòî çàñåãà ùå ñå êîíöåíòðèðàìå
åäèíñòâåíî âúðõó ïî ÷àñòè ëèíåéíè ôóíêöèè, à ïî-íàòàòúê ùå ðàçãëåäàìå ðàç-
ëè÷íèòå âúçìîæíîñòè â òîâà îòíîøåíèå.

4.1.1 Ïðîñòðàíñòâî íà ëèíåéíèòå ïîëèíîìè P1. Èíòåðïî-
ëàöèÿ.

Çà äà ðàçãëåäàìå âúïðîñà çà ðàáîòàòà ñ ïî ÷àñòè ëèíåéíè ôóíêöèè, íåêà ïúðâî
ðàçãëåäàìå ïðîñòðàíñòâîòî íà ëèíåéíèòå ïîëèíîìè

P1 := {p(x) = a0 + a1x : (a0, a1) ∈ R2}.

Íàé-ïðîñòèÿò áàçèñ íà P1 å {1, x}. Òîé îáà÷å ÷åñòî íå å íàé-óäîáíèÿò çà
ðàáîòà. Êàêòî çíàåì, âñÿêà ïðàâà ìîæå äà áúäå îïðåäåëåíà îò ïðîèçâîëíè äâå
òî÷êè. Íåêà èçáåðåì íàïðèìåð òî÷êèòå (x0, q0) è (x1, q1). Ïîëèíîìúò, êîéòî
ìèíàâà ïðåç òåçè äâå òî÷êè, óäîâëåòâîðÿâà ñèñòåìàòà

p(x0) = a0 + a1x0 = q0,

p(x1) = a0 + a1x1 = q1

èëè, çàïèñàíî âúâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íà ôîðìà,[
1 x0

1 x1

] [
a0

a1

]
=

[
q0

q1

]
.

Ïîñëåäíàòà ñèñòåìà èìà ìàòðèöà íà Âàíäåðìîíä, çà êîÿòî å èçâåñòíî, ÷å íÿìà
äîáðè ñâîéñòâà ïðè ÷èñëåíè ïðåñìÿòàíèÿ, îñîáåíî ïðè ïî-ãîëåìè ðàçìåðíîñòè.

Çíà÷èòåëíî ïî-óäîáåí çà ðàáîòà ùå áúäå áàçèñúò {ϕ0(x), ϕ1(x)} òàêúâ, ÷å
ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà[

ϕ0(x0) ϕ1(x0)
ϕ0(x1) ϕ1(x1)

] [
a0

a1

]
=

[
q0

q1

]
.

äà å äèàãîíàëíà. Òîâà íè äàâà îñíîâàíèå äà èçáåðåì ϕi(x), i = 0, 1 òàêà, ÷å

ϕi(xj) =

{
1, i = j,

0, i 6= j.

Òàêúâ áàçèñ ùå íàðè÷àìå èíòåðïîëàöèîíåí èëè âúçëîâ áàçèñ. Â ñëó÷àÿ
âúçëîâèÿò áàçèñ ñå çàäàâà îò áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ:

ϕ0(x) =
x− x1

x0 − x1

, ϕ1(x) =
x− x0

x1 − x0

.

Ãðàôèêèòå íà äâåòå áàçèñíè ôóíêöèè èçãëåæäàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
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Φ1Φ0

x0 x1
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Òîãàâà, àêî èìà äàäåíà ôóíêöèÿòà u(x), íàìèðàìå

uI(x) = u(x0)ϕ0(x) + u(x1)ϕ1(x).

uI

u

x0 x1

uHx0L

uHx1L

4.1.2 Ïðîñòðàíñòâî íà ïî ÷àñòè ëèíåéíèòå ïîëèíîìè Vh.
Èíòåðïîëàöèÿ.

Ðàçáèðà ñå, àêî èñêàìå äà ïðèáëèæèì äîáðå ôóíêöèÿ ñúñ ñëîæíî ïîâåäåíèå â
ãîëÿì èíòåðâàë, òîâà íÿìà êàê äà ñòàíå ñ ïîìîùòà íà ëèíåéíà ôóíêöèÿ.

Ñòàíäàðòíà èäåÿ â ÷èñëåíèòå ìåòîäè å äà ðàçäåëèì èíòåðâàëà íà ïîäèíòåð-
âàëè è äà ïðèáëèæàâàìå âúâ âñåêè ïîäèíòåðâàë ïîîòäåëíî, íàïðèìåð:
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x1 x2 x3

Òîâà íè äàâà îñíîâàíèå äà ðàçãëåæäàìå ïðîñòðàíñòâîòî íà ôóíêöèèòå, êî-
èòî ñà ïî ÷àñòè ïîëèíîìè (â ñëó÷àÿ ëèíåéíè). Íåêà ñìå èçáðàëè âúçëèòå x0 <
x1 < · · · < xn è íåêà hi = xi − xi−1, Ii := [xi−1, xi], i = 1, n. Ïîäèíòåðâàëèòå Ii
ùå íàðè÷àìå åëåìåíòè. Äåôèíèðàìå

Vh := {p(x) ∈ C[a, b] : p(x) ∈ P1 çà x ∈ Ii, i ∈ 1, n}.

Âúçëîâèÿò áàçèñ çà òîâà ïðîñòðàíñòâî òðÿáâà äà èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ΦnΦn-1Φ2Φ1Φ0

x1 x2 x3 xn-2 xn-1 xn
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Φ

Òîâà ñà ò.íàð. ôóíêöèè-�êîëèáêè�. Ìîæåì äà ãè äåôèíèðàìå àíàëèòè÷íî
ïîñðåäñòâîì

ϕi(x) =



x− xi−1

xi − xi−1

, x ∈ Ii,

xi+1 − x
xi+1 − xi

, x ∈ Ii+1,

0, otherwise.

Î÷åâèäíî äåôèíèöèÿòà òðÿáâà äà ñå ìîäèôèöèðà òðèâèàëíî çà ïúðâàòà è ïîñ-
ëåäíàòà áàçèñíè ôóíêöèè.
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Âàæíî ñâîéñòâî íà ôóíêöèèòå ϕi(x) å, ÷å òå èìàò êðàåí íîñèòåë, ò.å. ñòîé-
íîñòòà èì å ðàçëè÷íà îò íóëà ñàìî âúðõó äâà ïîäèíòåðâàëà:

supp ϕi(x) = [xi−1, xi] ∪ [xi, xi+1], i = 1, n− 1,

ñ èçêëþ÷åíèå íà ïúðâàòà è ïîñëåäíàòà áàçèñíà ôóíêöèÿ, ÷èéòî íîñèòåë å ñú-
îòâåòíî ïúðâèÿò è ïîñëåäíèÿò èíòåðâàë.

Òàêà, èíòåðïîëàíòàòà íà ôóíêöèÿòà u(x) âúâ âúçëèòå x0, . . . , xn å

uI(x) =
n∑
i=0

u(xi)ϕi(x).

4.1.3 L2-ïðîåêöèÿ

Òåîðèÿòà íà èíòåðïîëàöèÿòà å ôóíäàìåíòàëíà çà ÌÊÅ îò òåîðåòè÷íà ãëåäíà
òî÷êà. Èäåÿòà íà ñàìèÿ ìåòîä îáà÷å å ìíîãî ïîâå÷å ñâúðçàíà ñ äðóãèÿ îñíîâåí
ïîäõîä ïðè ïðèáëèæàâàíåòî íà ôóíêöèè � òúðñåíåòî íà íàé-äîáðî ïðèáëèæå-
íèå ïî îòíîøåíèå íà äàäåíà íîðìà. Â ÷àñòíîñò â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå ñå
èíòåðåñóâàìå îò íàé-äîáðè ïðèáëèæåíèÿ ïî îòíîøåíèå íà L2-íîðìàòà, òúé êàòî
òå ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè àëãîðèòìè÷íî. Ñëåäîâàòåëíî äåôèíèðàìå ñëåäíàòà
çàäà÷à:

Ïî äàäåíà ôóíêöèÿ u ∈ L2(I) äà ñå íàìåðè uh ∈ Vh òàêà, ÷å

‖u− uh‖L2(I) → min
uh∈Vh

.

Äà ïðèïîìíèì, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî L2(I) å äåôèíèðàíî êàòî

L2(I) :=

{
u :

∫
I

u2dx <∞
}

è å ñíàáäåíî ñ íîðìàòà

‖u‖2
L2(I) :=

∫
I

u2dx.

Ñúùåñòâåí ôàêò çà ïðîñòðàíñòâîòî L2(I) å, ÷å L2-íîðìàòà ìîæå äà áúäå äåôè-
íèðàíà ïîñðåäñòâîì ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå

(u, v) :=

∫
I

uvdx,

ò.å. ‖u‖2
L2(I) := (u, u).

Äåôèíèöèÿ 13

Êàçâàìå, ÷å åäíî ïúëíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî å Õèëáåðòîâî, àêî â íåãî
å âúâåäåíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå.

Ïðåäèìñòâîòî íà ðàáîòàòà â Õèëáåðòîâè ïðîñòðàíñòâà å, ÷å ñêà-
ëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå âúâåæäà ãåîìåòðèÿ â ïðîñòðàíñòâîòî. Â ÷àñò-
íîñò èìàìå ïîíÿòèÿ çà úãëè, îðòîãîíàëíîñò è ïðîåêöèÿ. Êàòî èçïîë-
çâàìå òîçè ôàêò, ìîæåì äà ïîäõîäèì êúì ôîðìóëèðàíàòà çàäà÷à ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí.
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Åñòåñòâåíèÿò �êàíäèäàò� çà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå íà u îò Vh å îðòîãîíàë-
íàòà ïðîåêöèÿ íà u, ò.å. ôóíêöèÿòà uh ∈ Vh, çà êîÿòî

u− uh ⊥ v, ∀v ∈ Vh,

èëè, êîåòî å ñúùîòî,
(u− uh, v) = 0, ∀v ∈ Vh. (4.1)

u

uh ∈ VhVh

u- uh

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ äåéñòâèòåëíî å
íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå (òîçè ðåçóëòàò å äîêàçâàí â êóðñà �×èñëåíè
ìåòîäè íà àíàëèçà�.)

Òàêà, âå÷å ñìå ãîòîâè äà èçâåäåì àëãîðèòúì çà íàìèðàíåòî íà uh. Çàäà÷àòà
(4.1) å åêâèâàëåíòíà íà çàäà÷àòà çà íàìèðàíåòî íà uh ∈ Vh, êîåòî

(uh, v) = (u, v), ∀v ∈ Vh.

Èçïîëçâàéêè ôàêòà, ÷å ðàáîòèì â êðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî, ïîñëåäíîòî ùå å
èçïúëíåíî, àêî

(uh, ϕi) = (u, ϕi), i = 0, n.

Ñåãà, êàòî èçïîëçâàìå òîâà, ÷å çíàåì âèäà íà uh =
∑n

j=0 qjϕj(x), êúäåòî ϕj(x) ñà
ôóíêöèèòå-�êîëèáêà� è ëèíåéíîñòòà íà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå, îêîí÷àòåëíî
ïîëó÷àâàìå ëèíåéíà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà çà íåèçâåñòíèòå êîåôèöèåíòè:

n∑
j=0

qj(ϕj, ϕi) = (u, ϕi), i = 0, n

èëè, çàïèñàíî âúâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íà ôîðìà (ϕ0, ϕ0) (ϕ0, ϕ1) · · · (ϕn, ϕ0)
...

...
. . .

...
(ϕ0, ϕn) (ϕ1, ϕn) · · · (ϕn, ϕn)


 q0

...
qn

 =

 (u, ϕ0)
...

(u, ϕn)

 . (4.2)
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Òîâà âïðî÷åì å íàé-îáùèÿò âèä íà ñèñòåìàòà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà, êî-
ãàòî òúðñèì îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà äàäåíà ôóíêöèÿ u â ïîäïðîñ-
òðàíñòâîòî, ïîðîäåíî îò ϕ0, . . . , ϕn, ïî îòíîøåíèå íà ñêàëàðíî ïðîèç-
âåäåíèå, âúâåäåíî â ïðîñòðàíñòâîòî. Â ðàçãëåæäàíèÿ îò íàñ ñëó÷àé, ò.å.
êîãàòî òúðñèì L2-ïðîåêöèÿ âúâ Vh, ïîëó÷àâàìå


∫
I
ϕ2

0dx
∫
I
ϕ1ϕ0dx · · ·

∫
I
ϕnϕ0dx

...
...

. . .
...∫

I
ϕ0ϕndx

∫
I
ϕ1ϕndx · · ·

∫
I
ϕ2
ndx


 q0

...
qn

 =


∫
I
uϕ0dx
...∫

I
uϕndx

 .
Íàêðàòêî ìîæåì äà çàïèøåì ñèñòåìàòà êàòî

Mq = b,

êúäåòî M å ò.íàð. ãëîáàëíà ìàòðèöà íà ìàñàòà, à b å ãëîáàëíèÿò âåêòîð
íà íàòîâàðâàíèÿòà.

Ñëåäîâàòåëíî, çà äà íàìåðèì íåèçâåñòíèòå êîåôèöèåíòè, å íåîáõîäèìî äà
àñåìáëèðàìå ìàòðèöàòà M è âåêòîðúò b è äà ðåøèì ñèñòåìàòà. Ùå èçïîë-
çâàìå ôàêòà, ÷å áàçèñíèòå ôóíêöèè íà Vh èìàò êðàåí íîñèòåë, çà äà ñå ïðåñ-
ìåòíàò M è b åôåêòèâíî. Òúé êàòî ϕi èìà íåíóëåâè ñòîéíîñòè ñàìî âúðõó Ii è
Ii+1, å ñìèñëåíî äà çàïèøåì M êàòî ñóìà íà ìàòðèöè, ñúäúðæàùè èíòåãðàëè
âúðõó âñåêè îò åëåìåíòèòå ïîîòäåëíî

M =
n∑
i=1


∫
Ii
ϕ2

0dx
∫
Ii
ϕ1ϕ0dx · · ·

∫
Ii
ϕnϕ0dx

...
...

. . .
...∫

Ii
ϕ0ϕndx

∫
Ii
ϕ1ϕndx · · ·

∫
Ii
ϕ2
ndx



=



∫
I0
ϕ2

0dx
∫
I0
ϕ1ϕ0dx 0 · · · 0 0∫

I0
ϕ0ϕ1dx

∫
I0
ϕ2

1dx 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0


+



0 0 0 · · · 0 0
0

∫
I1
ϕ2

1dx
∫
I1
ϕ1ϕ2dx · · · 0 0

0
∫
I1
ϕ2ϕ1dx

∫
I1
ϕ2

2dx · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0



+ · · ·+



0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · ·

∫
In
ϕ2
n−1dx

∫
In
ϕn−1ϕndx

0 0 0 · · ·
∫
In
ϕnϕn−1dx

∫
In
ϕ2
ndx


.

Ðàçáèðà ñå, íà ïðàêòèêà áè áèëî àáñîëþòíî íåïðàêòè÷íî äà çàïàçèì â ïàìåòòà
íà êîìïþòúðà âñè÷êè òåçè ìàòðèöè, ñëåä êàòî ïîâå÷åòî èì åëåìåíòè ñà íóëè.
Òîãàâà ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ñàìî íåíóëåâèòå áëîêîâå ñ ðàçìåð 2 × 2 è äà ãè
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ïîñòàâèì �íà ïðàâèëíèòå ìåñòà� âM . Òîçè ïðîöåñ ñå íàðè÷à àñåìáëèðàíå íà
ãëîáàëíàòà ìàòðèöà íà ìàñàòà.

Åëåìåíòíèòå 2 × 2 ìàòðèöè íà ìàñàòà ìîãàò äà áúäàò äåôèíèðàíà, êàêòî
ñëåäâà:

mi =

[ ∫
Ii
ϕ2
i−1dx

∫
Ii
ϕi−1ϕidx∫

Ii
ϕiϕi−1dx

∫
Ii
ϕ2
i dx

]
=
hi
6

[
2 1
1 2

]
.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ìîæå äà áúäå ëåñíî ïðîâåðåíî è ãî îñòàâÿìå êàòî óï-
ðàæíåíèå.

Ìîæåì äà ïîäõîäèì àíàëîãè÷íî çà âåêòîðà íà íàòîâàðâàíèÿòà b, êàòî âú-
âåäåì

bi =

[ ∫
Ii
ϕi−1udx∫
Ii
ϕiudx

]
.

È òàêà, äåôèíèðàìå ñëåäíèÿ àëãîðèòúì çà ïîëó÷àâàíåòî íà íàé-äîáðîòî
ïðèáëèæåíèå âúâ âèä íà ïî ÷àñòè ïîëèíîì íà äàäåíà ôóíêöèÿ u ∈ L2(I) ïî
îòíîøåíèå íà L2-íîðìàòà.

Àëãîðèòúì 9: Íàìèðàíå íà L2-ïðîåêöèÿ

1. Äèñêðåòèçèðàìå èíòåðâàëà I, êàòî âúâåæäàìå ìðåæàòà x0 < x1 <
· · · < xn, Ii := [xi−1, xi], hi := xi − xi−1.

2. Äåôèíèðàìå èíòåðïîëàöèîííèÿ áàçèñ ϕi(x), i = 0, n, ôóíêöèè-
�êîëèáêà�.

3. Èìïëåìåíòèðàìå ôóíêöèè çà ïðåñìÿòàíåòî íà åëåìåíòíèòå ìàòðè-
öè íà ìàñàòà Mi è åëåìåíòíèòå âåêòîðè íà íàòîâàðâàíèÿ bi.

4. Àñåìáëèðàìå ãëîáàëíàòà ìàòðèöà íà ìàñàòà M è ãëîáàëíèÿ âåêòîð
íà íàòîâàðâàíèÿòà b.

5. Ðåøàâàìå ëèíåéíàòà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà Mq = b.

6. Èçïîëçâàìå ðåøåíèåòî q, çà äà ïîëó÷èì

uh =
n∑
i=0

qiϕi(x).

Äà îòáåëåæèì îòíîâî, ÷å qi = uh(xi) ñà òî÷íî ñòîéíîñòèòå íà uh âúâ
âúçëèòå îò ìðåæàòà.
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q0

q1
q2

qn

uh

x0 x1 x2 ... ... xn

4.2 ÌÊÅ çà 1D çàäà÷è ñ õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñ-

ëîâèÿ íà Äèðèõëå. Âàðèàöèîííà ôîðìóëè-

ðîâêà. Çàäà÷à íà Ðèòö�Ãàëüîðêèí. Äèñêðå-

òèçàöèÿ è èçâåæäàíå íà ëèíåéíà àëãåáðè÷íà

ñèñòåìà. Ïðèëàãàíå íà ìåòîäà ïðè ïî-îáùè

ãðàíè÷íè óñëîâèÿ.

4.2.1 Îáùà èäåÿ íà ìåòîäà

Âå÷å ñìå ãîòîâè äà ïðèëîæèì èäåèòå, ðàçãëåäàíè â ïðåäèøíàòà ñåêöèÿ, çà ðå-
øàâàíåòî íà ÄÓ.Ùå èçëîæèì èäåÿòà âúðõó ñúâñåì ïðîñò ïðèìåð. Ðàçãëåæäàìå
äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à

− u′′(x) = f, x ∈ (0, L),

u(0) = u(L) = 0,
(D)

êúäåòî f ∈ L2(I) å äàäåíà ôóíêöèÿ, I := [0, L]. Êàçàíî èíà÷å, òúðñèì ôóíêöè-
ÿòà u îò ïðîñòðàíñòâîòî

D = {v ∈ C2(0, L) ∩ C[0, L] : v(0) = v(L) = 0},

êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå. Ùå íàðè÷àìå òàêàâà ôóíê-
öèÿ êëàñè÷åñêî ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à (D).
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N.B. 37

Íàøèÿò ïîäõîä ùå áúäå äà ïîëó÷èì èíòåãðàëíà çàäà÷à, êîÿòî èìà ñúùî-
òî ðåøåíèå, òúé êàòî ðàáîòàòà ñ èíòåãðàëè èìà ñúùåñòâåíè ïðåäèìñòâà
ïðè ðàáîòàòà ñúñ ñëîæíè ãåîìåòðèè, äèñêðåòèçèðàíè ñ ìðåæà îò ïðî-
èçâîëíè ôèãóðè (íàïð. òðèúãúëíà ìðåæà). Â òåçè ñëó÷àè êëàñè÷åñêèòå
äèôåðåí÷íè ìåòîäè èìàò ñúùåñòâåíè òðóäíîñòè. Îò äðóãà ñòðàíà, íÿìà
ðàçëèêà äàëè ùå ïðåñìÿòàìå èíòåãðàëè âúðõó ïðàâîúãúëíèöè (îò ïðà-
âîúãúëíà ìðåæà, êàêâàòî èçêëþ÷èòåëíî èçïîëçâàõìå äîñåãà) èëè âúðõó
äðóãè îáëàñòè.

Ùå ðåàëèçèðàìå ïîñëåäíàòà öåë, êàòî èçïîëçâàìå èäåÿòà, êîÿòî èìàõìå çà
íàìèðàíå íà L2-ïðîêåöèÿòà. Ñ äðóãè äóìè, ùå ïîèñêàìå ãðåøêàòà (ò.å. ðàçëè-
êàòà ìåæäó ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå −u′′ − f)
äà áúäå îðòîãîíàëíà �íà âñÿêî v�. Ðåàëèçèðàìå òàçè èäåÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.

Âçåìàìå ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ v, êîÿòî ùå íàðè÷àìå òåñòîâà ôóíêöèÿ è
óìíîæàâàìå ñêàëàðíî äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî ñ v. Òàêà ïîëó÷àâàìå

(−u′′, v) = (f, v)

èëè, êîåòî å ñúùîòî ∫
I

−u′′vdx =

∫
I

fvdx.

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà èíòåãðàëà â ëÿâàòà ñòðàíà íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå è äà
èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè, ñ êîåòî öåëèì ñëåäíèòå äâå íåùà:

• äà íàïðàâèì ëÿâàòà ñòðàíà �ïî-ñèìåòðè÷íà�;

• äà íàìàëèì ðåäà íà ïðîèçâîäíèòå â óðàâíåíèåòî è òàêà äà íàìàëèì èçèñ-
êâàíèÿòà çà ãëàäêîñò âúðõó äîïóñòèìèòå ôóíêöèè u.

Òàêà, çà ëÿâàòà ñòðàíà ïîëó÷àâàìå∫
I

−u′′vdx =

∫
I

u′v′dx− u′(1)v(1) + u′(0)v(0).

Çà äà îïðîñòèì èçðàçà äîïúëíèòåëíî, ùå èçèñêàìå òåñòîâèòå ôóíêöèè ñúùî äà
óäîâëåòâîðÿâàò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ, ò.å. v(0) = v(1) = 0. Òîâà âîäè äî óäîáíî
îïðîñòÿâàíå, íî å è ñúâñåì åñòåñòâåíî äà ïîñèêàìå òåñòîâàòà ôóíêöèÿ v è íå-
èçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u äà áúäàò îò åäíî è ñúùî ïðîñòðàíñòâî (è ñëåäîâàòåëíî
äà èçïúëíÿâàò åäíàêâè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ1).

Òàêà ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà èíòåãðàëíà çàäà÷à, êîÿòî ùå íàðè÷àìå âàðèà-
öèîííà ôîðìóëèðîâêà èëè ñëàáà ôîðìà (íà Ãàëüîðêèí):

Äà ñå íàìåðè u ∈ V òàêà, ÷å∫
I

u′v′dx =

∫
I

fvdx, ∀v ∈ V, (V)

1Âñúùíîñò òîâà å äîñòà �òúíúê� ìîìåíò, íî â íàñòîÿùèÿ êóðñ ùå ñå îãðàíè÷èì ñ òîçè
êîìåíòàð
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Ùå äåôèíèðàìå ïðîñòðàíñòâîòî V äà áúäå íàé-ãîëÿìîòî ôóíêöèîíàëíî ïðîñ-
òðàíñòâî, çà êîåòî çàäà÷àòà èìà ñìèñúë, ò.å.

V =

{
v : v′ ñúùåñòâóâà (â ñëàá ñìèñúë),

∫
I

v2 <∞,
∫
I

v′2 <∞, v(0) = v(L) = 0

}
=: H1

0 .

Çàáåëåæêà. Ïðåäè äà ïðîäúëæèì, å íåîáõîäèìî äà íàïðàâèì íÿêîëêî êîìåí-
òàðà:

• Ïðîñòðàíñòâîòî H1
0 å ïðèìåð çà Ñîáîëåâî ïðîñòðàíñòâî. Òîâà ñà ïðîñò-

ðàíñòâà, â êîèòî ôóíêöèèòå èìàò (ñëàáè) ïðîèçâîäíè äî îïðåäåëåí ðåä,
êîèòî ñà èíòåãðóåìè. Íèå íÿìà äà èçïîëçâàìå òóê ïîíÿòèåòî ñëàáà (îáîá-
ùåíà) ïðîèçâîäíà è çàòîâà íÿìà äà ãî êîíêðåòèçèðàìå. Çà öåëèòå íà êóð-
ñà å äîñòàòú÷íî äà ñè ìèñëèì, ÷å ôóíêöèèòå ìîãàò äà áúäàò åäíîêðàòíî
äèôåðåíöèðàíè íàâñÿêúäå, êúäåòî òîâà å íåîáõîäèìî.

• Î÷åâèäíî ïðîñòðàíñòâîòî V ≡ H1
0 å �ïî-ãîëÿìî� îò D. Îò åäíà ñòðàíà,

òîâà å äîáðå � àêî (D) èìà ðåøåíèå, òî çàäúëæèòåëíî ñå ñúäúðæà â H1
0

è ñëåäîâàòåëíî å ðåøåíèå íà (V). Îò äðóãà ñòðàíà îáà÷å, â îáùèÿ ñëó÷àé
çàäà÷àòà (V) íå å åêâèâàëåíòíà íà (D). Ìîæå äà ñå äîêàæå îáà÷å, ÷å ïðè
îïðåäåëåíè óñëîâèÿ (V) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Òîãàâà, àêî (D) èìà
ðåøåíèå, äâåòå çàäà÷è äåéñòâèòåëíî ñà åêâèâàëåíòíè. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé
ðåøåíèåòî íà (V) ñå íàðè÷à ñëàáî ðåøåíèå.

Çà ñúæàëåíèå, â îáùèÿ ñëó÷àé çàäà÷àòà (V) íå ìîæå äà áúäå ðåøåíà. Ñëå-
äîâàòåëíî ñå íàëàãà äà òúðñèì ïðèáëèæåíî ðåøåíèå â êðàéíîìåðíî ïîäïðîñ-
òðàíñòâî íà H1

0 (çàäà÷à, êîÿòî ìîæå äà áúäå ðåøåíà). Â ÷àñòíîñò ùå òúðñèì
ïî ÷àñòè ëèíåéíà ôóíêöèÿ, êîÿòî ñå íóëèðà ïî ãðàíèöèòå, ò.å. ùå ðåøèì ò.íàð.
çàäà÷à íà Ðèòö�Ãàëüîðêèí (Ritz�Galerkin):

Òúðñèì uh ∈ Vh,0 ⊂ H1
0 òàêà, ÷å

a(uh, v) = F (v), ∀v ∈ Vh,0, (R.�G.)

êúäåòî
Vh,0 := {v ∈ Vh : v(0) = v(L) = 0} = span(ϕ1, . . . , ϕn−1).

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å âå÷å ðàáîòèì â êðàéíîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî Vh,0, å äîñ-
òàòú÷íî äà ááúäå óäîâëåòâîðåíî

a(uh, ϕj) = F (ϕj), j = 1, n− 1.

Ñëåä òîâà, êàòî èçïîëçâàìå îáùèÿ âèä íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå, uh(x) =∑n−1
i=1 qiϕi(x), ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ëèíåéíà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà çà êîåôèöèåí-

òèòå qi: a(ϕ1, ϕ1) a(ϕ1, ϕ2) · · · a(ϕ1, ϕn−1)
...

...
. . .

...
a(ϕ1, ϕn−1) a(ϕ2, ϕn−1) · · · a(ϕn−1, ϕn−1)


 q1

...
qn−1

 =

 (u, ϕ1)
...

(u, ϕn−1)

 .
(4.3)
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Ùå çàïèøåì ïîñëåäíàòà ñèñòåìà êîìïàêòíî êàòî Mq = b êúäåòî M å ò.íàð.
ìàòðèöà íà êîðàâèíà

M =


∫
I
ϕ′21 dx · · ·

∫
I
ϕ′1ϕ

′
n−1dx

...
. . .

...∫
I
ϕ′1ϕ

′
n−1dx · · ·

∫
I
ϕ′2n−1dx

 .
Ìîæåì äà àñåìáëèðàìå ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà ïî àáñîëþòíî ñúùèÿ íà÷èí, ïî
êîéòî àñåìáëèðàõìå ìàòðèöàòà íà ìàñàòà � êàòî ïðåäñòàâèì èíòåãðàëèòå êàòî
ñóìà îò èíòåãðàëè âúðõó âñåêè îò åëåìåíòèòå.

Ðåøàâàéêè ñèñòåìàòà ïî îòíîøåíèå íà q, ïîëó÷àâàìå æåëàíîòî ðåøåíèå.

4.3 Ïðèëàãàíå íà ÌÊÅ ïðè íåõîìîãåííè óñëîâèÿ

íà Äèðèõëå è óñëîâèÿ íà Íîéìàí

4.4 Èäåÿ íà ÌÊÅ â 2D

Äîñòîéíñòâàòà íà ÌÊÅ ñå ïðîÿâÿâàò íàé-âå÷å ïðè 2D è 3D çàäà÷è â îáëàñòè
ñúñ ñëîæíà ãåîìåòðèÿ. Äà ðàçãëåäàìå çà ïðèìåð ñëåäíàòà äèñêðåòèçàöèÿ íà
×åðíî ìîðå.

Çà ðàçëèêà îò äèôåðåí÷íèòå ìåòîäè, ïðè êîèòî å íåîáõîäèìà ðàáîòàòà âúð-
õó ïðàâîúãúëíà ìðåæà, ÌÊÅ ìîæå äà ñå ïðèëîæè âúðõó ïðîèçâîëíè ìðåæè,
òúé êàòî, êàêòî âèäÿõìå, çà àñåìáëèðàíå íà ëèíåéíàòà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà å
íåîáõîäèìî ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëè âúðõó âñåêè îò åëåìåíòèòå. Âïðî÷åì,
êàêòî ùå âèäèì ñëåä ìàëêî, èäåÿòà ñå ïðåíàñÿ òðèâèàëíî è â 2D è 3D.

Çà äà ìîæå äà ñòàíå òîâà, å íåîáõîäèìî ïúðâî äà ñå îïèøå ìðåæàòà. Çà òàçè
öåë íà âñåêè åëåìåíò (ò.å. âñåêè òðèúãúëíèê) è âñåêè âúçåë (ò.å. âñåêè âðúõ íà
òðèúãúëíèê) ñå ñúïîñòàâÿ íîìåð, êàêòî å ïîêàçàíî ïî-äîëó:
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Îáèêíîâåíî òðèàíãóëàöèÿòà ñå çàïèñâà â ïàìåòòà êàòî äâå ìàòðèöè � ñúîò-
âåòíî çà âúçëèòå è åëåìåíòèòå. Íàïðèìåð ñëåäíàòà òðèàíãóëàöèÿ:

E1

E2

E3

E4

E5

E6

N1 = (0, 0)

N5 = (1, 1)

N8 = (1, 2)

N4 = (0, 1)
N6 = (2, 1)

N3 = (2, 0)N2 = (1, 0)

N7 = (0, 2)
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ìîæå äà áúäå çàïàçåíà â ïàìåòòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

nodes =



0 0
1 0
2 0
0 1
1 1
2 1
0 2
1 2


, elements =


1 2 4
2 5 4
2 3 5
3 6 5
4 5 7
5 8 7

 .

Êàòî èçïîëçâàìå âúâåäåíàòà íîìåðàöèÿ íà âúçëèòå è åëåìåíòèòå, âñåêè ðåä
îò ìàòðèöèòå îòãîâîðÿ íà ñúîòâåòåí âúçåë (íåãîâèòå êîîðäèíàòè) èëè åëåìåíò
(èíäåêñèòå íà âúçëèòå, êîèòî îïðåäåëÿò ñúîòâåòíèÿ åëåìåíò).

Âúðõó òàêà âúâåäåíàòà äèñêðåòèçàöèÿ, ìîæåì íåïîñðåäñòâåíî äà îáîáùèì
èäåÿòà, êîÿòî èçëîæèõìå â ïðåäõîäíàòà ñåêöèÿ. Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà

−∆u = f, â Ω,

u = 0, âúðõó ∂Ω,
(D)

êúäåòî ∆u = ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂x2

e îïåðàòîðúò íà Ëàïëàñ. Ò.å. ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèå
íà Ïîàñîí. Çà äà ïîëó÷èì âàðèàöèîííàòà ôîðìóëèðîâêà, óìíîæàâàìå äâåòå
ñòðàíè ñêàëàðíî ñ v è ïîëó÷àâàìå

(−∆u, v) = (f, v).

Èíòåãðèðàìå ïî ÷àñòè ëÿâàòà ñòðàíà è ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

(−∆u, v) =

∫∫
Ω

−∆uvdΩ

=

∫∫
Ω

∇u · ∇vdΩ
���

���
���

�:0, ïðåäïîëàãàéêè v ∈ H1
0 (Ω)

−
∫
∂Ω

(∇u · n)vds.

Òàêà ïîëó÷èõìå ñëåäíàòà âàðèàöèîííà çàäà÷à:
Äà ñå íàìåðè u ∈ H1

0 (Ω), òàêà ÷å∫∫
Ω

∇u · ∇vdΩ =

∫∫
Ω

fvdΩ, ∀v ∈ H1
0 (Ω). (V)

Äèñêðåòèçèðàìå îáëàñòòà Ω, êàòî âúâåæäàìå òðèàíãóëàöèÿòà K è ôîðìó-
ëèðàìå ñúîòâåòíàòà ïðèáëèæåíà çàäà÷à:

Äà ñå íàìåðè uh â ïðîñòðàíñòâîòî íà ïî ÷àñòè ïîëèíîìèòå òàêà, ÷å∫∫
Ω

∇uh · ∇vdΩ =

∫∫
Ω

fvdΩ, ∀v ∈ Vh,0(K). (R.�G.)

Êàòî èçïîëçâàìå, ÷å Vh,0 = span{ϕ1, . . . , ϕNinter}, êúäåòî ϕ1, . . . , ϕNinter ñà 2D
ôóíêöèè-�êîëèáêà�, ñúîòâåòñòâàùè íà âúòðåøíèòå âúçëè îò ìðåæàòà, è uh(x) =∑Ninter

j=1 qjϕj(x), ïîëó÷àâàìå åêâèâàëåíòíàòà çàäà÷à çà ðåøàâàíå íà ëèíåéíàòà
àëãåáðè÷íà ñèñòåìà Mq = b:

∫∫
Ω
∇ϕ1 · ∇ϕ1dΩ · · ·

∫∫
Ω
∇ϕ1 · ∇ϕNinterdΩ

...
. . .

...∫∫
Ω
∇ϕNinter · ∇ϕ1dΩ · · ·

∫∫
Ω
∇ϕNinter · ∇ϕNinterdΩ


 q1

...
qNinter

 =


∫∫

Ω
fϕ1dΩ
...∫∫

Ω
fϕNinterdΩ

 .
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ÒóêM = M1 å ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà.Òÿ îòíîâî, êàêòî è â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé,
ìîæå äà ñå àñåìáëèðà, êàòî ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò èíòåãðàëè âúðõó âñåêè îò
åëåìåíòèòå. Ñúîòâåòíî â åëåìåíòíèòå ìàòðèöè ùå èìà áëîêîâå îò 3×3 íåíóëåâè
åëåìåíòà.

N.B. 38

Îáùèÿò àëãîðèòúì íà ÌÊÅ ìîæå äà ñå ïðèëîæè ïðàêòè÷åñêè íåïðîìå-
íåí, íåçàâèñèìî îò çàäà÷àòà, íåéíàòà ðàçìåðíîñò è âèäà íà äèñêðåòèçà-
öèÿòà.
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Ïðèëîæåíèå

Íÿêîè ñâåäåíèÿ îò ÄÈÑ

Òâúðäåíèå 1: Ëèíåàðèçàöèÿ íà ôóíêöèÿ íà ìíîãî ïðîìåíëèâè

Ëèíåàðèçàöèÿòà íà ñêàëàðíàòà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) îêîëî òî÷êàòà
(x̄1, . . . , x̄n) ñå çàäàâà ñ

f(x̄1, . . . , x̄n) +
∂f

∂x1

∣∣∣∣
(x̄1,...,x̄n)

(x1 − x̄1) + · · ·+ ∂f

∂xn

∣∣∣∣
(x̄1,...,x̄n)

(xn − x̄n).

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì çà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè. Îáîáùåíèåòî å
íåïîñðåäñòâåíî.

Äà ðàçãëåäàìå èçìåíåíèåòî

∆f := f(x, y)− f(x0, y0).

Íåêà îçíà÷èì îùå ∆x := x− x0, ∆y := y − y0. Òîãàâà

∆f = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

= [f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)] + [f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0 + ∆x, y0)].

Ñ äðóãè äóìè îïèñâàìå èçìåíåíèåòî, êàòî ïúðâî ñå äâèæèì ïî x, à ñëåä òîâà
ïî y. Ïîñëåäíîòî å åêâèâàëåíòíî íà

∆f =
f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
∆x+

f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0 + ∆x, y0)

∆y
∆y

≈ ∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y.

Â ïîñëåäíîòî ïðèáëèæåíèå èçïîëçâàõìå ôàêòà, ÷å ∆x è ∆y ñà ìàëêè ÷èñëà.

Òàêà ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò íè ïîçâîëÿâà ëåñíî äà èçâåäåì è ïðàâèëîòî çà
ïðåñìÿòàíå íà ïðîèçâîäíà íà ñëîæíà ôóíêöèÿ (àíãë. Chain rule).

Òâúðäåíèå 2: Chain rule (Ïðîèçâîäíà íà ñëîæíà ôóíêöèÿ)

Íåêà èìàìå ôóíêöèÿòà f(x(t), y(t). Òîãàâà

df

dt
=
∂f

∂x

∂x

∂t
+
∂f

∂y

∂y

∂t
.
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Äîêàçàòåëñòâî. Èìàìå

∆f =
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y +O(|2|).

Äåëèì äâåòå ñòðàíè íà ∆t è ãî ïóñêàìå äà êëîíè êúì íóëà, çà äà ïîëó÷èì
òúðñåíèÿ ðåçóëòàò.

Èíòåðïîëàöèÿ

Èäåÿ íà èíòåðïîëàöèÿòà

Èçó÷àâàéêè ñâåòà îêîëî íàñ, íèå èñêàìå äà íàìåðèì çàâèñèìîñòè ìåæäó ðàç-
ëè÷íè âåëè÷èíè. Çà äà ñå èçñëåäâà äàäåíî ÿâëåíèå èëè äàäåí ïðîöåñ, å íåîáõî-
äèìî äà ñå íàïðàâÿò åêñïåðèìåíòè, êîèòî äà äàäàò èíôîðìàöèÿ çà íåãî. Ñëåä
òîâà äàííèòå îò òåçè åêñïåðèìåíòè ñå èçïîëçâàò, çà äà ñå ñúçäàäå ìàòåìàòè÷åñ-
êè ìîäåë, êîéòî ãè îïèñâà. Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 32. Â òàáëèöàòà ñà äàäåíè äàííè çà íàñåëåíèåòî íà ÑÀÙ â ìëí. â
ïåðèîäà 1920-1990.

Ãîäèíà 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
Íàñåëåíèå 106.46 123.08 132.12 152.27 180.67 205.05 227.23 249.46

Òúðñèì ôóíêöèÿ, îïèñâàùà èçìåíåíèåòî íà íàñåëåíèåòî ïðåç òîçè ïåðèîä.

Â ñëó÷àÿ òúðñèì çàâèñèìîñò ìåæäó äâå âåëè÷èíè, à ðåçóëòàòèòå îò èçìåð-
âàíèÿòà ìîæåì äà èíòåðïðåòèðàìå ãåîìåòðè÷íî êàòî òî÷êè â ðàâíèíàòà.

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
ˆîäŁíà

140

160

180

200

220

240

˝àæåºåíŁå

Òîãàâà åäèí âúçìîæåí íà÷èí äà îïèøåì òîâà ÿâëåíèå å äà íàìåðèì ôóíê-
öèÿ, ÷èÿòî ãðàôèêà ìèíàâà ïðåç äàäåíèòå òî÷êè.
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Íàìèðàíåòî íà ôóíêöèÿ, ÷èÿòî ãðàôèêà ìèíàâà ïðåç äàäåíè òî÷êè, ñå íà-
ðè÷à èíòåðïîëàöèÿ.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå îùå åäíà ñèòóàöèÿ, â êîÿòî ùå èçïîëçâàìå èíòåðïîëà-
öèÿ. Íà ïðàêòèêà ÷åñòî ñå íàëàãà äà ñå íàìèðàò ñòîéíîñòèòå â äàäåíà òî÷êà íà
ôóíêöèè êàòî sinx, cosx, ex, lnx è äð. Êàêòî ñàìè ìîæåì äà ñå óáåäèì, â îáùèÿ
ñëó÷àé òîâà íå èçãëåæäà òðèâèàëíî. Åäèí âúçìîæåí ïîäõîä ùå èëþñòðèðàìå
ñúñ ñëåäâàùèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 33. Òúðñèì ïðèáëèæåíèå íà ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = sin x
çà x = π/5.

Îêàçâà ñå, ÷å ìîæåì äà ñâåäåì òàçè çàäà÷à äî àíàëîãè÷íà íà ïðåäõîäíàòà.
Ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = sin x íè å èçâåñòíà íàïðèìåð çà x0 = 0, x1 = π

6
,

x2 = π
3
, x3 = π

2
(ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà f(x) â òåçè òî÷êè ñà 0, 1/2,

√
3/2, 1).

Ãåîìåòðè÷íî òàçè èíôîðìàöèÿ å ïðåäñòàâåíà íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà:

æ

æ

æ

æ

0.5 1.0 1.5

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Òîãàâà, àêî íàìåðèì íÿêàêâà ôóíêöèÿ g(x), ÷èÿòî ãðàôèêà äà ìèíàâà ïðåç
òåçè òî÷êè (è ÷èÿòî ñòîéíîñò â äàäåíà òî÷êà ìîæå äà áúäå ëåñíî ïðåñìåòíàòà!),
íèå ùå èìàìå ïðèáëèæåíèå íà ñòîéíîñòòà íà f(x).

Òàêà íèå ùå ìîæåì äà íàìåðèì ïðèáëèçèòåëíî sinπ/5, êàòî ïðåñìåòíåì g(π/5).
Òóê âúçíèêâà ìíîãî âàæíèÿò âúïðîñ êîëêî òî÷íî ùå áúäå íàøåòî ïðèáëèæå-
íèå, ò.å. êîëêî ùå ñå îòëè÷àâà íåãîâàòà ñòîéíîñò îò ñòîéíîñòòà íà îðèãèíàëíàòà
ôóíêöèÿ. Â íàñòîÿùàòà ãëàâà ùå êîìåíòèðàìå è íåãî.

Èçîáùî êàçàíî, èíòåðïîëàöèÿòà íè ïîçâîëÿâà äà íàìåðèì ïðèáëèæåíèå íà
äàäåíà ôóíêöèÿ, èçïîëçâàéêè ñòîéíîñòèòå �è â äàäåíè òî÷êè.2 È òàêà, â íàñòî-
ÿùàòà ãëàâà íèå ùå òúðñèì îòãîâîðà íà ñëåäíèòå âúïðîñè:

2Êàêòî ùå âèäèì ïî-íàòàòúê, ìîæåì äà íàëîæèì óñëîâèÿ è âúðõó ñòîéíîñòèòå íà íåéíèòå
ïðîèçâîäíè, íî çàñåãà ùå ðàçãëåæäàìå ñèòóàöèÿòà, êîãàòî ñìå íàëîæèëè óñëîâèÿ ñàìî âúðõó
ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà.
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• Êàê äà íàìåðèì ôóíêöèÿ, ÷èÿòî ãðàôèêà ìèíàâà ïðåç äàäåíè òî÷êè?

• Êàê äà îöåíèì òî÷íîñòòà íà ïðèáëèæåíèåòî, êîåòî ñìå ïîëó÷èëè?

Èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à íà Ëàãðàíæ

Àëãåáðè÷íèòå ïîëèíîìè ñà ôóíêöèè, ÷èÿòî ñòîéíîñò â äàäåíà òî÷êà ìîæå äà
áúäå ïðåñìåòíàòà ëåñíî (åäèí áúðç àëãîðèòúì çà öåëòà å íàïðèìåð ñõåìàòà íà
Õîðíåð). Åòî çàùî òå ñå ÿâÿâàò äîáúð èçáîð çà ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà, êîÿòî
ñè ïîñòàâèõìå. È òàêà, íèå ùå òúðñèì àëãåáðè÷åí ïîëèíîì, êîéòî ìèíàâà ïðåç
äàäåíè òî÷êè. Íåêà ñåãà ôîðìóëèðàìå òî÷íî ïîñòàâåíàòà âå÷å çàäà÷à.

Ïîñòàíîâêà íà èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à íà Ëàãðàíæ.
Íåêà x0, x1, ..., xn ñà äàäåíè ðàçëè÷íè òî÷êè îò ðåàëíàòà ïðàâà (âúçëè) è

y0, y1, . . . , yn ñà äàäåíè ðåàëíè ÷èñëà (ñòîéíîñòè). Èñêàìå äà ïîñòðîèì ïîëèíîì
P (x) ∈ πn (πn � êëàñúò îò âñè÷êè àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè îò ñòåïåí, íåíàäìèíà-
âàùà n) òàêúâ, ÷å ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P (x0) = y0

P (x1) = y1

.................

P (xn) = yn

(4.4)

Âèíàãè, êîãàòî ôîðìóëèðàìå åäíà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à, ìíîãî
ñúùåñòâåí å âúïðîñúò çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî.
Îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðîãðàìíîòî ðåàëèçèðàíå íà àëãîðèòìè çà íåéíîòî ðåøåíèå
íàïðèìåð, å âàæíî äà çíàåì äàëè çàäà÷àòà âèíàãè å ðåøèìà è, àêî íå å, äà ìî-
æåì äà îáðàáîòâàìå ñúîòâåòíèòå èçêëþ÷åíèÿ. Â ñëó÷àÿ íà èíòåðïîëàöèîííàòà
çàäà÷à íà Ëàãðàíæ å â ñèëà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 3

Ñúùåñòâóâà, ïðè òîâà åäèíñòâåí ïîëèíîì P (x) ∈ πn, óäîâëåòâîðÿâàù
èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à íà Ëàãðàíæ çà ïðîèçâîëíè âúçëè è ñòîéíîñòè.

Äà îòáåëåæèì îùå âåäíúæ, ÷å ãåîìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà òàçè çàäà÷à
å ñëåäíàòà � äàäåíè ñà n+ 1 òî÷êè â ðàâíèíàòà è òúðñèì àëãåáðè÷åí ïîëèíîì
îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà n, ÷èÿòî ãðàôèêà ìèíàâà ïðåç òåçè òî÷êè.
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Èíòåðïîëàöèîííà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ

Òâúðäåíèå 4: Èíòåðïîëàöèîííà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ

Ïîëèíîìúò, óäîâëåòâîðÿâàù óñëîâèÿòà (4.4), ñå ïðåäñòàâÿ ïî ôîðìóëàòà

P (x) =
n∑
k=0

lk(x)yk,

êúäåòî l0(x), l1(x), . . . , ln(x) ñà áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ. Òå èç-
ïúëíÿâàò óñëîâèÿòà

lk(xi) =

{
0, àêî k 6= i

1, àêî k = i

è ñå çàäàâàò ñ ôîðìóëàòà

lk(x) =
n∏

i=0, i 6=k

x− xi
xk − xi

.

Ùå îáÿñíèì ñìèñúëà íà ôîðìóëàòà ÷ðåç ïðèìåð.

Ïðèìåð 34. Êàòî èçïîëçâàìå èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ, ùå
íàìåðèì ïîëèíîì P (x) ∈ π3, óäîâëåòâîðÿâàù óñëîâèÿòà

P (1) = 2; P (2) = 9; P (4) = 41; P (6) = 97

Íåêà îçíà÷èì
x0 = 1, x1 = 2, x2 = 4, x3 = 6;

y0 = 2, y1 = 9, y2 = 41, y3 = 97.

Ïúðâî ùå ïîñòðîèì áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ. Çà ïîëèíîìà l0(x) èñêàìå
äà ñå íóëèðà âúâ âñè÷êè âúçëè îñâåí â x0. Â x0 ñòîéíîñòòà ìó òðÿáâà äà áúäå
1. Òîãàâà èìàìå

l0(x) =
(x− x1)(x− x2)(x− x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
.

Äåéñòâèòåëíî, âúâ âúçëèòå x1, x2, x3 ñúîòâåòíî ïúðâèÿò, âòîðèÿò è òðåòèÿò
ìíîæèòåë â ÷èñëèòåëÿ ñòàâà 0 è öÿëàòà äðîá å 0. Âúâ âúçåëà x0 ïîëó÷àâàìå

l0(x0) =
(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
= 1,

ò.å. òàêà äåôèíèðàíèÿò ïîëèíîì l0(x) èçïúëíÿâà ïîñòàâåíèòå ìó óñëîâèÿ. Êàòî
çàìåñòèì x0, x1, x2, x3 ñ òåõíèòå ðàâíè, ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî çà l0(x)

l0(x) =
(x− 2)(x− 4)(x− 6)

(1− 2)(1− 4)(1− 6)
= −(x− 2)(x− 4)(x− 6)

15
.
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Àíàëîãè÷íî èìàìå

l1(x) =
(x− 1)(x− 4)(x− 6)

(2− 1)(2− 4)(2− 6)
=

(x− 1)(x− 4)(x− 6)

8
;

l2(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 6)

(4− 1)(4− 2)(4− 6)
= −(x− 1)(x− 2)(x− 6)

12
;

l3(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 4)

(6− 1)(6− 2)(6− 4)
=

(x− 1)(x− 2)(x− 4)

40
.

Òîãàâà èíòåðïîëàöèîííèÿò ïîëèíîì, óäîâëåòâîðÿâàù çàäà÷àòà, ìîæå äà áúäå
ïðåäñòàâåí âúâ âèäà

P (x) = l0(x).y0 + l1(x).y1 + l2(x).y2 + l3(x).y3.

Çà äà ñå óáåäèì â òîâà, íåêà ïðîâåðèì êàêâî ñå ñëó÷âà íàïðèìåð â òî÷êàòà
x = x1. Èìàìå l0(x1) = l2(x1) = l3(x1) = 0 è l1(x1) = 1. Òîãàâà

P (x1) = 0.y0 + 1.y1 + 0.y2 + 0.y3 = y1.

Àíàëîãè÷íî ñå âèæäà, ÷å òîçè ïîëèíîì óäîâëåòâîðÿâà èíòåðïîëàöèîííèòå óñ-
ëîâèÿ è â äðóãèòå âúçëè.

È òàêà, ïîëó÷èõìå

P (x) = l0(x).2 + l1(x).9 + l2(x).41 + l3(x).97.

Ñëåä çàìåñòâàíå è îïðîñòÿâàíå, ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî

P (x) = 3x2 − 2x+ 1.

Îòòóê íàòàòúê ñ Ln(f ;x) ùå áåëåæèì èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì îò ðåä n
çà ôóíêöèÿòà f , à ñ ω(x) ùå áåëåæèì (x− x0)(x− x1)...(x− xn), êúäåòî x0, x1,
..., xn ñà äàäåíè ðàçëè÷íè òî÷êè.

Äîòóê ïîêàçàõìå êàê ìîæåì äà ïîñòðîèì ïîëèíîì, ÷èÿòî ãðàôèêà ìèíàâà
ïðåç äàäåíè òî÷êè. Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå äàâà îòãîâîð íà âúïðîñà êàê äà
îöåíèì êàêâà å òî÷íîñòòà íà ïðèáëèæåíèåòî, êîåòî ñå ïîëó÷àâà, êîãàòî çàìåíèì
äàäåíà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ ñ íåéíèÿ èíòåðïîëàöèîíåí ïîëèíîì.

Òâúðäåíèå 5

Íåêà [a, b] å äàäåí êðàåí èíòåðâàë è x0, . . . , xn ñà ðàçëè÷íè òî÷êè â íåãî.
Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) èìà íåïðåêúñíàòà (n + 1)-âà ïðîèçâîäíà â òîçè
èíòåðâàë. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ [a, b] ñúùåñòâóâà òî÷êà ξ ∈ [a, b] òàêàâà, ÷å

f(x)− Ln(f ;x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ω(x),

êúäåòî ω(x) := (x− x0) . . . (x− xn).
Â ÷àñòíîñò, àêî èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè ñà ðàâíîîòäàëå÷åíè òî÷êè, äèñ-
êðåòèçèðàùè èíòåðâàëà [a, b] ñ ðàâíîìåðíà ñòúïêà h, ïîëó÷àâàìå

f(x)− Ln(f ;x) = O(hn+1).
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Âå÷å ñìå ãîòîâè äà ðåøèì çàäà÷àòà, êîÿòî ñè ïîñòàâèõìå â ïðèìåð 33 è
äà âèäèì êàê ìîæåì äà îöåíèì ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà äàäåíà ôóíêöèÿ â
íÿêîÿ òî÷êà, èçïîëçâàéêè èíòåðïîëàöèÿ.

Ïðèìåð 35. Äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà sin
π

5
è äà ñå äàäå îöåíêà

íà ãðåøêàòà ïðè àïðîêñèìàöèÿ.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî îöåíÿâàíåòî íà ôóíêöèÿòà f(x) = sin x â äàäåíà òî÷êà íå
å íèêàê ïðîñòà ðàáîòà. Åòî çàùî, âìåñòî äà ðàáîòèì ñ òàçè ôóíêöèÿ, íèå ùå
íàìåðèì íåéíî ïðèáëèæåíèå è ùå ðàáîòèì ñ íåãî. Äà èçáåðåì ïúðâî âúçëè, â
êîèòî äà èíòåðïîëèðàìå. Òî÷êè, â êîèòî ñòîéíîñòòà íà sinx íè å èçâåñòíà, ñà
íàïðèìåð x0 = 0, x1 = π

6
, x2 = π

3
, x3 = π

2
(ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà f(x) â òåçè

òî÷êè ñà 0, 1/2,
√

3/2, 1). Ùå íàìåðèì ïîëèíîìà L3(f ;x), êîéòî èíòåðïîëèðà
ôóíêöèÿòà f(x) â òåçè òî÷êè. Çà öåëòà ïúðâî íàìèðàìå áàçèñíèòå ïîëèíîìè
íà Ëàãðàíæ:

l0(x) =
(x− π

6
)(x− π

3
)(x− π

2
)

(0− π
6
)(0− π

3
)(0− π

2
)

;

l1(x) =
(x− 0)(x− π

3
)(x− π

2
)

(π
6
− 0)(π

6
− π

3
)(π

6
− π

2
)
;

l2(x) =
(x− 0)(x− π

6
)(x− π

2
)

(π
3
− 0)(π

3
− π

6
)(π

3
− π

2
)
;

l3(x) =
(x− 0)(x− π

6
)(x− π

3
)

(π
2
− 0)(π

2
− π

6
)(π

2
− π

3
)
.

Òîãàâà ïîëó÷àâàìå

L3(f ;x) = l0(x).0 + l1(x).
1

2
+ l2(x).

√
3

2
+ l3(x).1.

Ñëåä êðàòêè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àâàìå

L3(x) ≈ 1.02043x− 0.0654708x2 − 0.113872x3.

Ñåãà âå÷å ìîæåì äà íàìåðèì ñòîéíîñòòà íà ïîëèíîìà L3(x) ïðè x = π
5
, òúé

êàòî òÿ ùå áúäå ½áëèçî� äî èñòèíñêàòà ñòîéíîñò íà sin π
5
. Ïîëó÷àâàìå L3

(
π
5

)
≈

0.587061.
Îñòàíà äà äàäåì îöåíêà çà òîâà êîëêî ½áëèçî� âñúùíîñò å ñòîéíîñòòà, êîÿòî

íèå ñìå íàìåðèëè, äî òî÷íàòà ñòîéíîñò. Ñ äðóãè äóìè, èñêàìå äà äàäåì îöåíêà
çà ãðåøêàòà

R
(π

5

)
=
∣∣∣f (π

5

)
− L3

(
f ;
π

5

)∣∣∣ .
Îò Òâúðäåíèå 4.4 íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å

R
(π

5

)
=

∣∣f (4)(ξ)
∣∣

4!

∣∣∣ω (π
5

)∣∣∣ ,
êúäåòî ξ å ÷èñëî îò èíòåðâàëà

[
0, π

2

]
. Èìàìå f (4)(ξ) = sin ξ.Â èíòåðâàëà

[
0, π

2

]
ôóíêöèÿòà sinx ïðèåìà ñòîéíîñòè ìåæäó 0 è 1, ò.å. |f (4)(ξ)| ≤ 1. Òîãàâà

R
(π

5

)
≤ 1

24

∣∣∣ω (π
5

)∣∣∣ ≈ 0.00108232.
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Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå, ÷å ãðåøêàòà ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò íå íàäìèíàâà
0.0011. Àêî ñðàâíèì ñòîéíîñòòà, êîÿòî íèå ïîëó÷èõìå (0.587061) ñúñ ñòîéíîñòòà,
êîÿòî Mathematica âðúùà çà sin π

5
(0.587785), ùå ñå óáåäèì, ÷å òîâà äåéñòâè-

òåëíî å òàêà. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å òîâà å îöåíêà îòãîðå çà ãðåøêàòà, ò.å. òÿ
ìîæå è äà å çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêà.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå è ÷å ìîæåõìå äà íàìåðèì ïî-äîáðî ïðèáëèæåíèå íà
sin π

5
, àêî áÿõìå ïîäáðàëè èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè ïî ïî-ïîäõîäÿù íà÷èí èëè

áÿõìå âçåëè ïîâå÷å âúçëè.

Íåêà êîìåíòèðàìå îùå íÿêîëêî íåùà, ñâúðçàíè ñ ïðåäõîäíàòà çàäà÷à. Äà
èëþñòðèðàìå ïúðâî íåéíîòî ðåøåíèå ãðàôè÷íî � çàìåñòâàìå ôóíêöèÿòà sinx
(êîÿòî íà ôèãóðàòà å ñ ÷åðíàòà ïóíêòèðàíà ëèíèÿ) ñ èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëè-
íîì îò ñòåïåí 3, L3(f ;x) (æúëòàòà íåïðåêúñíàòà ëèíèÿ). Êàêòî âèæäàìå, äâåòå
ãðàôèêè ïî÷òè ñúâïàäàò â èíòåðâàëà íà èíòåðïîëàöèÿ [0, π/2], êîåòî îáîñíîâà-
âà ïðèáëèæàâàíåòî íà sin π

5
ñ L3(f ; π

5
).

Ïðèâåæäàìå è ãðàôèêàòà íà àáñîëþòíàòà ãðåøêà (ïî ìîäóë) ïðè ïðèáëè-
æàâàíåòî íà sinx ñ L3(f ;x) â ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë:

0.5 1.0 1.5

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

Äîïóñíàòàòà ãðåøêà, êàêòî ìîæåì äà î÷àêâàìå, âúâ âñè÷êè òî÷êè å íå ïî-
ãîëÿìà îò èçâåäåíàòà îöåíêà

R (x) ≤ 1

24
|ω (x)| :
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0.5 1.0 1.5

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

0.0030

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ãðàôèêèòå íà sinx è L3(f ;x) â èíòåðâàëà [0, π]:

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Êàêòî âèæäàìå, èçâúí ãðàíèöèòå íà èíòåðïîëàöèÿ äâåòå ãðàôèêè ñåðèîçíî ñå
ðàçìèíàâàò.

Äåôèíèöèÿ 14

Êîãàòî èçïîëçâàìå èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì çà ïðèáëèæàâàíå íà ñòîé-
íîñò â èíòåðâàëà, îïðåäåëåí îò èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè, ãîâîðèì çà
èíòåðïîëàöèÿ. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ãîâîðèì çà åêñòðàïîëàöèÿ.

Ïðè åêñòðàïîëàöèÿ íå ìîæåì äà ðàç÷èòàìå íà òîâà, ÷å ùå ïîëó-
÷èì äîáðî ïðèáëèæåíèå. Ïîëèíîìúò íÿìà òî÷êè, çà êîèòî äà ñå ½õâàíå� è
åòî çàùî íÿìà êàê äà î÷àêâàìå íåãîâîòî ïîâåäåíèå äà ñëåäâà òîâà íà ïðèáëè-
æàâàíàòà ôóíêöèÿ.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ãðàôèêèòå íà áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ, êîèòî
íàìåðèõìå â ïðåäõîäíàòà çàäà÷à:

0.5 1.0 1.5

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

l0

l1

l2

l3

Ãðàôèêàòà äîáðå èëþñòðèðà óñëîâèåòî, êîåòî íàëîæèõìå íà áàçèñíèòå ïîëè-
íîìè íà Ëàãðàíæ ïðè òÿõíîòî äåôèíèðàíå � âñåêè îò òÿõ èìà ñòîéíîñò 1 âúâ
âúçåëà, çà êîéòî �îòãîâàðÿ� è 0 âúâ âñè÷êè îñòàíàëè âúçëè.
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Äåôèíèöèÿ 15

Íåêà ñà äàäåíè òî÷êèòå x0 < · · · < xn. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèèòå
ϕ0(x), . . . , ϕn(x) îáðàçóâàò èíòåðïîëàöèîíåí áàçèñ, àêî

ϕi(xj) =

{
0 àêî i 6= j,

1 àêî i = j.

ßñíî å, ÷å àêî ϕ0(x), . . . , ϕn(x) îáðàçóâàò èíòåðïîëàöèîíåí áàçèñ è âúâ ôîð-
ìóëàòà íà Ëàãðàíæ çàìåñòèì áàçèñíèòå ïîëèíîìè li(x) ñ ϕi(x), òî ïîëó÷åíàòà
ôóíêöèÿ ϕ(x) ùå èçïúëíÿâà óñëîâèÿòà ϕ(xi) = yi.

Äðóãè

Òâúðäåíèå 6

Íåêà å äàäåíà äîñòàòú÷íî ãëàäêà ôóíêöèÿ u, îïðåäåëåíà â [a, b]. Ñðåäíî-
àðèòìåòè÷íîòî íà u(a) è u(b) àïðîêñèìèðà u

(
a+b

2

)
ñ ãðåøêà O((b− a)2).

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðåñìÿòàìå ãðåøêàòà íà àïðîêñèìàöèÿ. Íåêà îçíà÷èì h :=
b− a. Òîãàâà

u

(
a+ b

2

)
− 1

2
(u(a) + u(b))

= u

(
a+ b

2

)
− 1

2

(
u

(
a+ b

2

)
− u′

(
a+ b

2

)
h

2
+O(h2) + u

(
a+ b

2

)
+ u′

(
a+ b

2

)
h

2
+O(h2)

)
= O(h2).
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