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Ãëàâà 1

Óâîä

1.1 Êàêâî ïðåäñòàâëÿâàò ÷èñëåíèòå ìåòîäè?

Íàé-îáùî êàçàíî, ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñà òåõíèêè, ÷ðåç êîèòî ìàòåìàòè÷åñêè çà-
äà÷è ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèä, â êîéòî ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè ñ ïîìîùòà íà
àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè. Âúïðåêè ÷å èìà ìíîãî âèäîâå ÷èñëåíè ìåòîäè, òå èìàò
îáùà õàðàêòåðèñòèêà � èçèñêâàò ãîëÿì áðîé àðèòìåòè÷íè ïðåñìÿòàíèÿ. Åòî çà-
ùî òÿõíîòî ïðèëàãàíå ñòàâà ïîñðåäñòâîì èìïëåìåíòèðàíåòî èì â êîìïþòúðíè
ïðîãðàìè.

Îáèêíîâåíî ÷èñëåíèòå ìåòîäè âêëþ÷âàò àïðîêñèìàöèÿ (ò.å. ïðèáëèæåíèå)
íà îðèãèíàëíàòà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à. Åòî çàùî ãîëÿìà ÷àñò îò òÿõ ìîæåì
äà ðàçãëåæäàìå êàòî òåõíèêè çà ïðèáëèæåíîòî ðåøàâàíå íà äàäåíà ìàòå-
ìàòè÷åñêà çàäà÷à ïîñðåäñòâîì àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì ðàçãëåæäàíåòî íà êîíêðåòíè ÷èñëåíè ìåòîäè, íåêà
ðàçãëåäàìå âúïðîñà çàùî èçîáùî å íåîáõîäèìî òÿõíîòî èçïîëçâàíå. Ìàòåìàòè-
êàòà å åçèêúò, íà êîéòî ñå îïèñâàò ïðîöåñèòå îò ñâåòà îêîëî íàñ. Çà äà èçó÷èì
äàäåí ðåàëåí ïðîöåñ èëè äà ðåøèì äàäåíà ïðàêòè÷åñêà çàäà÷à, íèå òðÿáâà äà
îïðåäåëèì êîè ñà îñíîâíèòå õàðàêòåðèñòèêè, êîèòî ãè îïèñâàò � òîâà ñà íÿêàê-
âè âåëè÷èíè, êîèòî äàâàò èíôîðìàöèÿ çà ñúîòâåòíèÿ ïðîöåñ (íàïðèìåð âðåìå,
ñêîðîñò, òåìïåðàòóðà, ñèëà, áúðçîäåéñòâèå íà àëãîðèòúì, êîìïðåñèÿ íà äàííè
è äð.). Âåëè÷èíèòå ñå èçìåðâàò â äàäåíè ìåðíè åäèíèöè, ò.å. èì ñå ñúïîñòàâÿò
íÿêàêâè ÷èñëåíè ñòîéíîñòè. Èçó÷àâàéêè äàäåí ïðîöåñ, íèå èñêàìå äà èçó÷èì
çàâèñèìîñòèòå ìåæäó âåëè÷èíèòå, êîèòî ãî îïèñâàò, êàòî çà öåëòà ñúçäàâàìå è
èçñëåäâàìå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë íà ïðîöåñà.

Íàé-îáùî êàçàíî, ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë å îïèñàíèå íà íÿêàêúâ ðåàëåí
ïðîöåñ èëè ðåàëíà çàäà÷à íà åçèêà íà ìàòåìàòèêàòà. ×åñòî òîâà ñòàâà ÷ðåç
ôóíêöèÿ èëè óðàâíåíèå (èëè ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ), ìíîãî ÷åñòî � äèôåðåíöè-
àëíî, ñâúðçâàùî âåëè÷èíèòå, îïèñâàùè ïðîöåñà. Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë îáà÷å
ìîæå äà ïðåäñòàâëÿâà è äðóã ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò. Íàïðèìåð, èçñëåäâàéêè åä-
íà êîìïþòúðíà ìðåæà, ìîæå äà ñå íàëîæè ðåøàâàíåòî íà çàäà÷à îò òåîðèÿ íà
ãðàôèòå.

Öåëòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå å äà ñå îïèøå äàäåíèÿò ïðîöåñ è
ïî-äîáðå äà ñå ðàçáåðàò ìåõàíèçìèòå, êîèòî ãî îáóñëàâÿò, êàêòî è, åâåíòóàëíî,
äà ñå íàïðàâÿò êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè è/èëè ïðåäâèæäàíèÿ çà áúäåùîòî ìó
ïîâåäåíèå.

×åñòî â ëèòåðàòóðàòà ñå äàâà ñëåäíàòà ñõåìà, îïèñâàùà ìåòîäîëîãèÿòà íà
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ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå:

Äà êîìåíòèðàìå íàêðàòêî åòàïèòå, îïèñàíè â íåÿ.

1. Èìàéêè íÿêàêâà ðåàëíà çàäà÷à, ïúðâîòî, êîåòî òðÿáâà äà íàïðàâèì, å
äà ôîðìóëèðàìå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë, êîéòî äà ÿ îïèñâà. Çà öåëòà
òðÿáâà äà îïðåäåëèì îñíîâíèòå âåëè÷èíè, êîèòî õàðàêòåðèçèðàò ïðîöåñà
(îò ãëåäíà òî÷êà íà ìàòåìàòèêàòà � ïðîìåíëèâè è ïàðàìåòðè), è äà ñúñòà-
âèì ìàòåìàòè÷åñêàòà çàäà÷à, êîÿòî ãè ñâúðçâà (íàïðèìåð äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå, îïòèìèçàöèîííà çàäà÷à è äð.). Âàæíî å äà ñå èìà ïðåäâèä, ÷å
âñåêè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë å åäíà àáñòðàêöèÿ, èäåàëèçàöèÿ íà
ðåàëíèÿ ïðîöåñ. Â íåãî òðÿáâà äà èìà áàëàíñ � îò åäíà ñòðàíà, ìîäå-
ëúò òðÿáâà äîñòàòú÷íî ïîäðîáíî äà îïèñâà ïðîöåñà, òàêà ÷å ðåçóëòàòèòå
îò íåãî äà áúäàò ïîëåçíè, íî, îò äðóãà ñòðàíà, òðÿáâà äà å äîñòàòú÷íî
ïðîñò, çà äà ïîçâîëÿâà ìàòåìàòè÷åñêî èçñëåäâàíå. Âñåêè ìîäåë ñå áàçèðà
íà íÿêàêâè äîïóñêàíèÿ (àáñòðàêöèè), êîèòî ïîçâîëÿâàò îïðîñòÿâàíåòî íà
ðåàëíàòà ñèòóàöèÿ. Ïðè ñúçäàâàíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë èçïîëçâàìå
ôèçè÷åñêè çàêîíè, îáóñëàâÿùè ïðîöåñà, è ìàòåìàòè÷åñêè òåõíèêè, çà äà
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ (èëè äðóãè îáåêòè), ñâúðçâàùè ïðîìåíëèâèòå. Â ñè-
òóàöèè, êîãàòî íå ñà èçâåñòíè ôèçè÷åñêè çàêîíè, êîèòî äà íè ðúêîâîäÿò,
ìîæå äà å íåîáõîäèìî äà ñå ñúáåðàò äàííè îò åêñïåðèìåíòè, íà áàçàòà íà
êîèòî äà ñå ñúñòàâè ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë.

2. Èìàéêè ïðåäâèä, ÷å ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë íà åäèí ïðîöåñ ïðåäñòàâëÿ-
âà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à, âòîðèÿò åòàï å äà ðåøèì òàçè çàäà÷à è äà
ïîëó÷èì ìàòåìàòè÷åñêè çàêëþ÷åíèÿ. Â íàñòîÿùèÿ êóðñ íèå ùå ðàç-
ãëåäàìå èìåííî òåõíèêè, êîèòî ùå ìîæåì äà èçïîëçâàìå â òîçè
åòàï. Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å ïðàêòè÷åñêèòå çàäà÷è âîäÿò òâúðäå
÷åñòî äî ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è, êîèòî íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè ñúñ ñòàí-
äàðòíèòå àíàëèòè÷íè òåõíèêè. Êàêòî çíàåì, äîðè ïðîñòî èçãëåæäàùè àë-
ãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ êàòî ïîëèíîìèàëíèòå óðàâíåíèÿ îò ïåòà è ïî-âèñîêà
ñòåïåí â îáùèÿ ñëó÷àé íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè òî÷íî. Ñúùîòî ñå îòíàñÿ
çà ïîâå÷åòî îïðåäåëåíè èíòåãðàëè è äð. Âúïðåêè òîâà îáà÷å ñúùåñòâóâàò
òåõíèêè çà òÿõíîòî ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå è èìåííî ñ òàêèâà ùå ñå
çàïîçíàåì â êóðñà ïî ×èñëåíè ìåòîäè çà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.
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3. Ñëåä êàòî ñìå ðåøèëè (â íÿêàêúâ ñìèñúë) ìàòåìàòè÷åñêàòà çàäà÷à, ñëåä-
âà äà èíòåðïðåòèðàìå ðåçóëòàòèòå îò ãëåäíà òî÷êà íà ðåàëíèÿ
ïðîöåñ.

4. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ðåçóëòàòèòå çà ðåàëíèÿ ïðîöåñ, êîèòî ïîëó÷èõ-
ìå, ñà ñëåäñòâèå íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ ìîäåë, à íå íà ñàìèÿ ïðîöåñ. Îò äðóãà
ñòðàíà, êàçàõìå, ÷å ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë å åäíà àáñòðàêöèÿ íà ðåàëíèÿ
ïðîöåñ, ò.å. ìîæå è äà íå ãî îïèñâà äîñòàòú÷íî äîáðå. Çàòîâà å íåîáõîäèìî
äà íàïðàâèì ïðîâåðêà äàëè òåçè ðåçóëòàòè ñúîòâåòñòâàò íà ðåàë-
íîñòòà. Àêî òîâà å òàêà, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ìîäåëúò íè å óäà÷åí. Â
ïðîòèâåí ñëó÷àé ñå âðúùàìå â íà÷àëîòî è òðÿáâà äà ìîäèôèöèðàìå ìî-
äåëà òàêà, ÷å òîé äà îòðàçÿâà äåéñòâèòåëíîñòòà ïî-äîáðå. Ñ äðóãè äóìè,
ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå å åäèí èòåðàòèâåí ïðîöåñ.

1.2 Ìîäåëèðàíå ñ äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

Ñëåä êàòî ñå çàïîçíàõìå ñ ìåòîäîëîãèÿòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå, íåêà
äà ñå ôîêóñèðàìå âúðõó ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå ñ äèôåðåíöèàëíè óðàâ-
íåíèÿ. Êàêòî ñïîìåíàõìå, çà äà îïèøåì äàäåí ðåàëåí ïðîöåñ èëè ïðèëîæåí
ïðîáëåì, íèå ñå ñòðåìèì äà íàìåðèì çàâèñèìîñò ìåæäó îñíîâíèòå âåëè÷èíè,
êîèòî ãî õàðàêòåðèçèðàò. Îáèêíîâåíî íåçàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè, êîèòî ó÷àñò-
âàò â ìàòåìàòè÷åñêèÿ ìîäåë, ñà òðèòå ïðîñòðàíñòâåíè ïðîìåíëèâè � x, y, z è
âðåìåòî t.

Íå å òðóäíî äà âèäèì, ÷å íåùàòà îêîëî íàñ ñå èçìåíÿò � êàêòî ñ âðåìåòî,
òàêà è ïðè ïðîìÿíàòà íà òî÷êàòà îò ïðîñòðàíñòâîòî. Îò ìàòåìàòè÷åñêà ãëåäíà
òî÷êà, òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïîâå÷åòî ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íåìèíóåìî ùå ñúäúð-
æàò ïðîèçâîäíè ïî îòíîøåíèå íà âðåìåòî è ïðîñòðàíñòâåíèòå ïðîìåíëèâè èëè
ïî-òî÷íî ùå ïðåäñòàâëÿâàò çàêîíè, ñâúðçâàùè îñíîâíèòå âåëè÷èíè è òåõíèòå
ïðîèçâîäíè . Òîâà ïðàâè åñòåñòâåíî ðàçãëåæäàíåòî íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâ-
íåíèÿ êàòî îñíîâíî ñðåäñòâî íà ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå.

Îò äðóãà ñòðàíà, íà ïðàêòèêà, òðóäíî ìîæå äà ñå íàìåðè îáëàñò îò íàóêà-
òà è òåõíîëîãèèòå, â êîÿòî äà íå ñå èçïîëçâà àïàðàòúò íà ìàòåìàòè÷åñêîòî
ìîäåëèðàíå.
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Â ðåàëíî âðåìå ñå èç÷èñëÿâàò òðàåêòîðèèòå íà ñàòåëèòèòå. Ñàìîëåòíèòå èí-
æåíåðè ñèìóëèðàò îáòè÷àíåòî íà êðèëàòà íà ñàìîëåòà îò âúçäóøíèÿ ïîòîê
è íàïðåæåíèÿòà, âúçíèêâàùè â íåãîâàòà ñòðóêòóðà. Ñòðîèòåëíèòå èíæåíåðè
ñèìóëèðàò ïîâåäåíèåòî íà äàäåíà ñãðàäà ïðè ðàçëè÷íè ñèòóàöèè. Îò èêîíîìè-
÷åñêà ãëåäíà òî÷êà, òåçè êîìþòúðíè ñèìóëàöèè ïîçâîëÿâàò ïåñòåíåòî íà ìèëè-
îíè, òúé êàòî íå å íåîáõîäèìî äà ñå ïðàâÿò ïðîòîòèïè, ÷ðåç êîèòî äà ñå òåñòâàò
âñè÷êè âúçìîæíè ïîâåäåíèÿ íà ñèñòåìàòà.

Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè è êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè ñå ïðàâÿò îùå çà ïðåäâèæ-
äàíèÿ â îáëàñòòà íà ìåòåîðîëîãèÿòà, çà îïèñâàíå íà ðàçëè÷íè ïðîöåñè â ìåäè-
öèíàòà (íàïðèìåð ïîòîêà íà êðúâòà), çà îïàçâàíå íà îêîëíàòà ñðåäà (íàïðèìåð
çà ñèìóëàöèÿ íà ðàçâèòèåòî íà äàäåí ïåòðîëåí ðàçëèâ) è ò.í.

Ðàçáèðà ñå, ñúùåñòâóâàò è äðóãè âèäîâå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè, îñâåí äè-
ôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð â ïîñëåäíèòå ãîäèíè âñå ïîâå÷å ñå ãîâîðè
çà �big data� è ñå ðàçâèâàò àëãîðèòìè çà îáðàáîòêàòà íà òåçè ãîëåìè ìàñèâè
îò äàííè. Âñå ïàê îáà÷å äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ îïèñâàò îãðîìíà ÷àñò îò
âúçíèêâàùèòå ðåàëíè çàäà÷è.

1.3 Êëàñîâå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è çàäà÷è,

êîèòî òå îïèñâàò

Îñíîâíèòå äâà êëàñà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà îáèêíîâåíèòå è ÷àñòíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

1. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ). Òîâà ñà óðàâíåíèÿ,
â êîèòî ó÷àñòâà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà è íåéíèòå ïðî-
èçâîäíè. Íàïðèìåð òúðñèì ôóíêöèÿ u(x) òàêàâà, ÷å

u′′(x) + u′(x) = x+ 1.

Ðàçãëåæäàíåòî íà ÎÄÓ å åñòåñòâåíî íàïðèìåð â ñëåäíèòå ñëó÷àè.

• Ðàçãëåæäàéêè ñòàöèîíàðíîòî ñúñòîÿíèå íà äàäåí ïðîöåñ, âðåìåòî íå
ó÷àñòâà êàòî íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà.

� Àêî ìîäåëèðàìå îáåêò, êîéòî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî åäíîìå-
ðåí (íàïðèìåð êàáåëúò íà èçîáðàæåíèåòî ïî-äîëó, êîéòî å äúëúã
è òúíúê), å åñòåñòâåíî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ äà å íà åäíà íåçà-
âèñèìà (ïðîñòðàíñòâåíà) ïðîìåíëèâà (ò.å. òúðñèì u(x) =?).
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� Ñúùîòî ñå îòíàñÿ è â ñëó÷àÿ, êîãàòî ïðîöåñúò, êîéòî îïèñâàìå,
ñå õàðàêòåðèçèðà ñ îïðåäåëåíà ñèìåòðèÿ. Íàïðèìåð, àêî èìàìå
ðàäèàëíà ñèìåòðèÿ, êàêòî å â ñëó÷àÿ ñ ðàçïðîñòðàíåíèå íà òîï-
ëèíàòà ïî-äîëó, íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ ùå áúäå u(r), êúäåòî r å
ðàçñòîÿíèåòî äî öåíòúðà.

• Äðóãàòà ïðèíöèïíà ñèòóàöèÿ, ïðè êîÿòî íåèçâåñòíîòî å ôóíêöèÿ íà
åäíà ïðîìåíëèâà, å ñëó÷àÿò, êîãàòî ìîäåëèðàìå õîìîãåíåí ïðîöåñ.
Àêî ñðåäàòà å õîìîãåííà, ò.å. èçñëåäâàíàòà âåëè÷èíà íå çàâèñè îò
òî÷êàòà â ïðîñòðàíñòâîòî, åäèíñòâåíàòà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà å
âðåìåòî, ò.å. òúðñèì u(t) =?.

Êàòî ïðèìåð ìîæåì äà äàäåì ïðîöåñèòå â õîìîãåíåí áèîðåàêòîð (âæ.
ñõåìàòà ïî-äîëó). Â íåãî èìà ñèñòåìà çà õîìîãåíèçèðàíå íà ñðåäàòà
(íàïðèìåð áúðêàëêà), êîÿòî îñèãóðÿâà ðàâíîìåðíî äîñòèãàíå íà õðà-
íèòåëíèòå âåùåñòâà äî îðãàíèçìèòå, îòãëåæäàíè â ðåàêòîðà. Òîãàâà
êîíöåíòðàöèÿòà èì ùå çàâèñè ñàìî îò âðåìåòî, íî íå è îò òî÷êàòà â
ïðîñòðàíñòâîòî.
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×åñòî, ïðåäïîëîæåíèåòî çà õîìîãåííîñò ñå ïðàâè êàòî ïúðâî ïðèáëèæåíèå
ïðè ìîäåëèðàíåòî íà äàäåí ðåàëåí ïðîöåñ, êîéòî âñúùíîñò íå å õîìîãåíåí.

2. ×àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (×ÄÓ). Â ÷àñòíèòå äèôåðåíöè-
àëíè óðàâíåíèÿ, êàêòî ïîäñêàçâà èìåòî èì, íåèçâåñòíèòå ñà ôóíêöèè íà
íÿêîëêî ïðîìåíëèâè è ó÷àñòâàò òåõíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè. Íàïðèìåð
òúðñèì ôóíêöèÿ u(x, y) òàêàâà, ÷å

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Íà òîçè åòàï ùå ñå îãðàíè÷èì äî òîâà äà íàïðàâèì êëàñèôèêàöèÿ íà
×ÄÓ, êîèòî ùå ðàçãëåæäàìå â êóðñà, ïî îòíîøåíèå íà ïðîìåíëèâèòå,
ó÷àñòâàùè â íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ. Â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè ó÷àñòâà
âðåìåâàòà ïðîìåíëèâà, èëè íå, ãîâîðèì çà íåñòàöèîíàðíè è ñòàöèîíàðíè
çàäà÷è.

• Ñòàöèîíàðíèòå çàäà÷è (â êîèòî íå ó÷àñòâà âðåìåòî t) áèâàò 2-ìåðíè
(íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ å u(x, y)) è 3-ìåðíè u(x, y, z). Òå îïèñâàò ðàâ-
íîâåñíîòî ñúñòîÿíèå íà äàäåí ïðîöåñ.

• Íåñòàöèîíàðíèòå çàäà÷è îïèñâàò âðåìåâàòà åâîëþöèÿ íà äàäåí ïðî-
öåñ. Òå ìîãàò äà áúäàò 1-, 2- èëè 3-ìåðíè. Ñúîòâåòíî íåèçâåñòíàòà
ôóíêöèÿ å u(x, t), u(x, y, t), u(x, y, z, t).

Ñúùåñòâóâàò îùå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñúñ çàêúñíåíèÿ, èíòåãðî-äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ è äð., íî òå îñòàâàò èçâúí ðàìêèòå íà íàñòîÿùèÿ êóðñ.

1.4 Ïðèìåðè çà ÎÄÓ

Òóê ùå ðàçãëåäàìå ñàìî íÿêîëêî ïðèìåðà çà ÎÄÓ, êîèòî ùå èçïîëçâàìå ïî-
íàòàòúê êàòî ìîäåëíè çàäà÷è, âúðõó êîèòî ùå èçëîæèì è èçñëåäâàìå ðàçãëåæ-
äàíèòå ÷èñëåíè ìåòîäè. Ïîâå÷å ïðèìåðè ñ ïðèëîæíà çíà÷èìîñò ùå ðàçãëåäàìå
â ÷àñòòà �Case Study�. Ðàçíîîáðàçíè ïðèìåðè ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè è â [8].
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• Âàæíà ïðè÷èíà çà çíà÷èìîñòòà íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ å ôàêòúò,
÷å ãîëÿìà ÷àñò îò çàêîíèòå íà ôèçèêàòà, õèìèÿòà è ò.í. ïðåäñòàâëÿâàò
èìåííî äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Êàòî ïðèìåð ùå äàäåì ôóíäàìåíòàë-
íèÿ çàêîí íà Íþòîí, íà êîéòî ñå îñíîâàâà îïèñâàíåòî íà âñÿêî äâèæåíèå
â êëàñè÷åñêàòà ìåõàíèêà:

F (t) = ma(t) =⇒ F (t) = m
d2u

dt2
,

êúäåòîm å ìàñàòà íà äàäåíî òÿëî, F (t) è a(t) ñà ñúîòâåòíî (ðåçóëòàíòíàòà)
ñèëà, äåéñòâàùà âúðõó òÿëîòî, è óñêîðåíèåòî â ìîìåíòà îò âðåìå t, à u(t)
å îòìåñòâàíåòî íà òÿëîòî ñïðÿìî íà÷àëíèÿ ìîìåíò.

È òàêà, Çàêîíúò íà Íþòîí ïðåäñòàâëÿâà åäíî ÎÄÓ îò âòîðè ðåä (ò.å. â
íåãî ó÷àñòâà âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u).

• Ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå íàâëèçà âñå ïîâå÷å â îáëàñòòà íà áèîëîãè-
ÿòà (çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ âæ. íàïðèìåð êëàñè÷åñêàòà ìîíîãðàôèÿ [7]).
Íèå ùå ñå ñïðåì íà äâà êëàñè÷åñêè ìîäåëà (ìîäåëèòå íà Ìàëòóñ è Âåð-
õúëñò), îïèñâàùè ðàçâèòèåòî íà äàäåíà ïîïóëàöèÿ, êàòî ïúðâî ùå èçâåäåì
ìîäåëà íà Ìàëòóñ. Çà öåëòà ùå îçíà÷èì ñ u(t) ÷èñëåíîñòòà íà ïîïóëàöèÿòà
â ìîìåíòà îò âðåìå t. Òîãàâà u(t + ∆t) ùå áúäå ÷èñëåíîñòòà íà ïîïóëà-
öèÿòà â ìîìåíòà îò âðåìå t + ∆t. Èçìåíåíèåòî âúâ âðåìåâèÿ èíòåðâàë
[t, t+ ∆t] ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè â ñëåäíèÿ âèä:

u(t+ ∆t)− u(t) = r∆t u(t), (1.1)

êúäåòî r å êîåôèöèåíòúò íà åñòåñòâåí ïðèðàñò çà åäèíèöà âðåìå. Ìîæåì
äà ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà ∆t:

u(t+ ∆t)− u(t)

∆t
= ru(t) (1.2)

è àêî ïóñíåì ∆t äà êëîíè êúì 0, òî ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ÎÄÓ îò ïúðâè
ðåä ïî îòíîøåíèå íà u:

du

dt
= ru.

Òîâà óðàâíåíèå, êàêòî è âñÿêî äðóãî ÎÄÓ ïðåäñòàâëÿâà çàêîí, ïîêàçâàù
ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå íà òúðñåíàòà ôóíêöèÿ è êàòî òàêîâà èìà áåçá-
ðîé ìíîãî ðåøåíèÿ. Çà äà ìîæåì äà îïðåäåëèì åäíîçíà÷íî åäíî ðåøåíèå,
å íåîáõîäèìî äà íàëîæèì è íà÷àëíî óñëîâèå, ò.å. â ñëó÷àÿ äà ôèêñèðà-
ìå ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà â íà÷àëåí ìîìåíò, â êîéòî òÿ å èçâåñòíà.
Ñúâêóïíîñòòà îò ÎÄÓ è íà÷àëíî óñëîâèå ñå íàðè÷à çàäà÷à íà Êîøè. Â
êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé òÿ èçãëåæäà òàêà

du

dt
= ru, t ∈ (t0,∞)

u(t0) = u0,

êúäåòî u0 å êîíñòàíòà. Ëåñíî ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å

u(t) = u0e
rt

å ðåøåíèå íà ìîäåëà íà Ìàëòóñ. Òî îòêðèâà åäèí ñúùåñòâåí ïðîáëåì
íà òîçè ìîäåë � ïðè r > 0 òîé ïðåäâèæäà íåîãðàíè÷åíî íàðàñòâàíå íà
ïîïóëàöèÿòà, êîåòî, ðàçáèðà ñå, íå å ðåàëèñòè÷íî.
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• Çàêîí íà Âåðõúëñò çà ëîãèñòè÷åí ðàñòåæ. Òîé ñå îñíîâàâà íà èäåÿòà, ÷å
ñúùåñòâóâà ìàêñèìàëíà ÷èñëåíîñò K, êîÿòî æèçíåíàòà ñðåäà ìîæå äà
ïîääúðæà. Ñëåäîâàòåëíî, àêî u = K, òî ïîïóëàöèÿòà íå áè òðÿáâàëî äà
ñå èçìåíÿ ïîâå÷å, ò.å. du/dt = 0 ïðè u = K. Òÿ òðÿáâà äà íàìàëÿâà ïðè
u > K è äà ðàñòå ïðè u < K. Òåçè íàáëþäåíèÿ ñå îïèñâàò îò ìîäåëà

du

dt
= ru(K − u), t ∈ (t0,∞)

u(t0) = u0.

Òî÷íîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè å

u(t) =
Ku0e

Krt

K + u0(eKrt − 1)
.

Çàäà÷à 1. Äàäåíè ñà äàííè çà ðàçâèòèå íà áèîëîãè÷íàòà ïîïóëàöèÿ Paramecium
aurelia:

áðîé äíè 0 2 4 6 8 10 12 14
áð. Paramecium aurelia (â êàïêà) 4 10 46 66 70 69 71 71

Äà ñå ïðèáëèæàò, êàòî ñå èçïîëçâà:

• ìîäåëúò íà Ìàëòóñ ñ êîåôèöèåíò íà ïðèðàñò r = 0.55;

• ìîäåëúò íà Âåðõúëñò ñ êîåôèöèåíò íà ïðèðàñò r = 0.012.

Ðåøåíèå. Îò äàííèòå â òàáëèöàòà ìîæå äà ñå çàáåëåæè, ÷å â íà÷àëíèÿ ìîìåíò
å èçïúëíåíî u(0) = 4 èëè ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî òî÷íî ðåøåíèå çà ìîäåëà íà
Ìàëòóñ u(t) = 4e0.55t, òúé êàòî r = 0.55.

In[27]:= plot1 = ListPlot@880, 4<, 82, 10<, 84, 46<, 86, 66<, 88, 70<, 810, 69<, 812, 71<, 814, 71<, 816, 71<<, PlotStyle ® RedD;
plot2 = Plot@4*E^ H0.55* tL, 8t, 0, 16<D;
Show@plot1, plot2D

Out[29]=
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Ïðè ìîäåëà íà Âåðõúëñò òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì ìàêñèìàëíàòà ÷èñëåíîñò íà
ïîïóëàöèÿòà, êîÿòî ìîæå äà ïîääúðæà æèçíåíàòà ñðåäà. Îò äàííèòå ìîæå äà
ñå âèäè, ÷å òÿ å K = 71, òúé êàòî ìèêðîîðãàíèçìèòå äîñòèãàò òàçè ìàêñèìàëíà
÷èñëåíîñò è ñëåä òîâà íå íàðàñòâàò ïîâå÷å.
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In[82]:= plot3 = Plot@H71*4*E^ H71*0.012* tLL � H71 + 4* HE^ H71*0.012* tL - 1LL, 8t, 0, 16<, PlotRange ® AllD;
Show@plot3, plot1D

Out[83]=
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Ãëàâà 2

×èñëåíè ìåòîäè çà ÎÄÓ îò ïúðâè

ðåä

Òâúðäå ìàëêî ÎÄÓ, âúçíèêâàùè â ïðàêòèêàòà, ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè àíàëè-
òè÷íî. Òàêèâà ñà íàïðèìåð óðàâíåíèÿòà ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, ëèíåéíèòå
óðàâíåíèÿ è äð. (çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ � âæ. [2, 8]). Åòî çàùî íàé-÷åñòî çà òÿõ-
íîòî ðåøàâàíå å íåîáõîäèìî èçïîëçâàíåòî íà ÷èñëåíè ìåòîäè. Åäèí íà÷èí çà
÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà ÎÄÓ å äà ïðèáëèæèì ïðîèçâîäíèòå â äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå ïî ïîäõîäÿù íà÷èí.

2.1 Ïðèáëèæàâàíå íà ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿ íà

åäíà ïðîìåíëèâà.

Ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿ ìîæå äà áúäå äåôèíèðàíà êàòî

f ′(t) = lim
∆t→0

f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
.

Òàçè äåôèíèöèÿ íå å âúçìîæíî äà ñå ðåàëèçèðà â êîìïþòúðíàòà àðèòìåòèêà,
òúé êàòî âñè÷êè ÷èñëà â êîìïþòúðà ñå ïðåäñòàâÿò ñ îïðåäåëåí áðîé çíà÷å-
ùè öèôðè ñëåä äåñåòè÷íàòà òî÷êà. Ñëåäîâàòåëíî áèõìå ìîãëè äà ïðèáëèæèì
ïðîèçâîäíàòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

f ′(t) ≈ f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
, (2.1)

êàòî èçáåðåì ∆t äà áúäå ôèêñèðàíî ìàëêî ÷èñëî (íàïðèìåð ∆t = 0.001).
Àêî ïîëîæèì ôîðìàëíî ∆t = −∆s âúâ ôîðìóëà (2.1), òî ùå ïîëó÷èì äðóã

íà÷èí çà ïðèáëèæàâàíå íà ïðîèçâîäíà:

f ′(t) ≈ f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
=
f(t−∆s)− f(t)

−∆s
=
f(t)− f(t−∆s)

∆s

èëè

f ′(t) ≈ f(t)− f(t−∆t)

∆t
. (2.2)

Êàòî ñúáåðåì ôîðìóëèòå (2.1) è (2.2), ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî:

f ′(t) ≈ f(t+ ∆t)− f(t−∆t)

2∆t
. (2.3)
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Çàäà÷à 2. Äà ñå ïðèáëèæè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = ex â èíòåðâàëà
[0, 10], êàòî ñå èçïîëçâàò ôîðìóëè (2.1), (2.2) èëè (2.3). Äà ñå íà÷åðòàÿò íà
åäíà ãðàôèêà ïðîèçâîäíàòà è íåéíèòå ïðèáëèæåíèÿ ïðè ∆t = 0.5, ∆t = 0.001
è ∆t = 10−15.

Ðåøåíèå. Íà ãðàôèêèòå ïî-äîëó ñà èçîáðàçåíè ïðîèçâîäíàòà íà ex (ò.å. ex) â
ñèíüî è ïðèáëèæåíèÿòà �è, èçïîëçâàéêè ñúîòâåòíî ôîðìóëè (2.1), (2.2) è (2.3) ñ
∆t = 0.5, â îðàíæåâî:

◼ (f[t+Δt]-f[t])/Δt

In[81]:= Δt = 0.5;

f[t_] = Exp[t];

DerF[t_] = D[f[t], t];

plotd1 = Plot[{DerF[t], (f[t +Δt] - f[t]) /Δt}, {t, 0, 10}];

◼ (f[t] - f[t-Δt])/Δt

In[85]:= plotd2 = Plot[{DerF[t], (f[t] - f[t -Δt]) /Δt}, {t, 0, 10}];

◼ (f[x+Δt] - f[x-Δt])/(2Δt)

In[86]:= plotd3 = Plot[{DerF[t], (f[t +Δt] - f[t -Δt]) / (2Δt)}, {t, 0, 10}];

In[87]:= GraphicsRow[{plotd1, plotd2, plotd3}]

Out[87]=
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Çà ∆t = 0.05 ôîðìóëà (2.3) äà äàâà íàé-äîáðà àïðîêñèìàöèÿ íà ex. Ñúùî òàêà â
ñëó÷àÿ ôîðìóëà (2.1) ïðèáëèæàâà îòãîðå ôóíêöèÿòà, à ôîðìóëà (2.2) � îòäîëó.
Çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ, àêî ôîðìóëà (2.1) ïðèáëèæàâà ôóíêöèÿòà îòãîðå â
äàäåí èíòåðâàë, òî ôîðìóëà (2.2) ùå ÿ ïðèáëèæàâà îòäîëó.

Ñåãà äà âèäèì êàêâî ñå ñëó÷âà çà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ∆t. Îò äåôèíèöè-
ÿòà íà ïðîèçâîäíà ñëåäâà, ÷å ïðè íàìàëÿâàíå íà ∆t áè òðÿáâàëî äà ñå ïîëó÷è
ïî-äîáðî ïðèáëèæåíèå (â äåôèíèöèÿòà çà ïðîèçâîäíà ∆t→ 0). Ðåçóëòàòèòå îò
åêñïåðèìåíòèòå çà ∆t = 0.5, ∆t = 0.001 è ∆t = 10−15 ñà ïîêàçàíè ïî-äîëó:
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◼ Δt=0.5

In[8]:= plotStep5 = Plot[{DerF[t], (f[t + 0.5] - f[t]) / 0.5}, {t, 0, 10}];

◼ Δt=0.001

In[9]:= plotStep001 = Plot[{DerF[t], (f[t +0.001] - f[t]) / 0.001}, {t, 0, 10}];

◼ Δt=10^(-15)

In[10]:= plotStepMin15 = Plot[{DerF[t], (f[t +10^(-15)] - f[t]) / 10^(-15)}, {t, 0, 10}];

In[54]:= GraphicsRow[{plotStep5, plotStep001, plotStepMin15}]

Out[54]=
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Íàìàëÿâàíåòî íà ãðåøêàòà ñå çàáåëÿâà íà ïúðâèòå äâå ãðàôèêè. Íî ïðè ∆t =
10−15 ïîëó÷åíîòî ïðèáëèæåíèå íå å äîáðî. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å ÷èñëàòà â
êîìïþòúðà ñå ïðåäñòàâÿò ñ ôèêñèðàí áðîé çíà÷åùè öèôðè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
ãðåøêàòà ïúðâîíà÷àëíî ùå íàìàëÿâà ïðè íàìàëÿâàíå íà ñòúïêàòà, íî êîãàòî
ìàøèííàòà òî÷íîñò áúäå äîñòèãíàòà (è ñëåäîâàòåëíî íàìàëÿâàíåòî íà ñòúïêàòà
íå ìîæå ïîâå÷å äà ïîäîáðÿâà òî÷íîñòòà), ãðåøêàòà ùå çàïî÷íå äà ðàñòå çàðàäè
óâåëè÷àâàíåòî íà áðîÿ íà îïåðàöèèòå. Òîâà å è ïðè÷èíàòà çà ïîÿâàòà íà �øóìà�
íà òðåòàòà ãðàôèêà.

2.2 Àáñîëþòíà è îòíîñèòåëíà ãðåøêà. Ïîëèíîì

íà Òåéëúð è îöåíêà íà ãðåøêàòà.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå, ïîâå÷åòî ÷èñëåíèòå ìåòîäè âêëþ÷âàò íÿêàêâà àïðîêñèìà-
öèÿ. Åòî çàùî ðàçáèðàíåòî íà èäåÿòà çà ãðåøêà å îò ìíîãî ãîëÿìà âàæíîñò çà
åôåêòèâíîòî èì èçïîëçâàíå. Íåêà äà âúâåäåì ñëåäíèòå äåôèíèöèè:

Äåôèíèöèÿ 1. Àáñîëþòíà ãðåøêà íàðè÷àìå ðàçëèêàòà ìåæäó òî÷íàòà è
ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò ïðè äàäåíà àïðîêñèìàöèÿ:

εa := exact value− approximation.

Äåôèíèöèÿ 2. Îòíîñèòåëíà ãðåøêà äåôèíèðàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

εr :=
exact value− approximation

exact value
=

εa
exact value

.

Çàäà÷à 3. Ïðåñìåòíåòå àáñîëþòíèòå è îòíîñèòåëíèòå ãðåøêå çà çàäà÷à 2.

Ðåøåíèå. Àáñîëþòíèòå è îòíîñèòåëíèòå ãðåøêè ïðè èçïîëçâàíåòî íà ôîðìóëè
(2.1), (2.2), (2.3) ñ ∆t = 0.001 çà ïðèáëèæåíèå íà ôóíêöèÿòà ex ñà èçîáðàçåíè
íà ãðàôèêèòå
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◼ (f[t+Δt] - f[t])/Δt

In[114]:= Δt = 0.001;

absErrorD1 = Plot[DerF[t] - (f[t +Δt] - f[t]) /Δt, {t, 0, 10}];

relErrorD1 = Plot[(DerF[t] - (f[t +Δt] - f[t]) /Δt) / DerF[t], {t, 0, 10}];

◼ (f[t] - f[t-Δt])/Δt

In[117]:= absErrorD2 = Plot[DerF[t] - (f[t] - f[t -Δt]) /Δt, {t, 0, 10}];

relErrorD2 = Plot[(DerF[t] - (f[t] - f[t -Δt]) /Δt) / DerF[t], {t, 0, 10}];

◼ (f[t+Δt] - f[t-Δt])/(2Δt)

In[119]:= absErrorD3 = Plot[DerF[t] - (f[t +Δt] - f[t -Δt]) / (2Δt), {t, 0, 10}];

relErrorD3 = Plot[(DerF[t] - (f[t +Δt] - f[t -Δt]) / (2Δt)) / DerF[t], {t, 0, 10}];

In[121]:= GraphicsRow[{absErrorD1, absErrorD2, absErrorD3}]

Out[121]=
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In[122]:= GraphicsRow[{relErrorD1, relErrorD2, relErrorD3}]

Out[122]=
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Ïðè åäíà è ñúùà ñòîéíîñò íà ∆t ôîðìóëà (2.3) äàâà íàé-ìàëêà àáñîëþòíà è
îòíîñèòåëíà ãðåøêà, ò.å. òÿ ïðèáëèæàâà íàé-äîáðå ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿ.

×åñòî, êàòî èçìåðâàòåë çà ãðåøêàòà â äàäåí èíòåðâàë, ñå èçïîëçâà ìàêñè-
ìàëíà àáñîëþòíà ãðåøêà � êîëêî íàé-ìíîãî ñå ðàçëè÷àâà ôóíêöèÿòà îò íåéíî-
òî ïðèáëèæåíèå â äàäåí èíòåðâàë. Â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé àáñîëþòíàòà ãðåøêà
å íàé-ãîëÿìà â äåñíèÿ êðàé íà èíòåðâàëà. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å ôóíêöèÿòà
ex ðàñòå ìíîãî áúðçî. Îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà (èëè ïðîöåíòíàòà ãðåøêà) îáà÷å
å ïðèáëèçèòåëíî åäíàêâà çà öåëèÿ èíòåðâàë.

Àáñîëþòíàòà è îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà ïðåäñòàâëÿâàò äîáðè èçìåðèòåëè çà
òîâà êîëêî å äîáðî åäíî ïðèáëèæåíèå. Â åäíà ðåàëíà çàäà÷à îáà÷å îáèêíîâå-
íî å íåâúçìîæíî äà ãè ïðåñìåòíåì, òúé êàòî òî÷íîòî ðåøåíèå íå å èçâåñòíî.
Çàòîâà å âàæíî äà ìîæåì äà îöåíèì ãðåøêàòà, êîÿòî äîïóñêàìå ïðè äàäåíà àï-
ðîêñèìàöèÿ. ×åñòî â ÷èñëåíèòå ìåòîäè çà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ çà îöåíêà
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îò òîçè âèä ñå èçïîëçâà ðåä íà Òåéëúð, òúé êàòî ìíîãî ôóíêöèè ìîãàò äà ñå
ïðåäñòàâÿò ÷ðåç ðàçâèòèåòî ñè â ðåä íà Òåéëúð

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k, (2.4)

êúäåòî x0 å òî÷êàòà, îêîëî êîÿòî ðàçâèâàìå. Òàçè ôîðìóëà íå å âúçìîæíî äà
ñå ðåëèçèðà íà êîìïþòúð, òúé êàòî â íåÿ èìà ñóìà ñ áåçáðîé ìíîãî ñúáèðàåìè.
Òîâà, êîåòî áèõìå ìîãëè äà íàïðàâèì, å äà ïðèáëèæèì ôóíêöèÿòà ñ ïîëèíîì
îò äîñòàòú÷íî ãîëÿìà ñòåïåí.

Çàäà÷à 4. Ïðèáëèæåòå ôóíêöèÿòà x sinx cosx â èíòåðâàëà [0, 10], êàòî èçïîë-
çâàòå ïîëèíîì íà Òåéëúð îò ñòåïåí 2, 3, 4 îêîëî x0 = 5. Íà÷åðòàéòå ôóíêöèÿòà
è ïðèáëèæåíèÿòà íà åäíà ãðàôèêà.

Ðåøåíèå. Çà öåëòà áèõìå ìîãëè äà èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ êîä:

In[47]:= f[x_] := Sin[x]*Cos[x]*x

Df1[x_] = D[f[x], {x, 1}];

Df2[x_] = D[f[x], {x, 1}];

Df3[x_] = D[f[x], {x, 1}];

p2[x_, x0_] := f[x0]+f'[x0] (x -x0)+f''[x0] (x -x0)^2 2!

p3[x_, x0_] := p2[x, x0]+f'''[x0] (x -x0)^3 3!

p4[x_, x0_] := p3[x, x0]+f''''[x0] (x -x0)^4 4!

Plot[{p2[x, 5], p3[x, 5], p4[x, 5], f[x]}, {x, 0, 10},

PlotLegends → {"p2(x)", "p3(x)", "p4(x)", "f(x)"},

PlotStyle → Table[Thickness[0.01], {i, 4}]]

Out[54]=
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Òîâà, êîåòî å âàæíî äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè óâåëè÷àíå íà ñòåïåíòà íà ïîëèíîìà,
òîé ñå ½çàëåïâà� âñå ïî-äîáðå çà ôóíêöèÿòà îêîëî òî÷êàòà, â êîÿòî ðàçâèâàìå.

Äðóã èíòåðåñåí âúïðîñ å êàêâî ñå ñëó÷âà, àêî x0 ñå ïðîìåíÿ. Îòãîâîð íà
òîçè âúïðîñ äàâàò ñëåäâàùèòå ãðàôèêè. Íà òÿõ å èçîáðàçåíà ôóíêöèÿòà (â
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îðàíæåâî) ïîëèíîìà íà Òåéëúð îò âòîðà ñòåïåí, ïîñòðîåí ñ ðàçâèòèå îêîëî
òî÷êèòå x0 = 2.5, x0 = 5 è x0 = 7.5 (â ñèíüî):

In[58]:= GraphicsRow[{Plot[{p2[x, 2.5], f[x]}, {x, 0, 10}, PlotRange → {{0, 10}, {-20, 20}}],

Plot[{p2[x, 5], f[x]}, {x, 0, 10}, PlotRange → {{0, 10}, {-20, 20}}],

Plot[{p2[x, 7.5], f[x]}, {x, 0, 10}, PlotRange → {{0, 10}, {-20, 20}}]}]

Out[58]=
2 4 6 8 10

-20

-10

0

10

20

2 4 6 8 10

-20

-10

0

10

20

2 4 6 8 10

-20

-10

0

10

20

Îò ãðàôèêèòå ìîæå äà ñå çàêëþ÷è, ÷å àïðîêñèìàöèÿòà å íàé-äîáðà çà òî÷êè,
êîèòî ñà áëèçî äî òî÷êàòà x0 (êàòî â íåÿ ãðåøêàòà å 0). Ñëåäîâàòåëíî, àêî èñ-
êàìå äà ïîëó÷èì äîáðè ðåçóëòàòè â äàäåí èíòåðâàë, å äîáðà èäåÿ äà ðàçâèâàìå
îêîëî ñðåäàòà íà òîçè èíòåðâàë.

Ñëåä òîçè êðàòúê îáçîð âúðõó ôîðìóëàòà íà Òåéëúð, ñìå ãîòîâè äà ïðåìè-
íåì êúì òåìàòà çà îöåíêà íà ãðåøêàòà.

Çàäà÷à 5. Íàìåðåòå îöåíêà çà àáñîëþòíàòà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèèòå â çà-
äà÷à 2.

Ðåøåíèå. Ïúðâî, ùå èçâåäåì òðè òåîðåòè÷íè îöåíêè íà ãðåøêàòà. Çà öåëòà,
ùå íàìåðèì ðàçëèêàòà ìåæäó òî÷íîòî è ïðèáëèæåíåòî ðåøåíèå è ùå ðàçâèåì
â ðåä íà Òåéëúð îêîëî òî÷êàòà t. Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå îöåíêè
çà ôîðìóëè (2.1), (2.2) è (2.3):

err1 = f ′(t)− f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
= f ′(t)− f(t) + ∆tf ′(t) +O(∆t2)− f(t)

∆t
= O(∆t)

err2 = f ′(t)− f(t)− f(t−∆t)

∆t
= f ′(t)− f(t)− (f(t)−∆tf ′(t) +O(∆t2))

∆t
= O(∆t)

err3 = f ′(t)− f(t+ ∆t)− f(t−∆t)

∆t
= O(∆t2)

Àáñîëþòíàòà ãðåøêà, êîÿòî ïîëó÷àâàìå çà ôîðìóëè (2.1) è (2.2), å O(∆t). Òîâà
îçíà÷àâà, ÷å àêî íàìàëèì ∆t äåñåò ïúòè, ãðåøêàòà ùå íàìàëåå îò ïîðÿäúêà
íà 10 ïúòè. Çà äà âåðèôèöèðàìå òîçè òåîðåòè÷åí ðåçóëòàò, íåêà äà íà÷åðòàåì
ãðàôèêèòå íà àáñîëþòíèòå ãðåøêè ïðè ∆t = 0.001, ∆t = 0.0001, ∆t = 0.000001,

In[47]:= f[x_] := E^x

absErrorD1Step001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.001] - f[t]) / 0.001, {t, 0, 10}];

absErrorD1Step0001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.0001] - f[t]) / 0.0001, {t, 0, 10}];

absErrorD1Step000001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.000001] - f[t]) / 0.000001, {t, 0, 10}];

GraphicsRow[{absErrorD1Step001, absErrorD1Step0001, absErrorD1Step000001}]

Out[51]=
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å àáñîëþòíàòà ãðåøêà ïðè àïðîêñèìèðàíå íà ïðî-
èçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà ñ ôîðìóëàòà (2.3) å O(∆t2). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî
íàìàëèì ∆t äåñåò ïúòè, ãðåøêàòà ùå íàìàëåå îò ïîðÿäúêà íà 100 ïúòè. Ïðè
∆t = 0.001, ∆t = 0.0001, ∆t = 0.00001 ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ãðàôèêè çà àáñî-
ëþòíàòà ãðåøêà:

In[60]:= absErrorD3Step001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.001] - f[t - 0.001]) / 0.002, {t, 0, 10}];

absErrorD3Step0001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.0001] - f[t - 0.0001]) / 0.0002, {t, 0, 10}];

absErrorD3Step00001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.00001] - f[t - 0.00001]) / 0.00002, {t, 0, 10}];

GraphicsRow[{absErrorD3Step001, absErrorD3Step0001, absErrorD3Step00001}]

Out[63]=
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Ðàçáèðà ñå, òóê å ìÿñòîòî äà îòáåëåæèì, ÷å àêî èçáåðåì ìíîãî ìàëêî ∆t ãðåø-
êèòå îò çàêðúãëÿâàíå ùå çàïî÷íàò äà äîìèíèðàò íàä òî÷íîñòòà íà àïðîêñèìà-
öèÿòà.

2.3 Çàäà÷à íà Êîøè çà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä. Îáùà

òåîðèÿ.

Çàïî÷âàìå èçó÷àâàíåòî íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ ñ òåçè çà ðåøàâàíå íà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä, ò.å. ùå ðàçãëåæäàìå ÎÄÓ
îò âèäà

du

dt
= f(t, u(t)).

Óðàâíåíèÿ îò ïî-âèñîê ðåä ìîæåì äà ñâåäåì äî òàêèâà îò ïúðâè ðåä ÷ðåç
ïîëàãàíå. Íàïðèìåð Çàêîíúò íà Íþòîí

d2u

dt2
=
F (t)

m

ìîæå äà ñå ñâåäå äî ñèñòåìà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä ÷ðåç ïîëàãàíåòî du/dt = v.
Ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà

du

dt
= v,

dv

dt
=
F (t)

m
.

Îò äðóãà ñòðàíà, ñèñòåìè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî
åäíî âåêòîðíî óðàâíåíèå. Ãîðíèÿ ïðèìåð ìîæåì äà çàïèøåì âúâ âèäà

d

dt

[
u
v

]
=

[
v

F (t)/m

]
èëè îùå

du

dt
= f(t,u(t)),
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êúäåòî u = (u, v)T ∈ R2 å âåêòîð è f(t,u) = (v, F (t)/m)T å âåêòîðíà ôóíêöèÿ
f : R× R2 → R2.

Êàçàíîòî äîòóê íè äàâà îñíîâàíèå äà ðàçãëåæäàìå èìåííî óðàâíåíèÿ îò
ïúðâè ðåä. Îáùèÿò èì âèä å

du

dt
= f(t,u(t)),

êúäåòî u ∈ Rn è f : R× Rn → Rn.
ßñíî å, ÷å àêî åäíà ôóíêöèÿ u(t) å ðåøåíèå íà äàäåíî ÎÄÓ, òî è âñÿêà

ôóíêöèÿ îò âèäà v(t) = u(t) + c çà íÿêîÿ êîíñòàíòà c ùå å ðåøåíèå, òúé êàòî
u′(t) ≡ v′(t). Òîãàâà, çà äà áúäå ðåøåíèåòî îïðåäåëåíî åäíîçíà÷íî, å íåîáõîäèìî
(ìàêàð è íå äîñòàòú÷íî) äà çíàåì ïîíå åäíà òî÷êà îò íåãî.

È òàêà, îáùàòà çàäà÷à, êîÿòî ùå ðàçãëåæäàìå, å ò.íàð. çàäà÷à íà
Êîøè:

du

dt
= f(t,u(t)), t ∈ (t0,+∞)

u(t0) = u0.

Ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè íàðè÷àìå íåïðåêúñíàòî äèôåðåíöèðóåìà
ôóíêöèÿ u : R→ Rn, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî è íà÷àëíîòî óñëîâèå.

2.4 Èäåÿ íà äèôåðåí÷íèòå ìåòîäè çà çàäà÷àòà íà

Êîøè çà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä

Êàêòî êàçàõìå, íàé-îáùî, çàäà÷àòà íà Êîøè çà îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå èëè ñèñòåìà îò ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä èìà âèäà

du

dt
= f(t,u(t)), t ∈ (t0,+∞),

u(t0) = u0,
(2.5)

êúäåòî â îáùèÿ ñëó÷àé íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u(t) å âåêòîðíà ôóíêöèÿ u : R→
Rn. Ùå ïðèåìàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : R× Rn → Rn å äîñòàòú÷íî ãëàäêà, òàêà ÷å
ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè (2.5) è ìîãàò äà áúäàò
íàïðàâåíè èçïîëçâàíèòå ïî-íàòàòúê Òåéëúðîâè ðàçâèòèÿ íà f.

Êîìïþòúðúò, ðàçáèðà ñå, íå ìîæå äà ïðàâè áåçêðàéíè ïðåñìÿòàíèÿ. Ñ äðóãè
äóìè, òðÿáâà äà çíàåì äîêîãà äà èíòåãðèðàìå.

• Â íÿêîè çàäà÷è ùå èñêàìå äà íàìåðèì ðåøåíèåòî â ïðåäâàðèòåëíî èçâåñ-
òåí èíòåðâàë t ∈ [t0, T ].

• Â äðóãè çàäà÷è ìîæå äà èñêàìå äà èíòåãðèðàìå, äîêàòî å èçïúëíåíî ïðåä-
âàðèòåëíî çàäàäåíî óñëîâèå, íàïðèìåð äîêàòî ñòîéíîñòòà íà u ñòàíå 0.

• Â íÿêîè ïðîáëåìè èñêàìå äà çíàåì êàêâî å ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà ïðè
t→∞. Â òîçè ñëó÷àé òðÿáâà äà èíòåãðèðàìå äîòîãàâà, êîãàòî ñòàíå ÿñíî
êàêâî å ïîâåäåíèåòî çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè âðåìåíà. Çàñåãà ùå îñòàâèì
òîçè äîñòà îáù îòãîâîð çà òîçè ñëó÷àé è ùå ñå âúðíåì íà íåãî ïî-êúñíî.
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Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ïðîìåíëèâèòå t è u ñà íåïðåêúñíàòè. Íàøàòà öåë
ùå áúäå äà ãè çàìåíèì ñ äèñêðåòíè, òàêà ÷å çàäà÷àòà äà áúäå ñâåäåíà äî àë-
ãåáðè÷íà è ñëåäîâàòåëíî äà ìîæå äà áúäå ðåøåíà ñ ïîìîùòà íà ñòàíäàðòíè
÷èñëåíè ìåòîäè. Îñíîâíèÿò âúïðîñ å êàê òàçè ½çàìÿíà� äà ñå íàïðàâè òàêà,
÷å äà ïîëó÷èì äîáðî ïðèáëèæåíèå íà ðåøåíèåòî íà îðèãèíàëíàòà çàäà÷à íà
Êîøè.

Âúâåæäàìå ìðåæàòà

ωh = {ti = t0 + ih, i = 0, n, n = (T − t0)/h}.

Ùå òúðñèì ïðèáëèæåíèòå ñòîéíîñòè íà ðåøåíèåòî èìåííî â òî÷êèòå îò òàçè
ìðåæà. Ñòîéíîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â òî÷êàòà ti ùå áåëåæèì ñ yi, ò.å.
èñêàìå

yi ≈ u(ti) = ui.

æ

æ

æ

æ

t0 t1 ti tn
h

yi

Çà ïîñòðîÿâàíå íà ÷èñëåíà ñõåìà çà íàìèðàíå íà ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî
ðåøåíèå ìîæåì äà ïîäõîäèì, êàòî ïðèáëèæèì ïðîèçâîäíàòà â îðèãèíàëíàòà
äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à (2.5), èçïîëçâàéêè íÿêîÿ îò ôîðìóëèòå (2.1), (2.2) èëè
(2.3).

2.5 Ìåòîäè íà Îéëåð

2.5.1 ßâåí è íåÿâåí ìåòîä íà Îéëåð

ßâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð å íàé-ïðîñòèÿò ìåòîä çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà ÎÄÓ.
Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà (2.1), êîÿòî å èçâåñòíà êàòî ôîðìóëà çà ÷èñëåíî äè-
ôåðåíöèðàíå ñ ðàçëèêà íàïðåä:

u′(ti) ≈
u(ti + h)− u(ti)

h
=
u(ti+1)− u(ti)

h
.

È òàêà áèõìå ìîãëè äà ïðèáëèæèì äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à (2.5) âúðõó ìðå-
æàòà ωh ñ àëãåáðè÷íàòà çàäà÷à

yi+1 − yi
h

= f(ti, yi), i = 0, n− 1,

y0 = u0.

Òîãàâà çà ïðåñìÿòàíèÿòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñõå-
ìàòà

y0 = u0, yi+1 = yi + hf(ti, yi), i = 0, n− 1. (2.6)
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Çàäà÷à 6. Êàòî èçïîëçâàòå ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð, ðåøåòå ìîäåëíîòî óðàâíå-
íèå

du

dx
= −10u, 0 < x ≤ 1,

u(0) = 1

ïðè n = 4, 20, 100 è ñðàâíåòå ñ òî÷íîòî ðåøåíèå

u(x) = e−10x.

Ðåøåíèå. Çà êîíêðåòíàòà çàäà÷à, (2.6) äîáèâà âèäà

y0 = 1, yi+1 = yi − 10hyi, i = 0, n− 1.

Èìïëåìåíòèðàìå ÷èñëåíàòà ñõåìà â Mathematica.
In[137]:= explicitEulerMP[n_] := (

h = 1/ n;

y = Table[0, {n + 1}];

y[[1]] = 1;

For[i = 1, i < n + 1, i++,

y[[i + 1]] = y[[i]] - 10.* h* y[[i]]

];

y

)

Êàòî èçïîëçâàìå ðåàëèçèðàíàòà ôóíêöèÿ, ùå èçîáðàçèì ðåøåíèÿòà çà ðàç-
ëè÷íè ñòîéíîñòè íà n.

In[51]:= Animate[

exact[x_] := E^(-10 x);

plotExact = Plot[exact[x], {x, 0, 1}, PlotStyle → Red, PlotRange → All];

times = Table[i* 1/ n, {i, 0, n}];

appr = explicitEuler[n];

plotAppr = ListPlot[Transpose[{times, appr}], PlotMarkers → ●];

plotError = ListPlot[Transpose[{times, exact[times] - appr}], PlotRange → {{0, 1}, {0, 1}}, PlotMarkers → ●];

GraphicsRow[{Show[plotExact, plotAppr], plotError}],

{n, 4, 100, 4}]

Ðåøåíèÿòà çà n = 4, 10, 100 ñà ïîêàçàíè ïî-äîëó, êàòî ÷åðâåíàòà êðèâà èçîá-
ðàçÿâà òî÷íîòî ðåøåíèå.
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äîëó:
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Âèæäàìå, ÷å ñ óâåëè÷àâàíå íà áðîÿ íà âúçëèòå ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå çàïî÷âà
äà ñå ïðèáëèæàâà êúì òî÷íîòî è ñúîòâåòíî àáñîëþòíàòà ãðåøêà ïî ìîäóë íà-
ìàëÿâà. Òîâà èëþñòðèðà ïúðâîòî âàæíî ñâîéñòâî, êîåòî èñêàìå äà ïðèòåæàâà
äàäåí ÷èñëåí ìåòîä � äà áúäå ñõîäÿù êúì òî÷íîòî ðåøåíèå, ò.å. ïðè n→∞
ãðåøêàòà äà êëîíè êúì 0.

Íåÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð ñå îñíîâàâà íà ôîðìóëàòà (2.2) çà ÷èñëåíî
äèôåðåíöèðàíå ñ ðàçëèêà íàçàä

u′(ti) ≈
u(ti)− u(ti − h)

h
=
u(ti)− u(ti−1)

h
.

Ñëåäîâàòåëíî àïðîêñèìàöèÿòà íà (2.5) èìà âèäà

yi − yi−1

h
= f(ti, yi), i = 1, n,

y0 = u0.

Òîãàâà çà ïðåñìÿòàíèÿòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñõå-
ìàòà

y0 = u0, yi = yi−1 + hf(ti, yi), i = 1, n. (2.7)

Çà äà ïîëó÷èì ñòîéíîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â ti, òðÿáâà äà ðåøèì
åäíî (â îáùèÿ ñëó÷àé íåëèíåéíî) óðàâíåíèå îòíîñíî yi, òúé êàòî yi ó÷àñòâà è
â äÿñíàòà ñòðàíà.

Çàäà÷à 7. Äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè îò çàäà÷à 6, êàòî ñå èçïîëçâà íåÿâíèÿò
ìåòîä íà Îéëåð.

Ðåøåíèå. Çàïî÷âàéêè ñ íà÷àëíîòî óñëîâèå y0 = 1, íà âñÿêà ñëåäâàùà ñòúïêà
òðÿáâà äà ðåøèì óðàâíåíèåòî

yi = yi−1 − 10hyi, i = 1, n,

â êîåòî íåèçâåñòíîòî å yi. Çàñåãà ùå èçïîëçâàìå âãðàäåíàòà â Mathematica ôóí-
êöèÿ FindRoot, çà äà ðåøèì ñúîòâåòíèòå óðàâíåíèÿ.

Ïîâå÷åòî ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ ñà èòåðàöèîííè è ñå
íóæäàÿò îò äîáðî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå. Åäèí âúçìîæåí íà÷èí äà ïîëó÷èì
òàêîâà å, êàòî èçïîëçâàìå ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð:

yi,init = yi−1 − 10hyi−1.

Èìïëåìåíòèðàìå ÷èñëåíàòà ñõåìà â Mathematica.
In[21]:= implicitEulerMP[n_] := (

h = 1/ n;

y = Table[0, {n + 1}];

y[[1]] = 1;

For[i = 1, i < n + 1, i++,

initialGuess = y[[i]] + h*(-10) y[[i]];

y[[i + 1]] = yNew /. FindRoot[yNew ⩵ y[[i]] + h*(-10) yNew, {yNew, initialGuess}]

];

y

)
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Ðåøåíèÿòà çà n = 4, 20, 100 ñà ïîêàçàíè ïî-äîëó, êàòî ÷åðâåíàòà êðèâà èçîá-
ðàçÿâà òî÷íîòî ðåøåíèå.
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Âèæäàìå îòíîâî, ÷å ïðè óâåëè÷àâàíå íà n ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå äîáëèæàâà
òî÷íîòî.

Çà ìàãèñòðèòå: Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ÷èñëåíè ìåòîäè çà ïðèáëèæåíîòî
ðåøàâàíå íà àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ. Íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿò å ò.íàð. ìåòîä íà
Íþòîí èëè ìåòîä íà äîïèðàòåëíèòå. Òîé å èòåðàöèîíåí ìåòîä, ò.å. èìàéêè åäíî
íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0 íà êîðåíà íà óðàâíåíèåòî

g(x) = 0,

ïîñòðîÿâàìå ðåäèöà x0, x1, x2, . . ., êîÿòî èñêàìå äà å ñõîäÿùà êúì òî÷íîòî ðå-
øåíèå.

1. Íåêà èìàìå åäíî ïúðâîíà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0. Äà ïîñòðîèì äîïèðàòåë-
íàòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà g(x) â òî÷êàòà (x0, g(x0)). Èìàìå

g′(x0) = tgϕ =
g(x0)− 0

x0 − x1

Òîãàâà

x1 = x0 −
g(x0)

g′(x0)

2. Àíàëîãè÷íî íàìèðàìå ñëåäâàùèòå ïðèáëèæåíèÿ ïî ôîðìóëàòà

xi+1 = xi −
g(xi)

g′(xi)
, i = 0, 1, . . .

xixi+1

3. Ïðàâèì òîâà, äîêàòî ðàçëèêàòà â äâå ñúñåäíè ïðèáëèæåíèÿ ñòàíå ïî-
ìàëêà îò ε (îòíàïðåä çàäàäåíà òî÷íîñò) èëè íàäõâúðëèì ïðåäâàðèòåëíî
çàäàäåí áðîé èòåðàöèè.
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Ïðèëàãàìå ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà ìåòîäà:
In[23]:= Newton[g_, x0_, tol_, maxIter_] := (

xCurrent = x0;

xNext = xCurrent - g[xCurrent]/ g'[xCurrent];

iter = 1;

While[Abs[xCurrent - xNext] ≥ tol && iter < maxIter,

xCurrent = xNext;

xNext = xCurrent - g[xCurrent]/ g'[xCurrent];

iter++;

];

xNext

)

Òîãàâà, èìàéêè ïðåäâèä, ÷å óðàâíåíèåòî, êîåòî ðåøàâàìå íà âñÿêà ñòúïêà
îò íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð çà çàäà÷àòà íà Êîøè îò çàäà÷à 6, èìà âèäà

g(x) := x− yi−1 + 10hx = 0,

ìîäèôèöèðàìå ïðîãðàìàòà, ïðåäëîæåíà â ïðåäõîäíàòà çàäà÷à:
In[27]:= implicitEulerWithNewtonMP[n_] := (

h = 1/ n;

y = Table[0, {n + 1}];

y[[1]] = 1;

For[i = 1, i < n + 1, i++,

initialGuess = y[[i]] + h*(-10) y[[i]];

LS[yNew_] := yNew - ( y[[i]] + h*(-10) yNew);

y[[i + 1]] = Newton[LS, initialGuess, 0.0000001, 100]

];

y

)

2.5.2 Ëîêàëíà è ãëîáàëíà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ, ñõî-

äèìîñò, À-óñòîé÷èâîñò, ìîíîòîííîñò

ßñíî å, ÷å çà äà ìîæåì äà èçïîëçâàìå íà ïðàêòèêà ðàçãëåæäàíèòå ÷èñëåíè ìå-
òîäè, òðÿáâà äà çíàåì íåùî çà ãðåøêàòà, êîÿòî ïîëó÷àâàìå ïðè ïðèáëèæåíîòî
ðåøàâàíå íà ñúîòâåòíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.

Ïðè ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà îðèãèíàëíàòà äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à èìà äâà
èçòî÷íèêà íà ãðåøêà:

• ãðåøêà îò àïðîêñèìàöèÿ - ïîðàäè ôàêòà, ÷å âìåñòî îðèãèíàëíàòà äèôå-
ðåíöèàëíà çàäà÷à, ðåøàâàìå ïðèáëèæåíà àëãåáðè÷íà çàäà÷à;

• ãðåøêà îò çàêðúãëÿâàíå - ïîðàäè ïðåäñòàâÿíåòî íà ÷èñëàòà â êîìïþòúðà.
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Ùå ðàçãëåäàìå åôåêòèòå îò òåçè äâå ãðåøêè ïîîòäåëíî. Ïúðâî, íåêà ïðèåìåì,
÷å íÿìà ãðåøêè îò çàêðúãëÿâàíå. Èñêàìå äà îöåíèì ãðåøêàòà ui − yi.

Çà òàçè öåë ïúðâî ùå âúâåäåì ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 3. Ëîêàëíà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ (ËÃÀ) çà äèôåðåí÷íèÿ ìå-
òîä

yi+1 − yi
h

= θi(ti, yi, yi+1) (2.8)

íàðè÷àìå ðàçëèêàòà ìåæäó ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà, ïðåñìåòíàòè çà òî÷-
íîòî ðåøåíèå, ò.å.

ψh,i :=
ui+1 − ui

h
− θi(ti, ui, ui+1).

Ñ äðóãè äóìè, ËÃÀ íè äàâà èíôîðìàöèÿ çà òîâà êàêâà ãðåøêà âíàñÿìå ëî-
êàëíî, çà åäíà ñòúïêà îò ìåòîäà. Ïðèåìàìå, ÷å äî i-òàòà òî÷êà ñìå íàìåðèëè
ðåøåíèåòî òî÷íî, è èñêàìå äà âèäèì êàêâà ãðåøêà ùå ïîëó÷èì ñàìî â i-òàòà
ñòúïêà.

Çàäà÷à 8. Äà ñå íàìåðè ËÃÀ íà àïðîêñèìàöèÿ íà ÿâíèÿ è íåÿâíèÿ ìåòîä íà
Îéëåð.

Ðåøåíèå. Çà ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð èìàìå

ψh,i =
ui+1 − ui

h
− f(ti, ui).

Òúé êàòî âñè÷êî â ãîðíèÿ èçðàç å ïðåñìåòíàòî â i-òàòà òî÷êà, îñâåí ui+1, ùå
èçðàçèì ui+1, êàòî ðàçâèåì ôóíêöèÿòà u(t) â ðåä íà Òåéëúð îêîëî òî÷êàòà ti.

Ïîëó÷àâàìå
ui+1 = u(ti + h) = ui + u′ih+O(h2).

Òîãàâà, êàòî èçïîëçâàìå, ÷å u′i = f(ti, ui), ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

ψh,i =
1

h
(��ui +�

�u′ih+O(h2)−��ui)−���
��f(ti, ui) = O(h).

Àíàëîãè÷íî, çà íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð ïîëó÷àâàìå

ψh,i+1 =
ui+1 − ui

h
− f(ti+1, ui+1)

1

h
(���ui+1 − (���ui+1 −��

�u′i+1h+O(h2)))−(((((
((

f(ti+1, ui+1) = O(h).

Òóê èçïîëçâàõìå ðàçâèòèåòî ui = u(ti+1 − h) = ui+1 − u′i+1h+O(h2).

Ëîêàëíàòà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ å êëþ÷îâà çà îïðåäåëÿíå íà ãëîáàëíàòà
ãðåøêà ui − yi (êîÿòî âñúùíîñò íè èíòåðåñóâà), ïðåäâèä ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Àêî ìåòîäúò (2.8) èìà ËÃÀ îò ðåä p (ò.å. O(hp)), òî òîé å
ñõîäÿù êúì òî÷íîòî ðåøåíèå ñúñ ñúùàòà ñêîðîñò, ò.å. ‖u − y‖ = O(hp) ïðè
h→ 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Âæ.[3]
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È òàêà, ÿâíèÿò è íåÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð èìàò ïúðâè ðåä íà ñõî-
äèìîñò.

Äåéñòâèòåëíî, íåêà ðàçãëåäàìå çàâèñèìîñòòà íà ìàêñèìàëíàòà ãðåøêà

‖u− y‖ := max
i=0,n
|ui − yi|

îò áðîÿ èíòåðâàëè n, íàïðèìåð çà ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð, çà ëîãèñòè÷íîòî óðàâ-
íåíèå, âúðõó êîåòî èçëîæèõìå ìåòîäèòå.

æ

æ

æ

æ

æ

100 1000 104 105
n

10-4

0.001

0.01

0.1

1

ÈÈu-yÈÈ

Âèæäàìå, ÷å ñêîðîñòòà, ñ êîÿòî íàìàëÿâà ãðåøêàòà, å îò ïúðâè ðåä � óâåëè-
÷àâàéêè 10 ïúòè áðîÿ íà èíòåðâàëèòå, n, ãðåøêàòà íàìàëÿâà ñúùî îò ïîðÿäúêà
íà 10 ïúòè.

Òåîðåòè÷íî, ñõîäèìîñòòà íà åäèí ìåòîä îçíà÷àâà, ÷å ìîæåì äà ïîëó÷èì
ïðîèçâîëíà òî÷íîñò, ñòèãà äà èçáåðåì äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n. Ðàçáèðà ñå, íà
ïðàêòèêà òî÷íîñòòà å îãðàíè÷åíà îò ìàêñèìàëíàòà òî÷íîñò, ñ êîÿòî ðàáîòèì â
êîìïþòúðíà àðèòìåòèêà.

Íåêà ðàçãëåäàìå îùå äâà ïðèìåðà çà îïðåäåëÿíà íà ËÃÀ.

Çàäà÷à 9. Äà ñå ïðåñìåòíå ËÃÀ çà ñëåäíèòå äèôåðåí÷íè óðàâíåíèÿ:

• yi+1−yi
h

= 1
3h

(yi − yi−1) + 2
3
fi,

• yi+1−yi
h

= 1
2
(fi+1 + fi).

Ðåøåíèå. • Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ËÃÀ å

ψh =
1

h
(ui+1 − ui)−

1

3h
(yi − yi−1) +

2

3
fi.

Ðàçâèâàìå îêîëî i-òàòà òî÷êà è ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

ψh =
1

h

ui +
u′i
1!
h+

u′′i
2!
h2 +O(h3)︸ ︷︷ ︸

ui+1

−ui

− 1

3h

ui −
(
ui −

u′i
1!
h+

u′′i
2!
h2 +O(h3)

)
︸ ︷︷ ︸

ui−1


+

2

3
fi =

2h

3
u′′i +O(h2) = O(h).
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• Âúâ âòîðèÿ ïðèìåð ËÃÀ å

ψh =
1

h
(ui+1 − ui)−

1

2
(u′i+1 + u′i)

=
1

h

ui +
u′i
1!
h+

u′′i
2!
h2 +

u′′′i
3!
h3 +O(h4)︸ ︷︷ ︸

ui+1

−ui



− 1

2


(
u′i +

u′′i
1!
h+

u′′′i
2!
h2 +O(h3)

)
︸ ︷︷ ︸

u′i+1

+u′i


= −h

2

6
u′′′i +O(h3) = O(h2).

Ìåòîäúò, çàäàäåí â òàçè ïîäòî÷êà, å èçâåñòåí êàòî ïîäîáðåí ìåòîä íà
Îéëåð.

È òàêà, ËÃÀ íè ïîçâîëÿâà äà îïðåäåëèì ðåäà íà ñõîäèìîñò çà äàäåí ìåòîä
(îò âèäà (2.8)). Îò äðóãà ñòðàíà, òîâà, ÷å çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n ãðåø-
êàòà êëîíè êúì 0, äàëå÷ íå îçíà÷àâà, ÷å çà ïî-ìàëêè ñòîéíîñòè íà n
ïîâåäåíèåòî íà ìåòîäà ùå å äîáðî.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Çàäà÷à 10. Äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè

du

dt
= 10u(1− u), t ∈ (0, 6],

u(0) = 0.1
(2.9)

ñ ÿâíèÿ è íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð çà n = 10, 20, 35, 75, 500.

Ðåøåíèå. Ïðèâåæäàìå ðåçóëòàòèòå îò ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà ïî-äîëó.
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n Íåÿâåí Îéëåð ßâåí Îéëåð

10

20

35

75

500

È òàêà, î÷åâèäíî ÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð íÿìà äîáðî ïîâåäåíèå çà ìàëêè
ñòîéíîñòè íà n. Òàêúâ ïðîáëåì íå ñå íàáëþäàâà ïðè íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð.
Òîâà å ñâúðçàíî ñ ïîíÿòèÿòà àáñîëþòíà óñòîé÷èâîñò (À-óñòîé÷èâîñò) è ìîíî-
òîííîñò íà ìåòîäèòå.

Çà äà âúâåäåì òåçè ïîíÿòèÿ, ïúðâî òðÿáâà äà èçÿñíèì íÿêîè ñâîéñòâà íà
ðåøåíèÿòà íà åäíî ÎÄÓ. Ùå èçëîæèì èäåèòå âúðõó ëîãèñòè÷íîòî óðàâíåíèå

du

dt
= 10u(1− u).
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Ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà åäíî àâòîíîìíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

du

dt
= f(u)

ñà òî÷êèòå u = ξ, çà êîèòî f(ξ) = 0.
Ðàâíîâåñíèòå òî÷êè îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðå-

øåíèÿòà (ò.å. êàêâî ñå ñëó÷âà ñ ðåøåíèÿòà â êðàéíà ñìåòêà, ñëåä äîñòàòú÷íî
äúëúã ïåðèîä îò âðåìå).

Çà ëîãèñòè÷íîòî óðàâíåíèå î÷åâèäíî ðàâíîâåñíèòå òî÷êè ñà u = 0 è u = 1.
Íåêà ðàçãëåäàìå ãðàôèêàòà íà du/dt, ò.å. ïàðàáîëàòà 10u(1− u):

+

-

u

du/dt

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

-6

-4

-2

2

Òúé êàòî ïðîèçâîäíàòà íà u å ïîëîæèòåëíà çà u ∈ (0, 1), òî àêî u å â òîçè
èíòåðâàë ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé òÿ å íàìàëÿâàùà.

Îò ãîðíàòà ôèãóðà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âñè÷êè ðåøåíèÿ êëîíÿò êúì ðàâíî-
âåñíàòà òî÷êà u = 1.

Êàçâàìå, ÷å åäíà ðàâíîâåñíà òî÷êà ξ å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, àêî çà âñè÷-
êè äîñòàòú÷íî áëèçêè äî íåÿ íà÷àëíè óñëîâèÿ u0 ñëåäâà, ÷å ðåøåíèåòî u êëîíè
êúì ξ. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ðàâíîâåñíàòà òî÷êà ñå íàðè÷à íåóñòîé÷èâà.

Çà ëîãèñòè÷íîòî óðàâíåíèå òî÷êàòà u = 0 å íåóñòîé÷èâà, çàùîòî âñÿêî èçìå-
íåíèå íà u > 0 âîäè äî ðåøåíèå, êëîíÿùo êúì u = 1. Îò äðóãà ñòðàíà òî÷êàòà
u = 1 å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, òúé êàòî ïðè èçìåíåíèå íà u ðåøåíèåòî �ñå
âðúùà� êúì åäèíèöàòà.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å çà åäíî àâòîíîìíî óðàâíåíèå ðåøåíèÿòà âèíàãè
êëîíÿò êúì àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà
äèàãðàìà:
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u

du/dt

+ +

-
-

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

-25

-20

-15

-10

-5

5

10

Îò ôèãóðàòà å ÿñíî, ÷å ðåøåíèÿòà êëîíÿò èëè êúì u = 1, èëè êúì u = 3.
Îò ãëåäíà òî÷êà íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè, òîâà ïîâåäåíèå å îò ñúùåñòâåíî çíà÷å-

íèå. Âúçñòàíîâÿâàíåòî íà íåóñòîé÷èâè ðåøåíèÿ ñ ïîìîùòà íà ÷èñëåíè ìåòîäè
å ëîøî îáóñëîâåíà çàäà÷à, òúé êàòî âñÿêà ãðåøêà îò çàêðúãëÿâàíå îçíà÷àâà,
÷å ðåøåíèåòî, êîåòî ùå ñå ïîëó÷è, ùå å ðàçëè÷íî (ùå êëîíè êúì óñòîé÷èâà
ðàâíîâåñíà òî÷êà).

Îò äðóãà ñòðàíà, ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå íå áè òðÿáâàëî äà èìàò ãîëÿìî
âëèÿíèå âúðõó ðåøåíèÿòà, êëîíÿùè êúì óñòîé÷èâèòå ðàâíîâåñíè òî÷êè, òúé
êàòî |u−ξ| → 0 ïðè t→∞. Ñ äðóãè äóìè, ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå, äîïóñíàòè
â äàäåí ìîìåíò îò âðåìå, êîèòî ñà íåèçáåæíè, áè òðÿáâàëî ñ âðåìåòî äà ñòàâàò
íåçíà÷èòåëíè.

Åòî çàùî èñêàìå ÷èñëåíèòå ìåòîäè äà çàïàçâàò àñèìïòîòè÷íàòà óñòîé÷è-
âîñò íà ðåøåíèÿòà. Òîâà ñâîéñòâî íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñå íàðè÷à àáñîëþòíà
óñòîé÷èâîñò èëè A-óñòîé÷èâîñò.

Çà äà âèäèì êàê ùå èçñëåäâàìå óòîé÷èâîñòòà íà ÷èñëåíèÿ ìåòîä, ïúðâî
òðÿáâà äà êîìåíòèðàìå êàê àíàëèòè÷íî èçñëåäâàìå óñòîé÷èâîñòòà íà åäíà ðàâ-
íîâåñíà òî÷êà.

Íåêà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî

du

dt
= f(u),

çà êîåòî ξ å ðàâíîâåñíà òî÷êà, ò.å. f(ξ) = 0.
Ðàçâèâàéêè äÿñíàòà ñòðàíà îêîëî u = ξ â ðåä íà Òåéëúð, ïîëó÷àâàìå

du

dt
= f(ξ) + f ′(ξ)(u− ξ) +O(|2|) = f ′(ξ)(u− ξ).

Èçïîëçâàéêè, ÷å f(ξ) = 0 è ÷å ÷ëåíîâåòå îò âòîðè è ïî-âèñîê ðåä ìîãàò äà ñå
ïðåíåáðåãíàò çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà u− ξ, ïîëó÷àâàìå, ÷å ïîâåäå-
íèåòî íà ðåøåíèåòî â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà ξ ñå îïðåäåëÿ îò
óðàâíåíèåòî

du

dt
= f ′(ξ)(u− ξ).

Îçíà÷àâàéêè λ := f ′(ξ) è u := u− ξ, çàïèñâàìå óðàâíåíèåòî âúâ âèäà

du

dt
= λu, (2.10)
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êúäåòî λ < 0, òúé êàòî ðàâíîâåñíàòà òî÷êà ξ å óñòîé÷èâà.

Äåôèíèöèÿ 4. Êàçâàìå, ÷å äàäåí ÷èñëåí ìåòîä å àáñîëþòíî óñòîé÷èâ (À-
óñòîé÷èâ), àêî, ïðèëîæåí âúðõó çàäà÷àòà (2.10), ðåøåíèåòî ìó óäîâëåòâî-
ðÿâà

|yi| ≤ |y0|.

Çàáåëåæêà. Ñ äðóãè äóìè, àêî â äàäåí ìîìåíò îò âðåìå å äîïóñíàòà ãðåøêà
(íàïðèìåð îò çàêðúãëÿâàíå) y0, èñêàìå òÿ äà íå ðàñòå ñ âðåìåòî è âúâ âñåêè
ñëåäâàù ìîìåíò yi äà îñòàâà íå ïî-ãîëÿìà ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò îò y0. Íèå
ùå ïîèñêàìå ìàëêî ïî-ñèëíîòî óñëîâèå |yi| → 0.

Òîãàâà, àêî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì ìåòîäà âúâ âèäà yi+1 = Ryi, ëåñíî ñå
âèæäà, ÷å óñëîâèåòî å èçïúëíåíî, àêî |R| < 1.

Äåéñòâèòåëíî, èìàìå

yi+1 = Ryi = R2yi−1 = · · · = Ri+1y0,

êîåòî êëîíè êúì 0 òî÷íî òîãàâà, êîãàòî |R| < 1.

Çàáåëåæêà. Â çàâèñèìîñò îò ðåøàâàíàòà çàäà÷à ìîæåì äà ïîèñêàìå ìåòîäúò,
êîéòî èçïîëçâàìå, äà çàïàçâà ðàçëè÷íè âàæíè ñâîéñòâà íà òúðñåíîòî ðåøåíèå.
A-óñòîé÷èâîñòòà å ñâúðçàíà ñúñ çàïàçâàíå íà àñèìïòîòè÷íàòà óñòîé÷èâîñò.

Íåêà ñåãà èçñëåäâàìå À-óñòîé÷èâîñòòà íà ìåòîäèòå íà Îéëåð. Çà ÿâíèÿ ìå-
òîä íà Îéëåð èìàìå

yi+1 = yi + hf(ti, yi) = yi + hλyi = (1 + hλ)yi.

Ñëåäîâàòåëíî, çà äà áúäå ÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð À-óñòîé÷èâ, òðÿáâà äà å
èçïúëíåíî

|1 + hλ| < 1 =⇒ h < −2/λ

Çà íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð èìàìå

yi+1 = yi + hf(ti+1, yi+1) = yi + hλyi+1 =⇒ yi+1 =
1

1− λh
yi.

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å λ < 0 å ÿñíî, ÷å | 1
1−λh | < 1 çà âñÿêî h, ò.å. íåÿâíèÿò ìåòîä

íà Îéëåð å À-óñòîé÷èâ çà âñÿêî h.
Äà èëþñòðèðàìå êàçàíîòî âúðõó çàäà÷àòà (2.9). Åäèíñòâåíàòà óñòîé÷èâà

ðàâíîâåñíà òî÷êà å u = 1 è λ = f ′(1) = −10. Ñëåäîâàòåëíî ìåòîäúò å A-
óñòîé÷èâ òî÷íî òîãàâà, êîãàòî h ≤ 2/10, êàòî î÷àêâàìå ãðåøêàòà äà êëîíè êúì
0, àêî h < 2/10. Äåéñòâèòåëíî, íåêà ðàçãëåäàìå ðåøåíèÿòà ïðè ñòúïêà h = 0.2,
h = 0.19:

1 2 3 4 5 6
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0.8

1.0
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0.4

0.6

0.8

1.0
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Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ãðåøêàòà îñöèëèðà îêîëî ðàâíîâåñíàòà òî÷êà áåç äà ðàñòå,
íî è áåç äà íàìàëÿâà. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ãðåøêàòà êëîíè êúì 0.

Ðåçóëòàòúò ïðè h = 0.19 îáà÷å íè ïîêàçâà, ÷å A-óñòîé÷èâîñòòà íà ìåòîäà
íå å äîñòàòú÷íà, çà äà èìà ðåøåíèåòî äîáðî ïîâåäåíèå. Âúïðåêè ÷å ãðåøêàòà
êëîíè êúì 0, ñå ïîÿâÿâà íåæåëàíî îñöèëèðàíå îêîëî ðåøåíèåòî. Ñëåäîâàòåëíî
å äîáðå äà ïîèñêàìå ìåòîäúò äà íÿìà òàêîâà ïîâåäåíèå.

Äåôèíèöèÿ 5. Êàçâàìå, ÷å äàäåí ÷èñëåí ìåòîä å ìîíîòîíåí, àêî, ïðèëîæåí
âúðõó çàäà÷àòà (2.10), ðåøåíèåòî ìó íå ñìåíÿ çíàêà ñè, ò.å.

sgn(yi) = sgn(y0).

Çàáåëåæêà. Ñ äðóãè äóìè, èñêàìå ãðåøêàòà äà íå îñöèëèðà îêîëî íóëàòà.
Àêî çàïèøåì ìåòîäà âúâ âèäà

yi+1 = Ryi,

å ÿñíî, ÷å ïîñëåäíîòî å èçïúëíåíî òî÷íî òîãàâà, êîãàòî R > 0.

Çà ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð èìàìå

yi+1 = (1 + hλ)yi

è ñëåäîâàòåëíî ìåòîäúò å ìîíîòîíåí òî÷íî òîãàâà, êîãàòî h < −1/λ.
Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å íåÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð å ìîíîòîíåí çà âñÿêî h, âçå-

ìàéêè ïðåäâèä, ÷å

yi+1 =
1

1− λh
yi.

2.6 Ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà

Îñíîâåí íåäîñòàòúê íà ìåòîäèòå íà Îéëåð å, ÷å òå ñà áàâíî ñõîäÿùè � äà ïðè-
ïîìíèì, ÷å òå èìàò ïúðâè ðåä íà ñõîäèìîñò, òúé êàòî ëîêàëíàòà ãðåøêà íà àï-
ðîêñèìàöèÿ å O(h). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî èñêàìå äà ïîëó÷èì âèñîêà òî÷íîñò,
òðÿáâà äà ðàáîòèì ñ ìíîãî ìàëêà ñòúïêà, ò.å. äà ïðàâèì ãîëÿì áðîé îïåðà-
öèè, êîåòî, ðàçáèðà ñå, å íåöåëåñúîáðàçíî. Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå ïúðâèÿ îò äâàòà
îñíîâíè êëàñà ìåòîäè, êîèòî ñå èçïîëçâàò, êîãàòî å íåîáõîäèì ïî-âèñîê ðåä íà
ñõîäèìîñò.

2.6.1 ßâíè ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà

ßâíèòå ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà ñà íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿò êëàñ ìåòîäè çà ðå-
øàâàíå íà ÎÄÓ. Çà äà ìîòèâèðàìå òÿõíîòî èçïîëçâàíå, íåêà ïúðâî ðàçãëåäàìå
îò ãåîìåòðè÷íà ãëåäíà òî÷êà ìåòîäèòå íà Îéëåð. Ïðè ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð
èìàìå

yi+1 = yi + hf(ti, yi),

ò.å. ïðàâèì åäíà ñòúïêà ïî íàïðàâëåíèå íà äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà ti, çà äà
ïîëó÷èì ïðèáëèæåíèåòî â òî÷êàòà ti+1:
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yi

yi+1

ti ti+1

Ïðè íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð èçïîëçâàìå íàïðàâëåíèåòî, çàäàäåíî îò äîïèðà-
òåëíàòà â òî÷êàòà ti+1:

yi+1

yi

ti ti+1

ËÃÀ çà ÿâíèÿ è çà íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð å O(h).
Îò äðóãà ñòðàíà, ñïîðåä Òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, ñúùåñòâóâà ξ,

òàêà ÷å
u(ti + h)− u(ti) = u′(ξ)(ti+1 − ti) = u′(ξ)h.

Ñ äðóãè äóìè, àêî èçïîëçâàìå íàïðàâëåíèåòî, çàäàäåíî îò äîïèðàòåëíàòà â
òàçè òî÷êà, ËÃÀ áè áèëà 0:
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yi

yi+1

ti ti+1Ξ

Íèå, ðàçáèðà ñå, íÿìà êàê äà íàìåðèì òî÷êàòà ξ, íî íåéíîòî ñúùåñòâóâà-
íå íè äàâà îñíîâàíèå äà âçåìåì ïðîèçâîäíèòå â ðàçëè÷íè òî÷êè â èíòåðâàëà
[ti, ti+1] è äà ãè óñðåäíèì ñ íÿêàêâè òåãëà, òàêà ÷å äà ïîëó÷èì ñòîéíîñò, áëèçêà
(â íÿêàêúâ ñìèñúë) äî ñòîéíîñòòà â ξ. Íåêà îçíà÷èì ñòîéíîñòèòå íà ïðîèçâîä-
íèòå â òåçè òî÷êè (óìíîæåíè ïî h) ñ k1, k2, . . . , ks. Îáùèÿò âèä íà s-åòàïíèòå
ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòà å

yi+1 − yi
h

=
1

h
(p1k1 + p2k2 + · · ·+ psks),

êúäåòî p1, p2, . . . , ps ñà òåãëàòà, ñ êîèòî âçåìàìå âñÿêà îò ïðîèçâîäíèòå. Ùå ãè
îïðåäåëèì òàêà, ÷å ËÃÀ äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêà.

k1 å ïðîèçâîäíàòà â òî÷êàòà ti. Çà íåÿ èìàìå

k1 = hf(ti, yi).

k2 å ïðîèçâîäíàòà â íÿêîÿ äðóãà òî÷êà ti + α2h. Çà äà ÿ ïðåñìåòíåì îáà÷å (ò.å.
äà ïðåñìåòíåì äÿñíàòà ñòðàíà â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå), íè å íåîáõîäèìà
ñòîéíîñòòà íà ðåøåíèåòî â òàçè òî÷êà, êîåòî íè å íåèçâåñòíî. Ùå ãî àïðîêñè-
ìèðàìå íà áàçà íà èçâåñòíàòà èíôîðìàöèÿ, êàòî çà íåãîâàòà ñòîéíîñò âçåìåì
yi + β2,1k1. Òîãàâà

k2 = hf(ti + α2h, yi + β2,1k1).

Ïàðàìåòðèòå α2, β2,1 îòíîâî ïîäëåæàò íà îïðåäåëÿíå, òàêà ÷å ËÃÀ äà å âúç-
ìîæíî íàé-ìàëêà.

Ðàçñúæäàâàéêè àíàëîãè÷íî è çà ïðîèçâîäíèòå â ñëåäâàùèòå òî÷êè, ïîëó÷à-
âàìå ñëåäíèÿ îáù âèä íà ìåòîäèòå íà Ðóíãå-Êóòà:

yi+1 − yi
h

=
1

h
(p1k1 + p2k2 + · · ·+ psks),

k1 = hf(ti, yi)

k2 = hf(ti + α2h, yi + β2,1k1)

k3 = hf(ti + α3h, yi + β3,1k1 + β3,2k2)

kj = hf(ti + αjh, yi + βj,1k1 + · · ·+ βj,j−1kj−1), j = 4, . . . , s.
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Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ìåòîäèòå íà Ðóíãå-Êóòà ñà åäíîñòúïêîâè ìåòîäè,
òúé êàòî ïðè íàìèðàíåòî íà yi+1 èçïîëçâàò ñàìî ñòîéíîñòòà íà yi, íî íå è íà
ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â ïðåäõîäíèòå òî÷êè.

Â ëèòåðàòóðàòà ìîãàò äà ñå îòêðèÿò êîåôèöèåíòèòå íà ðàçëè÷íè ìåòîäè
îò òîçè òèï ñ ðàçëè÷åí ðåä íà ñõîäèìîñò. ×åñòî êîåôèöèåíòèòå ñå çàïèñâàò â
ò.íàð. Òàáëèöà íà Butcher:

0
α2 β2,1
...

...
. . .

αs βs,1 · · · βs,s−1

p1 p2 · · · ps

Íåêà ðàçãëåäàìå åäèí ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà, êîéòî èìà ÷åòâúðòè ðåä íà
àïðîêñèìàöèÿ è å íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿò ìåòîä çà ðåøàâàíå íà ÎÄÓ ïðè ðàâ-
íîìåðíà ìðåæà. Òàáëèöàòà íà Butcher çà ìåòîäà å

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

Çàïèñàí ïîäðîáíî, ìåòîäúò èìà ñëåäíèÿ âèä:

yi+1 − yi
h

=
1

h
(p1k1 + p2k2 + p3k3 + p4k4),

k1 = hf(ti, yi),

k2 = hf(ti + 1/2h, yi + 1/2k1),

k3 = hf(ti + 1/2h, yi + 1/2k2),

k4 = hf(ti + h, yi + k3).

Ïðèëàãàìå ôóíêöèÿ â Mathematica, ðåàëèçèðàùà ìåòîäà íà Ðóíãå-Êóòà îò
÷åòâúðòè ðåä çà ïðîèçâîëíà çàäà÷à íà Êîøè (2.5).
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In[1]:= RungeKuttaLogistic[f_, n_, t0_, T_] := (

h = (T - t0)/ n;

x = Table[i* h, {i, 0, n}];

y = Table[0, {i, 0, n}];

y[[1]] = 0.1;

For[i = 1, i <= n, i++,

k1 = h* f[x[[i]], y[[i]]];

k2 = h* f[x[[i]] + h/ 2, y[[i]] + k1/ 2];

k3 = h* f[x[[i]] + h/ 2, y[[i]] + k2/ 2];

k4 = h* f[x[[i]] + h, y[[i]] + k3];

y[[i + 1]] = y[[i]] + 1/ 6 k1 + 1/ 3 k2 + 1/ 3 k3 + 1/ 6 k4];

Transpose[{x, y}]

)

Íåêà ÿ èçïîëçâàìå, çà äà ðåøèì çàäà÷àòà íà Êîøè (2.9).
Clear[x];

exact[x_] = DSolve[{u'[x] ⩵ 10 u[x] (1 - u[x]), u[0] ⩵ 0.1}, u[x], x][[1, 1, 2]];

plotExact = Plot[exact[x], {x, 0, 6}, PlotStyle → Red, PlotRange → All];

n = 25;

f[x_, u_] := 10 u (1 - u);

appr = RungeKuttaLogistic[f, n, 0, 6];

plotAppr = ListLinePlot[appr, PlotMarkers → ●, PlotRange → All];

GraphicsRow[{Show[plotExact, plotAppr], ListLinePlot[Transpose[{appr[[All, 1]], appr[[All, 2]] - exact[appr[[All, 1]]]}], PlotRange → All]}]

Ãðàôèêà ñ ïðèáëèæåíîòî è òî÷íîòî ðåøåíèå è ãðàôèêà íà ãðåøêàòà ïðè-
ëàãàìå ïî-äîëó.

Out[47]=
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Âèçóàëíî, ðåøåíèåòî ïðè n = 25 èçãëåæäà ìíîãî äîáðå (ñðàâíåòå ñ ðåøåíè-
åòî ïðè ìåòîäèòå íà Îéëåð).

Àêî íàìàëèì ñòúïêàòà ñ åäèí ïîðÿäúê, ò.å. n = 250, òîãàâà î÷àêâàìå ãðåø-
êàòà äà íàìàëåå ñ 4 ïîðÿäúêà, òúé êàòî RK4 èìà ÷åòâúðòè ðåä íà ñõîäèìîñò.
Òîâà äåéñòâèòåëíî å òàêà, êàêòî ìîæåì äà ñå óáåäèì îò ñëåäíèòå ãðàôèêè:
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Out[77]=
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Ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ çà íà÷èíà, ïî êîéòî ñå èçáèðàò êîåôèöèåíòèòå â ìåòî-
äèòå íà Ðóíãå�Êóòà ìîæå äà áúäå íàìåðåíà â [3] è [1].

2.6.2 Ìåòîä íà Ðóíãå çà ïðàêòè÷åñêà îöåíêà íà ðåäà íà

ñõîäèìîñò.

Ìíîãî ÷åñòî ïðè ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íà äàäåíà çàäà÷à, áèõìå èñêàëè äà îöå-
íèì ðåäà íà ñõîäèìîñò íà èçïîëçâàíèÿ ÷èñëåí ìåòîä, ò.å. äà íàìåðèì êîëêî
áúðçî ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ñå äîáëèæàâà äî òî÷íîòî ðåøåíèå, êàòî ïðîìå-
íÿìå ñòúïêàòà.

Çà äà ïðåñìåòíåì ïðèáëèæåíî ðåäà íà ñõîäèìîñò α íà êîé äà å ìåòîä çà
ðåøàâàíå íà äàäåíà çàäà÷à, áèõìå ìîãëè äà èçïîëçâàìå ìåòîäà íà Ðóíãå çà
ïðàêòè÷åñêà îöåíêà, ò.å.:

α(x) =
1

ln 2
ln

∣∣∣∣ yh(x)− yh/2(x)

yh/2(x)− yh/4(x)

∣∣∣∣,
êúäåòî yh(x), yh/2(x) è yh/4(x) ñà ñúîòâåòíî ïðèáëèæåíèòå ñòîéíîñòè íà u(x) â
òî÷êàòà x âúðõó ìðåæèòå ωh, ωh/2 è ωh/4. Aêî çà äîñòú÷íî ìíîãî îáùè òî÷êè
íà òðèòå ìðåæè å èçïúëíåíî, ÷å α ≈ α(x), òî ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ðåàëíèÿò
ðåä íà ñõîäèìîñò çà ÷èñëåíèÿ ìåòîä å α. Èçñëåäâàéêè ðåäúò íà ñõîäèìîñò íà
çàäà÷àòà (2.5), ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:

Out[69]=

1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

3

4

5
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Ìîæåì äà çàáåëåæèì, ÷å êîãàòî ñìå äîñòàòú÷íî äàëå÷ îò ðàâíîâåñíàòà òî÷êà, òî
α ≈ 4, à êàòî ñå ïðèáëèæèì äî íåÿ ñå ïîëó÷àâà α ≈ −1. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ðåäúò
íà ñõîäèìîñò å 4, òúé êàòî ïðè x ≥ 3 ãðåøêàòà ìåæäó òî÷íîòî è ïðèáëèæåíîòî
ðåøåíèå å îò ïîðÿäúêà íà 10−16, ò.å. ñìå äîñòèãíàëè íà ïðàêòèêà äî òî÷íîòî
ðåøåíèå u(x).

2.6.3 Èçñëåäâàíå íà A-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò çà ìå-

òîäèòå íà Ðóíãå�Êóòà

Çàäà÷à 11. Äà ñå èçñëåäâà çà A-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò ìåòîäúò íà Ðóíãå�
Êóòà

yi+1 − yi
h

=
1

2h
(k1 + k2),

k1 = hf(ti, yi),

k2 = hf(ti + h, yi + k1).

Ðåøåíèå. Èçñëåäâàìå A-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò âúðõó ìîäåëíàòà çàäà÷à
(2.10). Ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

k1 = hλyi,

k2 = hλ(yi + k1) = hλ(yi + hλyi) = hλyi + (hλ)2yi,

yi+1 = yi +
1

2
(hλyi + hλyi + (hλ)2yi) =

(
1 + hλ+

1

2
(hλ)2

)
yi.

Ñëåäîâàòåëíî, çà äà áúäå ìåòîäúò À-óñòîé÷èâ, òðÿáâà äà å èçïúëíåíî óñëîâèåòî∣∣∣∣1 + λh+
1

2
(hλ)2

∣∣∣∣ < 1.

Ðåøàâàéêè ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ïî îòíîøåíèå íà z := hλ, ïîëó÷àâàìå

−2 < z < 0 =⇒ h < −2/λ.

Óñëîâèåòî çà ìîíîòîííîñò

1 + z +
1

2
z2 > 0

å âèíàãè èçïúëíåíî, ò.å. ìåòîäúò å ìîíîòîíåí çà âñÿêî h > 0.

Çàäà÷à 12. Äà ñå èçñëåäâà çà A-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò ìåòîäúò íà Ðóíãå�
Êóòà

yi+1 − yi
h

=
1

6h
(k1 + 4k2 + k3),

k1 = hf(ti, yi),

k2 = hf(ti + h/2, yi + k1/2),

k3 = hf(ti + h, yi − k1 + 2k2).
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Ðåøåíèå. Èçñëåäâàìå A-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò âúðõó ìîäåëíàòà çàäà÷à
(2.10). Ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

k1 = hλyi,

k2 = hλ(yi + k1/2) = hλ(yi + hλyi/2) = hλyi +
(hλ)2

2
yi,

k3 = hλ(yi − k1 + 2k2) = hλ(yi − hλyi + 2hλyi + (hλ)2yi)

= hλyi + (hλ)2yi + (hλ)3yi

yi+1 = yi +
1

6

[
hλyi + 4

(
hλyi +

(hλ)2

2
yi

)
+ hλyi + (hλ)2yi + (hλ)3yi

]
,

=

(
1 + hλ+

1

2
(hλ)2 +

1

6
(hλ)3

)
yi.

Ñëåäîâàòåëíî, çà äà áúäå ìåòîäúò À-óñòîé÷èâ, òðÿáâà äà å èçïúëíåíî óñëîâèåòî∣∣∣∣1 + hλ+
1

2
(hλ)2 +

1

6
(hλ)3

∣∣∣∣ < 1.

Ðåøàâàéêè ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ïî îòíîøåíèå íà z := hλ, ïîëó÷àâàìå

−2.51275 < z < 0 =⇒ h < −2.51275/λ.

Óñëîâèåòî çà ìîíîòîííîñò

1 + z +
1

2
z2 > 0

å èçïúëíåíî çà z > −1.59607, ò.å. h < −1.59607/λ.

Çàáåëåæêà. Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å çà âñè÷êè ÿâíè ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà óñëî-
âèåòî çà À-óñòîéè÷âîñò èìà âèäà

|1 + z +O(z2)| < 1.

Ïîñëåäíîòî î÷åâèäíî íÿìà êàê äà áúäå èçïúëíåíî çà âñÿêî z, ò.å. ÿâíèòå
ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà ñà óñëîâíî À-óñòîé÷èâè.

2.6.4 Çà ìàãèñòðèòå: Ìåòîäè ñ àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúï-

êàòà.

Ðàçãëåäàíèòå äîòóê ìåòîäè èçïîëçâàò ðàâíîìåðíà ìðåæà. Òîâà îáà÷å íåâèíàãè
å öåëåñúîáðàçíî. Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à íà Êîøè.

du

dt
= −b(t)u+ t, t ∈ (0, 10],

u(0) = 1,
(2.11)

êúäåòî

b(t) =

{
1 0 ≤ t ≤ 2

3 2 < t
.
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èìàùà òî÷íî ðåøåíèå

u(t) =

{
t− 1 + 2e−t 0 ≤ t ≤ 2
1
3
t− 1

9
+ e−3t

(
4
9
e6 + 2e4

)
t > 2

.

Ðåøàâàéêè çàäà÷àòà ñ ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà îò òðåòè ðåä ñúñ ñòúïêà h = 0.1,
ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò;

1 2 3 4 5

1.0

1.2

1.4

Êàêòî âèæäàìå îò ãðàôèêàòà, ìåòîäúò äàâà äîáúð ðåçóëòàò äî îñîáåíîñòòà íà
ðåøåíèåòî â t = 2, ñëåä êîåòî îáà÷å ãðàôèêèòå íà ïðèáëèæåíîòî è òî÷íîòî
ðåøåíèå ñåðèîçíî ñå ðàçìèíàâàò.

Çíà÷èòåëíî ïî-äîáúð ðåçóëòàò ïîëó÷àâàìå ñúñ ñòúïêà h = 0.01:

1 2 3 4 5

1.0

1.2

1.4

Âúçíèêâà îáà÷å ëîãè÷íèÿò âúïðîñ çàùî å íåîáõîäèìî äà èçïîëçâàìå òîëêîâà
ìàëêà ñòúïêà â öåëèÿ èíòåðâàë, ñëåä êàòî â ÷àñò îò íåãî 10 ïúòè ïî-ãîëÿìà
ñòúïêà äàâà äîáðè ðåçóëòàòè.

Ïðè èçïîëçâàíåòî íà ðàâíîìåðíà ìðåæà ñòúïêàòà òðÿáâà äà ñå
ñúîáðàçè ñ íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé.

Èäåÿòà íà ìåòîäèòå ñ àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà å äà èçïîëçâàìå ìàëêà
ñòúïêà òàì, êúäåòî òîâà å íåîáõîäèìî (îáèêíîâåíî, êúäåòî ðåøåíèåòî ñå èçìåíÿ
áúðçî) è ïî-ãîëÿìà ñòúïêà, êúäåòî ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèåòî ãî ïîçâîëÿâà.
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Íàé-îáùî, èäåÿòà íà ìåòîäèòå ñ àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà ìîæåì äà
èçëîæèì ñúñ ñëåäíèÿ àëãîðèòúì.

Íåêà îçíà÷èì hi := ti+1 − ti, i = 0, 1, 2, ....

ÀËÃÎÐÈÒÚÌ:
Èçáèðàìå ïúðâîíà÷àëíà ñòîéíîñò çà h0; èíèöèàëèçèðàìå y0 = u0, t0 = 0.
Äîêàòî ti < T :

1. Îöåíÿâàìå ëîêàëíàòà ãðåøêà, erri, êîÿòî áèõìå äîïóñíàëè ñúñ ñòúïêà hi.

2. Äîêàòî erri > tol, íàìàëÿâàìå ñòúïêàòà hi.

3. Ïðåñìÿòàìå yi+1, ti+1, êàêòî è ïúðâîíà÷àëíà ñòîéíîñò çà hi+1; óâåëè÷àâàìå
i ñ 1.

Íåêà ðàçãëåäàìå ïîñëåäîâàòåëíî ñòúïêè 1, 2 è 3.

1. Îöåíêàòà íà ãðåøêàòà çàâèñè îò êîíêðåòíèÿ ìåòîä, êîéòî èçïîëçâàìå.

Åäèí âúçìîæåí íà÷èí çà ïðàêòè÷åñêà îöåíêà íà ãðåøêàòà å äà ðåøèì
çàäà÷àòà ñ äâà ðàçëè÷íè ìåòîäà îò ðàçëè÷åí ðåä, íàïðèìåð âòîðè è òðåòè.
Ñúîòâåòíèòå ïðèáëèæåíè ðåøåíèÿ ùå îçíà÷èì ñ y<2>

i è y<3>
i . Çà îöåíêà

íà ãðåøêàòà âçåìàìå
erri := y<3>

i − y<2>
i .

Íåóäîáñòâîòî ïðè òàçè îöåíêà å, ÷å òðÿáâà äà ñå ïðåñìÿòà ïðèáëèæåíî-
òî ðåøåíèå ïî äâà ðàçëè÷íè íà÷èíà, òîåñò äà ñå ïðàâÿò äîïúëíèòåëíè
îïåðàöèè. Ñúùåñòâóâàò îáà÷å äâîéêè ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòà, ïðè êîèòî
òîçè ïðîáëåì áèâà ðåøåí, òúé êàòî ìåòîäúò îò ïî-âèñîê ðåä ïðåèçïîëçâà
âñè÷êè ïðåñìÿòàíèÿ íà ìåòîäà îò ïî-íèñúê ðåä. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà
äâîéêà ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà îò âòîðè è òðåòè ðåä:

0
1 1
1/2 1/4 1/4

1/6 1/6 2/3
1/2 1/2 0

Çà ìåòîäà îò âòîðè ðåä ñå èçïîëçâàò êîåôèöèåíòèòå â ïúðâèòå äâà ðåäà,
à çà ìåòîäà îò òðåòè ðåä � â ïúðâèòå òðè.

Êîåôèöèåíòèòå â ïúðâèÿ ðåä ïîä ÷åðòàòà ñå îòíàñÿò çà ìåòîäà îò òðåòè
ðåä, à âúâ âòîðèÿ ðåä � çà ìåòîäà îò âòîðè ðåä.

Òàêà ïîëó÷àâàìå

y<3>
i+1 = yi + 1/6k1 + 1/6k2 + 2/3k3,

y<2>
i+1 = yi + 1/2k1 + 1/2k2.

Ñëåäîâàòåëíî çà îöåíêàòà íà ãðåøêàòà erri èìàìe

erri = y<3>
i+1 − y<2>

i+1 = −1

3
(k1 + k2 − 2k3).
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2. Ñåãà ùå èçâåäåì ôîðìóëà, ïî êîÿòî ùå ïðîìåíÿìå ñòúïêàòà. Íåêà òåêó-
ùàòà ñòúïêà å hi,temp. Òúé êàòî èçïîëçâàìå ìåòîä îò òðåòè ðåä, èìàìå

erri ≈ Ch3
i,temp (2.12)

çà íÿêîÿ êîíñòàíòà C.

Èñêàìå äà èçáåðåì íîâà ñòîéíîñò íà ñòúïêàòà, hi,new òàêà, ÷å ãðåøêàòà äà
å ïðèáëèçèòåëíî ðàâíà íà çàäàäåíèÿ òîëåðàíñ tol, ò.å.

tol ≈ Ch3
i,new =⇒ hi,new =

(
tol

C

)1/3

.

Èçðàçÿâàéêè C îò (2.12), ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî

hi,new = hi,temp

(
tol

erri

)1/3

.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å àêî erri < tol, òî ãîðíàòà ôîðìóëà âîäè äî
óâåëè÷àâàíåòî íà ñòúïêàòà. Ñ äðóãè äóìè, àêî ñìå èçïîëçâàëè â òåêóùàòà
èòåðàöèÿ ïî-ìàëêà ñòúïêà, îòêîëêîòî å áèëî íåîáõîäèìî, çà ñëåäâàùàòà
èòåðàöèÿ ñòúïêàòà ùå ñå óâåëè÷è. Çàòîâà ñúùàòà ôîðìóëà èçïîëçâàìå è
çà îïðåäåëÿíåòî íà íà÷àëíà ñòîéíîñò çà hi+1.

Ïðèëàãàìå ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà ìåòîäà â Mathematica:
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In[48]:= RK23@f_, t0_, T_, h0_, tol_D :=

h = h0;

t = t0;

y = 80<;

y@@1DD = 1;

i = 1;

t = 80<;

WhileBt@@iDD < T,

k1 = h f@t@@iDD, y@@iDDD;

k2 = h f@t@@iDD + h, y@@iDD + k1D;

k3 = h fBt@@iDD +

h

2
, y@@iDD +

1

4
k1 +

1

4
k2F;

WhileBAbsB
1

3
Hk1 + k2 - 2 k3LF > tol,

h = h
tol

AbsA 1

3
Hk1 + k2 - 2 k3LE

1�3

;

k1 = h f@t@@iDD, y@@iDDD;

k2 = h f@t@@iDD + h, y@@iDD + k1D;

k3 = h fBt@@iDD +

h

2
, y@@iDD +

1

4
k1 +

1

4
k2F;

F;

y = AppendBy, y@@iDD +

1

6
k1 +

1

6
k2 +

2

3
k3F;

t = Append@t, t@@iDD + hD;

h = h
tol

1

3
Abs@Hk1 + k2 - 2 k3LD

1�3

;

i++

F;

8t, y<

Äà ïðèëîæèì ðåàëèçèðàíàòà ôóíêöèÿ çà ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà (2.11).
In[50]:= b@t_D := If@0 £ t £ 2, 1, 3D

f@t_, y_D := -b@tD y + t;

t = RK23Af, 0, 10, 0.1, 10-5E@@1DD;

y = RK23Af, 0, 10, 0.1, 10-5E@@2DD;

plotAppr = ListLinePlot@Table@8t@@i + 1DD, y@@i + 1DD<, 8i, 0, Length@yD - 1<DD;

exactSolution@t_D := IfB0 £ t £ 2, t - 1 + 2 E-t,
1

3
t -

1

9
+ E-3 t

4

9
E6

+ 2 E4 F

plotExact = Plot@exactSolution@tD, 8t, 0, 10<, PlotStyle ® RedD;

Show@plotAppr, plotExactD
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Âèçóàëíî, ïðèáëèæåíîòî è òî÷íîòî ðåøåíèå ñà íåðàçëè÷èìè:

Out[57]=

1 2 3 4 5 6

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

Ìîæåì äà âèäèì, ÷å ãðåøêàòà äåéñòâèòåëíî å îãðàíè÷åíà îò 10−5:
In[107]:= plotErr = ListPlot@Table@8t@@i + 1DD, Abs@y@@i + 1DD - exactSolution@t@@i + 1DDDD<,

8i, 0, Length@yD - 1<D, PlotRange ® AllD

Out[107]=

2 4 6 8 10

1. ´ 10-6

2. ´ 10-6

3. ´ 10-6

4. ´ 10-6

Íåêà âèäèì êàê ñå å èçìåíÿëà ñòúïêàòà. Íà ñëåäâàùàòà ãðàôèêà èçîáðàçÿ-
âàìå ñòúïêàòà â èíòåðâàëà 0 ≤ t ≤ 2.5.

In[115]:= ListPlot@Table@8t@@iDD, t@@i + 1DD - t@@iDD<, 8i, 1, HLength@yD - 1L � 1.5<D
, PlotRange ® AllD

Out[115]=

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

Âèæäàìå, ÷å îêîëî îñîáåíîñòòà íà ðåøåíèåòî ñòúïêàòà å íàìàëåíà çíà÷è-
òåëíî. Ñëåä òàçè îñîáåíîñò ìåòîäúò óâåëè÷àâà ñòúïêàòà, òúé êàòî ðåøåíèåòî
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ñòàâà áëèçî äî ëèíåéíà ôóíêöèÿ:
ListPlot@Table@8t@@iDD, t@@i + 1DD - t@@iDD<, 8i, 1, HLength@yD - 1L<D,

PlotRange ® AllD

Out[116]=

2 4 6 8

0.5

1.0

1.5

2.7 Ìíîãîñòúïêîâè ìåòîäè. Ìåòîäè íà Àäàìñ-Áàøôîðò

è Àäàìñ-Ìóëòîí.

Âòîðèÿò îñíîâåí êëàñ ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä, îñâåí ìåòîäèòå
íà Ðóíãå�Êóòà, ñà ò.íàð. ìíîãîñòúïêîâè ìåòîäè.

Ïðè åäíîñòúïêîâèòå ìåòîäè, íàïðèìåð ìåòîäèòå íà Ðóíãå�Êóòà è Îéëåð,
ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå yi+1, èçïîëçâàéêè ñàìî ñòîé-
íîñòòà yi. Íàïðèìåð ïî ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð èìàìå

yi+1 = yi + hf(ti, yi).

Èäåÿòà íà ìíîãîñòúïêîâèòå ìåòîäè å äà èçïîëçâàìå èíôîðìàöèÿòà, êîÿòî
ñìå ïîëó÷èëè çà ðåøåíèåòî â íÿêîëêî ïðåäõîäíè òî÷êè, êàòî ïî òîçè íà÷èí
öåëèì äà ïîëó÷èì ïî-âèñîêà òî÷íîñò. Åäèí âúçìîæåí ïîäõîä çà ïîëó÷àâàíå íà
òàêèâà ìåòîäè å ñëåäíèÿò. Êàêòî êàçàõìå, äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

du

dt
= f(t, u(t))

ìîæå äà ñå ñâåäå äî åêâèâàëåíòíî íà íåãî èíòåãðàëíî óðàâíåíèå. Çà òàçè öåë
èíòåãðèðàìå äâåòå ñòðàíè â ãðàíèöè îò ti äî ti+1

1 è ïîëó÷àâàìå

ui+1 − ui =

∫ ti+1

ti

f(t, u(t))dt

èëè, êîåòî å ñúùîòî,

ui+1 = ui +

∫ ti+1

ti

f(t, u(t))dt. (2.13)

1Ïî-îáùî, ìîæåì äà èíòåãðèðàìå â ïðîèçâîëåí èíòåðâàë [ti−k, ti], íî íàé-÷åñòî èçïîëçâà-
íèòå ìåòîäè ñå ïîëó÷àâàò ïðè èçáîð íà èíòåðâàëà [ti−1, ti]
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Çà äà ïîëó÷èì äèôåðåí÷íî óðàâíåíèå, àïðîêñèìèðàùî ãîðíîòî èíòåãðàëíî
óðàâíåíèå è ñëåäîâàòåëíî îðèãèíàëíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, ùå àïðîê-
ñèìèðàìå èíòåãðàëà â äÿñíàòà ñòðàíà.

Çà òàçè öåë ùå èçïîëçâàìå èíòåðïîëàöèîííà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà. Íåêà
îçíà÷èì f(t) = f(t, u(t)). Äà ïðèïîìíèì, ÷å èäåÿòà íà èíòåðïîëàöèîííèòå êâàä-
ðàòóðíè ôîðìóëè å äà àïðîêñèìèðàìå ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ñ èíòåðïîëà-
öèîííèÿ �è ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ, f ≈ Ln(f, t) è òîãàâà ïîëó÷àâàìå ïðèáëèæå-
íèå íà èíòåãðàëà, êàòî èíòåãðèðàìå Ln, âìåñòî f . Èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëè-
íîì íà Ëàãðàíæ ïîñòðîÿâàìå, êàòî çà èíòåðïîëàöèîííè âúçëè âçåìåì òî÷êèòå
ti, ti−1, ti−2, . . . , ti−s.

Çàáåëåæêà. Åñòåñòâåíî å, ðàçáèðà ñå, äà èçïîëçâàìå èìåííî òî÷êèòå îò ìðåæà-
òà, òúé êàòî çà ïîñòðîÿâàíå íà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íè å íåîáõîäèìî äà
çíàåì ñòîéíîñòòà íà èíòåðïîëèðàíàòà ôóíêöèÿ, à òîâà å èçïúëíåíî èìåííî â
òî÷êèòå îò ìðåæàòà.

Çàáåëåæêà. Èçïîëçâàéêè âúçåëà ti è ïðåäõîäíèòå âúçëè, ïîëó÷àâàìå ÿâåí ìå-
òîä, òúé êàòî íå èçïîëçâàìå ñòîéíîñò íà ðåøåíèåòî, êîÿòî âñå îùå íå å íàìå-
ðåíà.

Ñëåä òåçè óòî÷íåíèÿ, íåêà ðàçãëåäàìå íÿêîëêî êîíêðåòíè ìåòîäà, ïîëó÷åíè
ïî òîçè íà÷èí.

Eäíîñòúïêîâ ìåòîä. Ïðè s = 0, åäèíñòâåíèÿò èíòåðïîëàöèîíåí âúçåë å
ti. Òúðñèì ïîëèíîìà îò íóëåâà ñòåïåí, êîéòî èíòåðïîëèðà ôóíêöèÿòà f(t) (ò.å.
ñúâïàäà ñ íåÿ) â òî÷êàòà ti. Î÷åâèäíî òîâà å êîíñòàíòàòà f(ti) = f(ti, u(ti)) =: fi.
Èìàìå

f(t) ≈ fi =⇒
∫ ti+1

ti

f(t)dt ≈ hfi.

Çàìåñòâàéêè àïðîêñèìàöèÿòà íà èíòåãðàëà â (2.13), ïîëó÷àâàìå

yi+1 = yi + hfi,

ò.å. îòíîâî ïîëó÷èõìå ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð, çà êîéòî çíàåì, ÷å èìà ËÃÀ O(h).
Äâóñòúïêîâ ìåòîä. Ïðè s = 1 òúðñèì ïîëèíîìà îò ïúðâà ñòåïåí, êîéòî

èíòåðïîëèðà ôóíêöèÿòà f(t) â òî÷êèòå ti, ti−1. Ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà íà
Íþòîí ñ ðàçäåëåíè ðàçëèêè. Ïðåñìÿòàìå íåîáõîäèìèòå íè ðàçäåëåíè ðàçëèêè:

f [·] f [·, ·]
ti fi

fi−1−fi
−h

ti−1 fi−1

Òîãàâà çà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì ïîëó÷àâàìå

f(t) ≈ fi +
fi−1 − fi
−h

(t− ti)

=⇒
∫ ti+1

ti

f(t)dt ≈
∫ ti+1

ti

(
fi +

fi−1 − fi
−h

(t− ti)
)
dt

= fih−
fi−1 − fi

h

(t− ti)2

2

∣∣∣∣ti+1

ti

= fih−
h

2
(fi−1 + fi).
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Çàìåñòâàéêè àïðîêñèìàöèÿòà íà èíòåãðàëà â (2.13), ïîëó÷àâàìå ìåòîäà

yi+1 = yi +
h

2
(3fi − fi−1),

çà êîéòî ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å èìà ËÃÀ O(h2).
Ïîëó÷åíèòå ïî òîçè íà÷èí ìåòîäè ñå íàðè÷àò ìåòîäè íà Àäàìñ-Áàøôîðò

è ñà ÿâíè ëèíåéíè ìíîãîñòúïêîâè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà (2.5).
Àíàëîãè÷íî ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò íåÿâíè ìåòîäè, êàòî ïðè ïîñòðîÿâàíåòî íà

èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì, àïðîêñèìèðàù ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ â (2.13),
èçïîëçâàìå âúçëè ti+1, ti, . . . , ti+1−s. Òåçè ìåòîäè ñå íàðè÷àò ìåòîäè íà Àäàìñ-
Ìóëòîí.

Ôîðìóëèòå, êàêòî çà ìåòîäèòå íà Àäàìñ-Áàøôîðò, òàêà è çà ìåòîäèòå íà
Àäàìñ-Ìóëòîí, ìîãàò äà ñå íàìåðÿò ëåñíî â ëèòåðàòóðàòà.

Ùå ïðåäëîæèì ôóíêöèÿ, èìïëåìåíòèðàùà ìåòîä íà Àäàìñ-Áàøôîðò îò
÷åòâúðòè ðåä:

yi+1 = yi +
h

24
(55fi − 59fi−1 + 37fi−2 − 9fi−3)

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å çà ïðåñìÿòàíåòî íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â i + 1-âàòà
òî÷êà å íåîáõîäèìî ðåøåíèåòî â ïðåäõîäíèòå 4 òî÷êè. Ñëåäîâàòåëíî ñòîéíîñ-
òèòå â ïúðâèòå ÷åòèðè òî÷êè îò ìðåæàòà íå ìîæåì äà íàìåðèì äèðåêòíî ÷ðåç
ãîðíàòà ôîðìóëà. Çà òàçè öåë ñå èçïîëçâà åäíîñòúïêîâ ìåòîä, èìàù ñúùèÿ ðåä
íà àïðîêñèìàöèÿ. Íèå ùå èçïîëçâàìå ìåòîäà íà Ðóíãå�Êóòà îò ÷åòâúðòè ðåä,
êîéòî ðàçãëåäàõìå ïî-ðàíî.
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In[1]:= AB4@f_, u0_, t0_, T_, n_D :=

h = HT - t0L � n;

t = Table@i h, 8i, 0, n<D;

y = Table@0, 8n + 1<D;

fi = Table@0, 8n + 1<D; H*list of values of the right-hand side f*L
y@@1DD = u0;

H*Compute the first approximate values, using the RK4 method*L
ForBi = 1, i £ 3, i++,

k1 = h f@t@@iDD, y@@iDDD;

k2 = h f@t@@iDD + h � 2, y@@iDD + k1 � 2D;

k3 = h f@t@@iDD + h � 2, y@@iDD + k2 � 2D;

k4 = h f@t@@iDD + h, y@@iDD + k3D;

y@@i + 1DD = y@@iDD +
1

6
Hk1 + 2 k2 + 2 k3 + k4L;

fi@@i + 1DD = f@t@@i + 1DD, y@@i + 1DDD;

F;

H*Compute the remaining values, using the AB4 formula*L
ForBi = 4, i < n + 1, i++,

y@@i + 1DD =

y@@iDD +
h

24
H55 fi@@iDD - 59 fi@@i - 1DD + 37 fi@@i - 2DD - 9 fi@@i - 3DDL;

fi@@i + 1DD = f@t@@i + 1DD, y@@i + 1DDD;

F;

y

Âàæíî å äà îòáåëåæèì, ÷å, çà äà áúäå èìïëåìåíòàöèÿòà íà ìåòîäà
åôåêòèâíà, å íåîáõîäèìî äà ïàçèì íå ñàìî ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëè-
æåíîòî ðåøåíèå, íî è íà äÿñíàòà ñòðàíà â òî÷êèòå îò ìðåæàòà, çà äà
èçáåãíåì ìíîãîêðàòíîòî ïðåñìÿòàíå íà äåñíèòå ñòðàíè â åäíè è ñúùè òî÷êè.
Áè áèëî ñåðèîçíà ãðåøêà äà íå èçïîëçâàìå òîçè ôàêò, òúé êàòî â ïðî-
òèâåí ñëó÷àé ìåòîäúò ùå èçïúëíÿâà ìíîãî ïî-ãîëÿì áðîé îïåðàöèè
(ñðàâíèìè ñ ìåòîäà íà Ðóíãå�Êóòà).

Ìåòîäèòå íà Àäàìñ�Áàøôîðò ñà ïî-áúðçè îò ìåòîäèòå íà Ðóíãå�
Êóòà ñúñ ñúùèÿ ðåä íà òî÷íîñò, íî îáèêíîâåíî ìåòîäèòå íà Ðóíãå�
Êóòà èìàò ïî-äîáðî ïîâåäåíèå îò ãëåäíà òî÷êà íà óñòîé÷èâîñòòà íà
ìåòîäà. Ïîñëåäíîòî å âàæíî çà çàäà÷è, ïðè êîèòî óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò
ìîæå äà îçíà÷àâà, ÷å ìåòîäúò íà Àäàìñ òðÿáâà äà ñå èçïîëçâà ñ òâúðäå ìàëêà
ñòúïêà, êîåòî äà ãî íàïðàâè íåïðèëîæèì íà ïðàêòèêà. Èçáîðúò íà ìåòîä
çà ðåøàâàíåòî íà âñÿêà êîíêðåòíà çàäà÷à çàâèñè îò òîâà êàêâî ñå
èçèñêâà îò íåãî � áúðçîäåéñòâèå, âèñîêà òî÷íîñò, óñòîé÷èâîñò è ò.í.
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2.8 Íÿêîè ïðèëîæåíèÿ íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè çà

ðåøàâàíå íà ÎÄÓ

Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïðèìåðà, íà áàçàòà íà êîèòî ùå èëþñòðèðàìå ïðèëî-
æåíèåòî íà ðàçãëåæäàíèòå ìåòîäè íà ïðàêòèêà.

Àíàëèç íà ôîðìàòà íà îñåâî-ñèìåòðè÷íà êàïêà.
Ìåòîäúò íà Àäàìñ�Áàøôîðò äàòèðà îò êðàÿ íà 19-òè âåê, êàòî ïúðâî òîé å
áèë ïðèëîæåí çà îïðåäåëÿíå ïðîôèëà íà êàïêà îò äàäåí ôëóèä. Åòî çàùî íèå
ùå ãî èëþñòðèðàìå èìåííî âúðõó òàçè çàäà÷à.

Ðàçãëåæäàìå ñèñòåìàòà

dr

ds
= cosϕ,

dz

ds
= sinϕ,

dϕ

ds
= 2b+ cz − sinϕ

r
,

êîÿòî îïèñâà ïðîôèëà íà êàïêà, ïóñíàòà îò äàäåí êàïèëÿð, ïîä äåéñòâèåòî íà
ãðàâèòàöèÿòà. Ïðîôèëúò ñå îïèñâà êàòî ïàðàìåòðè÷íà êðèâà l = (r(s), z(s)),
êîÿòî å ïàðàìåòðèçèðàíà ïî äúëæèíàòà íà äúãàòà, s, èçìåðåíà îò âúðõà íà
êàïêàòà êúäåòî ϕ å úãúëúò, êîéòî äîïèðàòåëíàòà â ñúòîâåòíàòà òî÷êà ñêëþ÷âà
ñ àáñöèñíàòà îñ. Ïàðàìåòúðúò b îïèñâà êðèâèíàòà âúâ âúðõà íà êàïêàòà, à c å
ïàðàìåòúð, êîéòî õàðàêòåðèçèðà âåùåñòâîòî.

Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà r(0) = z(0) = ϕ(0) = 0. Äà îòáåëåæèì, ÷å ñèñòåìàòà
èìà îñîáåíîñò ïðè s = 0, òúé êàòî äÿñíàòà ñòðàíà íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íå
å äåôèíèðàíà. Ìîæå äà ñå ïîêàæå îáà÷å, ÷å äÿñíàòà ãðàíèöà ñúùåñòâóâà è

dϕ

ds

∣∣∣∣
0+

= b.

Òîãàâà å åñòåñòâåíî äà ïðèåìåì ïîñëåäíîòî êàòî äåôèíèöèÿ íà äÿñíàòà ñòðàíà
çà s = 0.

Çà äà ìîæåì äà èçïîëçâàìå âå÷å íàïèñàíàòà â Mathematica ôóíêöèÿ AB4,
ïúðâî òðÿáâà äà çàïèøåì ñèñòåìàòà êàòî åäíî âåêòîðíî óðàâíåíèå. Ïîëàãàéêè
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u = (r, z, ϕ)T è f(u) = (f1, f2, f3)T , êúäåòî

f1(u) = cosϕ,

f2(u) = sinϕ,

f3(u) =

{
2b+ cz − sinϕ

r
, s > 0

b, s = 0
.

ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà
du

dt
= f(u), s > 0,

u(0) = (0, 0, 0)T .

Êàêòî êàçàõìå, ùå èçïîëçâàìå ôóíêöèÿòà AB4 çà íåéíîòî ðåøàâàíå, êàòî
ìàëêî ùå ÿ ìîäèôèöèðàìå. Òîâà ñå íàëàãà, ïðåäâèä ôàêòà, ÷å îáèêíîâåíî çà-
äà÷àòà å ñêàëèðàíà òàêà (ò.å. ñà èçáðàíè òàêèâà ìåðíè åäèíèöè), ÷å ðàäèóñúò
íà êàïèëÿðà äà áúäå åäèíèöà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òðÿáâà äà èíòåãðèðàìå, äîêàòî
r ñòàíå 1.

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å êàïêàòà å îñåâî-ñèìåòðè÷íà, òî å äîñòàòú÷íî äà âçå-
ìåì ñàìî ïîëîâèíàòà îò íåÿ.

Ïðèëàãàìå ïî-äîëó ìîäèôèöèðàíèÿ êîä, çàåäíî ñ ïðèëîæåíèåòî ìó çà îïðå-
äåëÿíå íà ïðîôèëà íà êàïêàòà ïðè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå b = 1.84366 è
c = −2.9.
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In[7]:= AB4@f_, u0_, h_D :=

y = Table@0, 84<D;

fi = Table@0, 84<D; H*list of values of the right-hand side f*L
y@@1DD = u0;

H*Compute the first approximate values, using the RK4 method*L
ForBi = 1, i £ 3, i++,

k1 = h f@y@@iDDD;

k2 = h f@y@@iDD + k1 � 2D;

k3 = h f@y@@iDD + k2 � 2D;

k4 = h f@y@@iDD + k3D;

y@@i + 1DD = y@@iDD +
1

6
Hk1 + 2 k2 + 2 k3 + k4L;

fi@@i + 1DD = f@y@@i + 1DDD;

F;

i = 4;

H*Compute the remaining values, using the AB4 formula*L
WhileBy@@i, 1DD £ 1,

y = AppendBy,

y@@iDD +
h

24
H55 fi@@iDD - 59 fi@@i - 1DD + 37 fi@@i - 2DD - 9 fi@@i - 3DDLF;

fi = Append@fi, f@y@@i + 1DDDD;

i++;

F;

y

In[8]:= b = 1 � 0.5424

c = -2.9;

f@u_D := :
Cos@u@@3DDD,

Sin@u@@3DDD,

IfBu@@1DD ¹ 0, 2 b + c u@@2DD -
Sin@u@@3DDD

u@@1DD
, bF

>
res = AB4@f, 80, 0, 0<, 0.01D;

ListPlot@Table@8res@@i, 1DD, res@@i, 2DD<, 8i, 1, Length@resD<D,

AspectRatio ® AutomaticD

Â ðåçóëòàò îò èçïúëíåíèåòî íà ãîðíèÿ êîä, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ïðîôèë íà
êàïêà.
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Out[12]=

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

Ðåøàâàíåòî íà ãîðíàòà ñèñòåìà ÎÄÓ å ÷àñò îò ò.íàð. Axisymmetric Drop
Shape Analysis. Òîâà å ìåòîä, íà áàçàòà íà êîéòî ðàáîòÿò ìíîãî óðåäè çà
îïðåäåëÿíå íà ïîâúðõíîñòíî íàïðåæåíèå íà òå÷íîñòè (òåíñèîìåòðè).

Ïîâúðõíîñòíîòî íàïðåæåíèå å õàðàêòåðèñòèêà íà òå÷íîñòèòå, êîÿòî ãè
êàðà äà âúçïðèåìàò ôîðìà, ïðè êîÿòî ïîâúðõíîñòòà èì å ìèíèìàëíà. Íàïðà-
âàòà íà èçìåðâàòåëíè óðåäè çà èçìåðâàíå íà ïîâúðõíîñòíî íàïðåæåíèå å
ãîëÿìà èíäóñòðèÿ. Çà òàçè öåë êàïêà îò äàäåíî âåùåñòâî ñå ïóñêà îò êàïè-
ëÿð. Íà êàïêàòà ñå ïðàâè ñíèìêà, êîÿòî ñå äèãèòàëèçèðà è òàêà ïðîôèëúò
ñå îïèñâà ñ ìíîæåñòâî îò òî÷êè (çàðàäè ñèìåòðèÿòà ðàçãëåæäàìå ñàìî ïî-
ëîâèíàòà).
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Îò äðóãà ñòðàíà, îò÷èòàéêè ñèëèòå, äåéñòâàùè âúðõó êàïêàòà, êàêòî
âèäÿõìå, ìîæå äà ñå îïðåäåëè ïðîôèëúò ïðè çàäàäåíè ïàðàìåòðè. Ñîôòóå-
ðúò, óïðàâëÿâàù óðåäèòå, îïðåäåëÿ ñòîéíîñòòà íà ïàðàìåòðèòå (â ÷àñòíîñò
ïàðàìåòúðúò c, â êîéòî ó÷àñòâà ïîâúðõíîñòíîòî íàïðåæåíèå) òàêà, ÷å åêñ-
ïåðèìåíòàëíèÿò è òåîðåòè÷íèÿò ïðîôèë äà ñúâïàäàò.

Ðåøàâàíå íà òâúðäè ñèñòåìè.
Íåêà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè

du

dt
= λ(−u+ sin t), 0 < t ≤ 10,

u(0) = 0,

èìàùà òî÷íî ðåøåíèå

u(t) =
λ

1 + λ2
e−λt +

λ2

1 + λ2
sin t− λ

1 + λ2
cos t.

Äà ðåøèì çàäà÷àòà ïðè λ = 1000000. Ïúðâàòà íè èäåÿ ìîæå äà áúäå äà
èçïîëçâàìå ÿâåí ìåòîä, ïîðàäè îòíîñèòåëíàòà ïðîñòîòà è áúðçîäåéñòâèå ñïðÿìî
íåÿâíèòå. Íåêà ïðèëîæèì íàïðèìåð ìåòîäà íà Ðóíãå-Êóòà îò ÷åòâúðòè ðåä.

In[24]:= Λ = 1 000 000;

f@t_, y_D := Λ H-y + Sin@tDL;

y = RK4@f, 0, 0.0001, 0, 10D;

plotAppr = ListLinePlot@Table@8t@@i + 1DD, y@@i + 1DD<, 8i, 0, n<DD;

c =
Λ

1 + Λ2
;

plotExact = PlotBc E-Λ t
+

Λ2

1 + Λ2
Sin@tD -

Λ

1 + Λ2
Cos@tD, 8t, 0, 10<, PlotStyle ® RedF;

Show@plotAppr, plotExactD

Äà îòáåëåæèì, ÷å ñìå èçïîëçâàëè äîñòà ìàëêà ñòúïêà � 10−4. Ðåçóëòàòúò îò
èçïúëíåíèåòî íà ãîðíèÿ êîä å ñëåäíèÿò:
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Out[30]=

0.001 0.002 0.003 0.004

2 ´ 10251

4 ´ 10251

6 ´ 10251

8 ´ 10251

ßñíî å, ÷å ïðè÷èíàòà çà ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò å óñëîâíàòà óñòîé÷èâîñò íà
ìåòîäà. Çà êîíêðåòíàòà çàäà÷à óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò îçíà÷àâà, ÷å ñòúïêàòà
òðÿáâà äà å òâúðäå ìàëêà, çà äà áúäå ìåòîäúò óñòîé÷èâ, êîåòî ãî ïðàâè íà
ïðàêòèêà íåïðèëîæèì.

Òîâà å ïðèìåð çà ò.íàð. òâúðäè çàäà÷è. Åñòåñòâåí ïîäõîä òîãàâà å äà îïèòà-
ìå äà ðåøèì çàäà÷àòà ñ íåÿâåí ìåòîä. Ùå èçïðîáâàìå íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð
çà öåëòà.

Λ = 1 000 000;

f@t_, y_D := Λ H-y + Sin@tDL;

y = implicitEuler@f, 0, 0.1, 0, 10D;

plotAppr = ListPlot@Table@8t@@i + 1DD, y@@i + 1DD<, 8i, 0, n<D,

PlotRange ® AllD;

c =
Λ

1 + Λ2
;

plotExact = PlotBc E-Λ t
+

Λ2

1 + Λ2
Sin@tD -

Λ

1 + Λ2
Cos@tD, 8t, 0, 10<, PlotStyle ® RedF;

Show@plotAppr, plotExact, PlotRange ® AllD
Ðåçóëòàòúò (ïðè èçïîëçâàíà ñòúïêà h = 0.1) å ñëåäíèÿò:

2 4 6 8 10

-1.0

-0.5

0.5

1.0
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Âèæäàìå, ÷å äîðè íåÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð, êîéòî èìà ïúðâè ðåä íà ñõî-
äèìîñò, ñå ñïðàâÿ äîáðå ñ ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà.

Àíèìàöèÿ íà ñâîáîäíî ïàäàùî òÿëî.
Ùå ìîäåëèðàìå ïîâåäåíèåòî íà òîï÷å, êîåòî ïàäà ñâîáîäíî. Íà òîï÷åòî ìó
äåéñòâàò ñèëàòà íà òåæåñòòà F = mg, êúäåòî m å ìàñàòà íà òÿëîòî, à g �
çåìíîòî óñêîðåíèå. Àêî ñ x îçíà÷èì îòìåñòâàíåòî íà òîï÷åòî, òî îò âòîðèÿ
çàêîí íà Íþòîí å èçâåñòíî, ÷å:

ma = F,

mx′′ = mg,

x′′ = g.

Òàêà ïîëó÷èõìå ñëåäíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä:

x′′ = g.

Çà äà àíèìèðàìå ïîâåäåíèåòî òîï÷åòî â äàäåí âðåìåâè èíòåðâàë (íàïðèìåð
0 < t ≤ 10), ñà íè íåîáõîäèìè 2 íà÷àëíè óñëîâèÿ. Íåêà òîï÷åòî â ìîìåíò 0 ñå
íàìèðà â ïîçèöèÿ 0 è íà÷àëíàòà ìó ñêîðîñò å 0. Òàêà ïîëó÷àâàìå çàäà÷àòà:

x′′ = g, 0 < t ≤ 10,

x(0) = 0,

x′(0) = 0.

Ùå ñâåäåì çàäà÷àòà îò âòîðè ðåä êúì çàäà÷à íà Êîøè çà ñèñòåìàòà ÎÄÓ îò
ïúðâè ðåä. Çà öåëòà ùå ïîëîæèì x′ = v, êîåòî âîäè äî ñëåäíàòà åêâèâàëåòíà
çàäà÷à:

x′ = v, 0 < t ≤ 10,

v′ = g, 0 < t ≤ 10,

x(0) = 0,

v(0) = 0.

(2.14)

Àêî îçíà÷èì u := (x, v)T , òî òîãàâà çàäà÷àòà ìîæå äà ñå çàïèøå è êàòî

du

dt
=

(
v
g

)
, 0 < t ≤ 10,

u(0) = 0.

Ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà ðåøåíèåòî å ïðåäñòàâåíà ïî-äîëó:
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explicitEuler[f_, h_, t0_, T_, u0_] := (

n = Ceiling[(T - t0)/ h];

t = Table[t0 + i* h, {i, 0, n}];

y = Table[0, {n + 1}];

y[[1]] = u0;

For[i = 1, i < n + 1, i++,

y[[i + 1]] = y[[i]] + h* f[t[[i]], y[[i]]]

];

Transpose[{t, y}]

)

f[x_, u_] := {u[[2]], 9.8}

h = 0.00001;

apprPos2 = explicitEuler[f, h, 0, 10, {0, 0}][[All, 2, 1]];

Animate[Graphics[{Circle[{0, -exact1[t[[i]]]}, 5], {Red, Dashed, Circle[{0, -apprPos2[[i]]}, 5]}},

PlotRange → {{0, 10}, {-550, 0}}, Axes → {False, True}],

{i, 1, Length[t], 1}]

Ðåçóëòàòè îò åêñïåðèìåíòèòå â 5 ðàçëè÷íè ìîìåíòà îò âðåìå ñà ïîêàçàíè ïî-
äîëó. Êàòî ÷åðâåíî òîï÷å å àíèìèðàíî, èçïîëçâàéêè òî÷íîòî ðåøåíèå íà (2.14),
à ñèíüîòî � èçïîëçâàéêè ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå, íàìåðåíî ïî ÿâíèÿ ìåòîä íà
Îéëåð.

Out[71]=
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2.8.1 Ñðàâíåíèå íà ìåòîäèòå çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà ÎÄÓ

Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå íàïðàâèì åäíî êðàòêî ñðàâíåíèå íà áàçà íà íÿêîëêî
ïðèçíàêà ìåæäó ìåòîäèòå çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà ÎÄÓ, áåç äà ïðåòåíäèðàìå
çà êàêâàòî è äà å èç÷åðïàòåëíîñò.

1. ßâíè ìåòîäè

(à) Ìåòîä íà Îéëåð

+ Áúðçè è ëåñíè çà èìïëåìåíòèðàíå
- Áàâíî ñõîäÿùè.

(á) Ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòà

+ Ñúùåñòâóâàò ìåòîäè ñ âèñîê ðåä íà ñõîäèìîñò
+ Ïî-äîáðè ñâîéñòâà îò ãëåäíà òî÷êà íà óñòîé÷èâîñò ñïðÿìî ìåòî-

äèòå íà Àäàìñ-Áàøôîðò
+ Óäîáíè ñà â ñëó÷àè, êîãàòî èñêàìå äà èçïúëíèì äàäåíà òî÷íîñò

è çà èçïîëçâàíå ñ àäàòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà
- Ïî-áàâíè îò ìåòîäèòå íà Àäàìñ-Áàøôîðò

(â) Ìåòîäè íà Àäàìñ-Áàøôîðò

+ Ñúùåñòâóâàò ìåòîäè ñ âèñîê ðåä íà ñõîäèìîñò
+ Ïî-áúðçè ñïðÿìî ìåòîäèòå íà Ðóíãå-Êóòà
+ ×åñòî ñå êîìáèíèðàò ñ íåÿâíèòå ìåòîäè íà Àäàìñ-Ìóëòîí êàòî

ïðåäèêòîðíî-êîðåêòîðåí ìåòîä
- Ïî-ëîøè ñâîéñòâà îò ãëåäíà òî÷êà íà óñòîé÷èâîñò ñïðÿìî ìåòî-
äèòå íà Ðóíãå-Êóòà

2. ßâíè ñðåùó íåÿâíè ìåòîäè

• ßâíèòå ìåòîäè ñà çíà÷èòåëíî ïî-áúðçè.

• Çà òâúðäè çàäà÷è ÿâíèòå ìåòîäè ñà ïðàêòè÷åñêè íåïðèëîæèìè.

• ×åñòî íåÿâíèòå ìåòîäè ñå èçïîëçâàò çàåäíî ñ ÿâåí ìåòîä â äâîéêà
ïðåäèêòîð-êîðåêòîð.

Íà áàçà íà ãîðíîòî ñðàâíåíèå îùå âåäíúæ ùå ïîä÷åðòàåì, ÷å ïîçíàâàíåòî
íà ðàçëè÷íè ìåòîäè íè ïîçâîëÿâà äà èçïîëçâàìå ìåòîä, êîéòî å ïîäõîäÿù, îò
ãëåäíà òî÷êà íà èçèñêâàíèÿòà íà êîíêðåòíàòà ïðèëîæíà çàäà÷à, êîÿòî ðåøà-
âàìå.

2.9 Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 13. Äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå

dy

dx
=
−x+

√
x2 + 4y2

2y

îïèñâà ôîðìàòà íà ðàâíèííà êðèâà, êîÿòî îòðàçÿâà âñè÷êè ëú÷è, óñïîðåäíè
íà àáñöèñàòà, â åäíà è ñúùà òî÷êà (íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà). Òà-
êèâà ìîäåëè íàìèðàò ïðèëîæåíèå ïðè îãëåäàëàòà â òåëåñêîïèòå, ñàòåëèòíèòå
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àíòåíè, ñîëàðíèòå êîëåêòîðè è äð. Ðåøåòå çàäà÷àòà íà Êîøè, ñúîòâåòñòâàùà
íà ãîðíîòî óðàâíåíèå

Çàäà÷à 14. Ðàçãëåæäàìå ÷èñëåíèÿ ìåòîä ñ òåãëî θ

yj+1 = yj + hθfj+1 + h(1− θ)fj.

• Êîè ìåòîäè ñå ïîëó÷àâàò ïðè θ = 0 è θ = 1?

• Êàê äàäåíèÿò ìåòîä ìîæå äà áúäå èçâåäåí îò ÿâíèÿ è íåÿâíèÿ ìåòîä íà
Îéëåð?

• Çà êîè ñòîéíîñòè íà θ ìåòîäúò å íåÿâåí?

• Èçâåäåòå óñëîâèå çà A-óñòîé÷èâîñò çà ïðîèçâîëíî θ.

• Çà êîè ñòîéíîñòè íà θ ìåòîäúò å A-óñòîé÷èâ (çà âñÿêî h > 0)?

• Çà êîè ñòîéíîñòè íà θ ìåòîäúò å ìîíîòîíåí (çà âñÿêî h > 0)?

• Ïîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî θ ËÃÀ å O(h).

• Ñúùåñòâóâà ëè ñòîéíîñò íà θ, çà êîÿòî ËÃÀ å O(h2)?

Çàäà÷à 15. Ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî

u′(t) = −300t2y3, 0 ≤ t ≤ 3

ñ íà÷àëíî óñëîâèå u(0) = 1.

• Ïîêàæåòå, ÷å òî÷íîòî ðåøåíèå íà ãîðíàòà çàäà÷à íà Êîøè å

u(t) =
1√

200t3 + 1
.

• Ïðèëîæåòå ìåòîäà ñ àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà RK23, ðàçãëåæäàí íà
óïðàæíåíèÿ ñ òîëåðàíñ 0.0001.

• Íàìåðåòå äîïóñíàòàòà ãðåøêà âúâ âñÿêà òî÷êà è ñðàâíåòå ñ òîëåðàíñà.

• Ïîêàæåòå êàê ñå å èçìåíÿëà ñòúïêàòà ïðè ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà. Êúäå
ñòúïêàòà å ìàëêà? Çàùî?

• Êàêâà ðàâíîìåðíà ñòúïêà î÷àêâàòå äà å íåîáõîäèìà çà ìåòîä íà Ðóíãå-
Êóòà îò òðåòè ðåä, çà äà áúäå ïîñòèãíàòà ñúùàòà òî÷íîñò?

• Ïðèëîæåòå ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà îò òðåòè ðåä ñ ðàâíîìåðíà ìðåæà, òà-
êà ÷å äà ïîëó÷èòå ñúùàòà òî÷íîñò. Ñðàâíåòå âðåìåíàòà çà èçïúëíåíèå íà
ïðîãðàìàòà ïðè ðàâíîìåðíà è àäàïòèâíà ñòúïêà, êàòî èçïîëçâàòå âãðàäå-
íàòà ôóíêöèÿ TimeUsed

• Íàïðàâåòå ñúùîòî, êàòî â ïðåäèøíàòà ïîäòî÷êà, çà ÿâíèÿ è íåÿâíèÿ ìåòîä
íà Îéëåð è çà ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòà îò ÷åòâúðòè è ïåòè ðåä (çà ñúîòâåò-
íèòå òàáëèöè íà Butcher âèæòå êíèãàòà íà Butcher, êà÷åíà â Moodle).

• Ïîòúðñåòå èíôîðìàöèÿ â èíòåðíåò çà ìåòîäà íà Runge-Kutta-Fehlberg
(RKF45), êîéòî å íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿò íà ïðàêòèêà ìåòîä ñ àäàïòè-
âåí èçáîð íà ñòúïêàòà. Ðåøåòå çàäà÷àòà, êàòî ãî èçïîëçâàòå. Ñðàâíåòå
âðåìåòî çà èçïúëíåíèå íà ïðîãðàìàò ñ òîâà ïðè RK23.
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Ãëàâà 3

Äèôåðåí÷íè ìåòîäè çà ×ÄÓ

3.1 ßâíè äèôåðåí÷íè ñõåìè çà íåñòàöèîíàðíè çà-

äà÷è

Ùå çàïî÷íåì èçëîæåíèåòî, êàòî ïðåäñòàâèì èäåÿòà çà ïîñòðîÿâàíå íà óñòîé-
÷èâè äèôåðåí÷íè ñõåìè çà íåñòàöèîíàðíè ×ÄÓ. Çà èëþñòðàöèÿ ùå èçïîëçâàìå
äâàòà îñíîâíè êëàñà ëèíåéíè íåñòàöèîíàðíè ×ÄÓ îò âòîðè ðåä � ïàðàáîëè÷íè
è õèïåðáîëè÷íè çàäà÷è. Ïî-êîíêðåòíî, ùå ðàçãëåäàìå óðàâíåíèÿòà íà òîïëîï-
ðîâîäíîñòòà, ïðåíîñà è ñòðóíàòà.

3.1.1 ßâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà åäíîìåðíîòî ëèíåéíî óðàâ-

íåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà

Äèôóçèÿòà å åäèíèÿò îñíîâåí ïðîöåñ, êîéòî îáóñëàâÿ äâèæåíèåòî â ïðèðîäàòà.
Ïðè íåãî âåùåñòâàòà ñå ðàçïðîñòðàíÿâàò îò ìåñòà ñ ïî-ãîëÿìà êîíöåíòðàöèÿ
(òåìïåðàòóðà, åíåðãèÿ,...) êúì ìåñòà ñ ïî-ìàëêà êîíöåíòðàöèÿ (òåìïåðàòóðà,
åíåðãèÿ,...). Ùå èçâåäåì óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà (òîïëîïðîâîäíîñòòà) â åä-
íîìåðíèÿ ñëó÷àé (ò.å. êîãàòî ïðîöåñúò çàâèñè ñàìî îò åäíà ïðîñòðàíñòâåíà
ïðîìåíëèâà). Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë ñå áàçèðà íà çàêîí çà çàïàçâàíå (íà êîí-
öåíòðàöèÿ, íà òîïëèíà è äð.) Ãîëÿìà ÷àñò îò çàêîíèòå âúâ ôèçèêàòà ñà
èìåííî îòðàæåíèå íà íÿêàêúâ çàêîí çà çàïàçâàíå.

Ùå èçâåäåì óðàâíåíèåòî, ðàçñúæäàâàéêè çà êîíöåíòðàöèÿòà íà äàäåíî âå-
ùåñòâî, íî ñ àíàëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ ìîæåì äà èçâåäåì ñúùîòî óðàâíåíèå,
èíòåðïðåòèðàíî îò ãëåäíà òî÷êà ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà òîïëèíà è äð.

Ðàçãëåæäàìå äúëãà è òúíêà òðúáà, â êîÿòî ïðèåìàìå, ÷å ðàçïðåäåëåíèåòî
íà âåùåñòâî â åäíî íàïðå÷íî ñå÷åíèå å õîìîãåííî, ò.å. êîíöåíòðàöèÿòà íà âå-
ùåñòâîòî (íåêà ÿ áåëåæèì ñ u) çàâèñè ñàìî îò åäíà ïðîñòðàíñòâåíà ïðîìåíëèâà
x, ò.å. u = u(x, t).

Íåêà ñ j(x, t) îçíà÷èì ïîòîêà íà âåùåñòâîòî â òî÷êàòà x âñëåäñòâèå íà äè-
ôóçèÿòà, ò.å. òîâà å ñêîðîñòòà, ñ êîÿòî âåùåñòâîòî ïðåìèíàâà ïðåç òàçè òî÷êà.
Íåêà ïðèåìåì, ÷å òðúáàòà å äîáðå óïëúòíåíà, ò.å. ïðåç îêîëíàòà �è ïîâúðõíèíà
íå ïðåìèíàâà âåùåñòâî.

Íåêà ðàçãëåäàìå åäèí äîñòàòú÷íî ìàëúê èíòåðâàë [ξ, ξ + ∆ξ]:

58



Èçìåíåíèåòî íà êîíöåíòðàöèÿòà â äàäåíèÿ èíòåðâàë å ðàâíî íà ðàçëèêàòà
íà âõîäÿùèÿ è èçõîäÿùèÿ ïîòîê, ò.å.

èçìåíåíèåòî íà êîíöåíòðàöèÿòà = j(ξ, t)− j(ξ + ∆ξ, t).

Èçìåíåíèåòî çà åäèíèöà âðåìå â äàäåíà òî÷êà îò èíòåðâàëà å ∂u
∂t
. Çà äà

ïîëó÷èì îáùîòî èçìåíåíèå â èíòåðâàëà, òðÿáâà äà ñóìèðàìå èçìåíåíèÿòà âúâ
âñÿêà òî÷êà è ïîëó÷àâàìå∫ ξ+∆ξ

ξ

∂u

∂t
dx = j(ξ, t)− j(ξ + ∆ξ, t).

Òîâà å èíòåãðàëíàòà ôîðìà íà çàêîíà çà çàïàçâàíå. Îáèêíîâåíî, òÿ íå
ñå èçïîëçâà â òîçè âèä, à ñå ñâåæäà äî äèôåðåíöèàëíà. Åäèí âúçìîæåí ïîäõîä
å ñëåäíèÿò.

Ïðåñìÿòàìå èíòåãðàëà â ëÿâàòà ñòðàíà ïî ôîðìóëàòà íà öåíòðàëíèòå ïðà-
âîúãúëíèöè è ïîëó÷àâàìå

∂u

∂t

(
ξ +

∆ξ

2
, t

)
∆ξ +O(∆ξ3) = j(ξ, t)− j(ξ + ∆ξ, t).

Äåëèì äâåòå ñòðàíè íà ∆ξ è ïîëó÷àâàìå

∂u

∂t

(
ξ +

∆ξ

2
, t

)
+O(∆ξ3) =

j(ξ, t)− j(ξ + ∆ξ, t)

∆ξ
.

È ñåãà, ïóñêàéêè ∆ξ äà êëîíè êúì 0, ïîëó÷àâàìå äèôåðåíöèàëíàòà ôîðìà
íà çàêîíà çà çàïàçâàíå:

∂u

∂t
= −∂j

∂x
(ξ, t).

Â ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå âñå îùå ïðèñúñòâàò äâå íåèçâåñòíè ôóíêöèè �
u(x, t) è j(x, t). Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å ñúùåñòâóâà âðúçêà ìåæäó òÿõ. Òÿ å åêñ-
ïåðèìåíòàëíî óñòàíîâåíà è íîñè èìåòî Çàêîí íà Ôèê (â òîïëîïðîâîäíîñòòà �
Çàêîí íà Ôóðèå). Ñïîðåä íåãî ïîòîêúò å ïðîïîðöèîíàëåí íà ðàçëèêàòà â êîí-
öåíòðàöèèòå (ïî-òî÷íî íà ãðàäèåíòà), ò.å.

j(x, t) = −D∂u
∂x
.

Çàìåñòâàéêè ïîñëåäíîòî â äèôåðåíöèàëíàòà ôîðìà íà Çàêîíà çà çàïàçâàíå,
ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà (îùå, óðàâíåíèå íà òîï-
ëîïðîâîäíîñòòà)
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∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
.

Îùå âåäíúæ ùå ïîä÷åðòàåì, ÷å òîâà óðàâíåíèå îïèñâà ìíîãî ðàçëè÷íè ïðî-
öåñè � ðàçïðîñòðàíåíèå íà òîïëèíà, äèôóçèÿ íà âåùåñòâî, ðàçïðîñòðàíåíèå íà
çàðàçíè çàáîëÿâàíèÿ è äð. Òîâà å åäíî îò ãîëåìèòå äîñòîéíñòâà íà ìàòåìàòè-
÷åñêèòå ìîäåëè � òå ñà àáñòðàêòíè çàäà÷è, êîèòî ìîãàò äà ñå èíòåðïðåòèðàò
ïî ìíîãî ðàçëè÷íè íà÷èíè � åäèí è ñúù ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò ìîæå äà îïèñâà
ðàçëè÷íè ðåàëíè ïðîöåñè.

È òàêà, ùå èçëîæèì îñíîâíèòå èäåè íà äèôåðåí÷íèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà
×ÄÓ âúðõó õîìîãåííîòî ëèíåéíî åäíîìåðíî óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà

∂u

∂t
−D∂

2u

∂x2
= 0. (3.1)

Èìàéêè ïðåäâèä, ÷å â óðàâíåíèåòî ïðèñúñòâàò ïðîèçâîäíà îò âòîðè ðåä ïî
ïðîñòðàíñòâîòî è îò ïúðâè ðåä, å ÿñíî, ÷å çà äà çàòâîðèì äèôåðåíöèàëíàòà
çàäà÷à, å íåîáõîäèìî äà íàëîæèì äâå (ãðàíè÷íè) óñëîâèÿ ïî ïðîñòðàíñòâîòî è
åäíî (íà÷àëíî) ïî âðåìåòî:

u(x, 0) = u0(x), (3.2)

u(0, t) = uL(t), u(l, t) = uR(t). (3.3)

Íàëîæåíèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ñå íàðè÷àò ãðàíè÷íè óñëîâèÿ îò ïúðâè
ðîä (ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Äèðèõëå). Ïî-íàòàòúê ùå ðàçãëåäàìå è ïî-îáùè
ãðàíè÷íè óñëîâèÿ.

Çà ñàìîòî ïîñòðîÿâàíå íà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà ïîäõîæäàìå ïî ïîäîáåí íà-
÷èí íà òîâà, êîåòî íàïðàâèõìå ïðè ìåòîäèòå çà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä. Ùå äèñêðå-
òèçèðàìå äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à, êàòî âúâåäåì ìðåæà îò âúçëè, â êîèòî ùå
òúðñèì ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå, ñëåä êîåòî ùå àïðîêñèìèðàìå
ïðîèçâîäíèòå ÷ðåç èçâåñòíèòå íè ôîðìóëè çà ÷èñëåíî äèôåðåíöèðàíå.

Îáëàñòòà, â êîÿòî ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà å ïðàâîúãúëíèêúò

< := {(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T}.

Ïðîñòàòà ãåîìåòðèÿ íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà u(x, t) (êîÿòî å íàïúëíî åñ-
òåñòâåíà çà ðàçãëåæäàíàòà åäíîìåðíà ïî ïðîñòðàíñòâîòî íåñòàöèîíàðíà çàäà-
÷à) íè ïîçâîëÿâà äà âúâåäåì ðàâíîìåðíà ìðåæà1 ñúñ ñòúïêè ïî ïðîñòðàíñ-
òâîòî è ïî âðåìåòî, ñúîòâåòíî h è τ , ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ωh,τ := {(xi, tj) : xi = ih, tj = jτ, i = 0, n, j = 0,m, n = l/h,m = T/τ}.

Ñòîéíîñòòà íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â òî÷êàòà (xi, tj) ùå áåëåæèì ñ yji .
Ìíîæåñòâîòî îò âúçëè, çà êîèòî t = tj ùå íàðè÷àìå j-òè ñëîé ïî âðåìåòî.

Îò íà÷àëíîòî óñëîâèå íè å èçâåñòíà ñòîéíîñòòà íà ðåøåíèåòî íà 0-âèÿ ñëîé
ïî âðåìåòî

y0
i = u0(xi), i = 0, n. (3.4)

1Äà îòáåëåæèì, ÷å å âúçìîæíî èçïîëçâàíåòî íà íåðàâíîìåðíè è àäàïòèâíè ìðåæè, êîèòî
äà áúäàò ïîäõîäÿùè (â íÿêàêúâ ñìèñúë) çà êîíêðåòíàòà ðåøàâàíà çàäà÷à, íî òîâà èçëèçà
ñúùåñòâåíî èçâúí ðàìêèòå íà íàñòîÿùèÿ óâîäåí êóðñ.
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Òîãàâà, àêî íà áàçàòà íà èíôîðìàöèÿòà çà 0-âèÿ ñëîé, ìîæåì äà ïðåñìåòíåì
ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà 1-âèÿ, îòòàì íà 2-ðèÿ è ò.í., èëè
èçîáùî, àêî, çíàåéêè ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà j-òèÿ ñëîé,
ìîæåì äà íàìåðèì òåçè íà j + 1-âèÿ (j = 0, . . . ,m− 1), ùå ìîæåì äà íàìåðèì
âñè÷êè òúðñåíè ñòîéíîñòè.

È òàêà, íåêà ïðèåìåì, ÷å ñà íè èçâåñòíè ñòîéíîñòèòå íà j-òèÿ ñëîé ïî âðå-
ìåòî. Ùå òúðñèì òåçè íà j+1-âèÿ. Âðúçêàòà ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæå-
íîòî ðåøåíèå, ðàçáèðà ñå, ùå ïîëó÷èì êàòî àïðîêñèìèðàìå äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå (3.1) â òî÷êàòà (xi, tj). Àïðîêñèìèðàéêè ïðîèçâîäíàòà ïî âðåìåòî ñ
ôîðìóëàòà ñ ðàçëèêà íàïðåä è ïðîèçâîäíàòà ïî ïðîñòðàíñòâîòî ñ ôîðìóëà ñ
öåíòðàëíà ðàçëèêà îò âòîðè ðåä, ïîëó÷àâàìå äèôåðåí÷íîòî óðàâíåíèå ñ ËÃÀ
O(h2 + τ)

yj+1
i − yji
τ

−D
yji−1 − 2yji + yji+1

h2
= 0, i = 1, n− 1, j = 0,m− 1. (3.5)

Â íåãî ó÷àñòâàò ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â òî÷êèòå ñ èíäåêñè
(i− 1, j), (i, j), (i+ 1, j) è (i, j+ 1), êàòî ñàìî ïîñëåäíàòà ñòîéíîñò å íåèçâåñòíà.
Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïîëó÷åíàòà ñõåìà å ÿâíà, òúé êàòî îò ãîðíîòî óðàâíåíèå
ìîæåì äèðåêòíî äà íàìåðèì ñòîéíîñòòà yj+1

i .
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Òåçè ÷åòèðè òî÷êè îáðàçóâàò ò.íàð. øàáëîí çà òî÷êàòà (xi, tj), â êîÿòî àï-
ðîñêèìèðàìå îðèãèíàëíàòà äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à.

Øàáëîíúò ìîæåì äà ïîñòàâèì òàêà, ÷å äà íàìåðèì âñè÷êè âúòðåøíè òî÷êè
íà j + 1-âèÿ ñëîé ïî âðåìåòî.

Çà ãðàíè÷íèòå òî÷êè ùå èçïîëçâàìå ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ:

yj+1
0 = uL(tj+1), yj+1

n = uR(tj+1), j = 0,m− 1. (3.6)

È òàêà, óðàâíåíèÿòà (3.4), (3.5), (3.6) àïðîêñèìèðàò îðèãèíàëíàòà äèôåðåí-
öèàëíà çàäà÷à ñ äèôåðåí÷íà òàêàâà. Ðåøàâàéêè óðàâíåíèå (3.5) ïî îòíîøåíèå
íà åäèíñòâåíîòî íåèçâåñòíî yj+1

i , ïîëó÷àâàìå ò.íàð. êàíîíè÷åí âèä íà äè-
ôåðåí÷íàòà ñõåìà:

yj+1
i =

(
1− 2

Dτ

h2

)
yji +

Dτ

h2
(yji−1 + yji+1), i = 1, n− 1, j = 0,m− 1,

y0
i = u0(xi), i = 0, n,

yj+1
0 = uL(tj+1), yj+1

n = uR(tj+1), j = 0,m− 1.

(3.7)

Èìïëåìåíòèðàíåòî íà åäíà äèôåðåí÷íà ñõåìà îò ãîðíèÿ âèä òðÿá-
âà äà ñëåäâà ñëåäíèÿ àëãîðèòúì:

1. Èçïîëçâàéêè íà÷àëíîòî óñëîâèå, íàìèðàìå ñòîéíîñòèòå íà ïúðâèÿ ñëîé
ïî âðåìåòî.

2. Èòåðèðàìå ïî j = 0,m− 1. Íà âñÿêà èòåðàöèÿ îò ñòîéíîñòèòå íà j-òèÿ
ñëîé íàìèðàìå òåçè íà j + 1-âèÿ.

• Îò àïðîêñèìàöèÿòà íà îñíîâíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå íàìèðà-
ìå ñòîéíîñòèòå âúâ âúòðåøíèòå òî÷êè îò ìðåæàòà.

• Îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ íàìèðàìå ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðå-
øåíèå â ãðàíè÷íèòå òî÷êè.

Ùå ïðåäëîæèì ôóíêöèÿ â Mathematica, êîÿòî èìïëåìåíòèðà ãîðíàòà äè-
ôåðåí÷íà ñõåìà.
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In[48]:= heatEquation@l_, T_, h_, u0_, uL_, uR_, d_D :=

Τ = h2 � H3 dL;

n = Ceiling@l � hD;

m = Ceiling@T � ΤD;

t = Table@Hj - 1L Τ, 8j, 1, m + 1<D;

x = Table@Hi - 1L h, 8i, 1, n + 1<D;

y = Table@0, 8n + 1<, 8m + 1<D;

H*Initial condition*L
For@i = 1, i £ n + 1, i++,

y@@i, 1DD = u0@x@@iDDD
D;

H*Iterate over the time nodes*L
ForBj = 1, j £ m, j++,

H*Compute the internal values from the main PDE*L
ForBi = 2, i £ n, i++,

y@@i, j + 1DD = 1 - 2
d Τ

h2
y@@i, jDD +

d Τ

h2
Hy@@i - 1, jDD + y@@i + 1, jDDL

F;

H*Compute the boundary values from the boundary conditions*L
y@@1, j + 1DD = uL@t@@j + 1DDD;

y@@n + 1, j + 1DD = uR@t@@j + 1DDD
F;

8x, t, y<

Êîãàòî èçñëåäâàìå åäèí äèôåðåí÷åí ìåòîä, å äîáðå äà ìîæåì äà ãî òåñòâàìå
â ÷àñòåí ñëó÷àé íà çàäà÷àòà, çà êîéòî å èçâåñòíî òî÷íî ðåøåíèå (êîãàòî òîâà å
âúçìîæíî). Çà òàçè öåë ùå ïðèëîæèì èìïëåìåíòèðàíàòà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà
ñëåäíàòà çàäà÷à:

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0, 0 < x < 1, 0 < t ≤ 0.1

u(x, 0) = sin(2πx),

u(0, t) = u(1, t) = 0,

(3.8)

êîÿòî èìà òî÷íî ðåøåíèå

u(x, t) = e−4π2t sin(2πx). (3.9)
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u0@x_D := Sin@2 Pi xD
uL@t_D := 0

uR@t_D := 0

resX = heatEquation@1, 0.5, 0.01, u0, uL, uR, 1D@@1DD;

resT = heatEquation@1, 0.5, 0.01, u0, uL, uR, 1D@@2DD;

resY = heatEquation@1, 0.5, 0.01, u0, uL, uR, 1D@@3DD;

ManipulateA
ShowA

ListPlot@
Table@8resX@@iDD, resY@@i, jDD<, 8i, 1, Length@resXD<D, PlotRange ® AllD,

PlotAE-4 Pi^2 resT@@jDD Sin@2 Pi xD, 8x, 0, 1<, PlotStyle ® RedE
E,

8j, 1, Length@resTD, 1<E
Ãðàôèêèòå íà ïðèáëèæåíîòî è òî÷íîòî ðåøåíèå (ñúîòâåòíî ñúñ ñèíè òî÷êè

è ÷åðâåíà ëèíèÿ) çà t = 0, 0.015, 0.03, 0.08 ñà ïðèëîæåíè ïî-äîëó:
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0.0

0.5
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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0.0

0.5

1.0
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0.5

1.0
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-0.5

0.0

0.5

1.0

Âèçóàëíî, ïðèáëèæåíîòî è òî÷íîòî ðåøåíèå ñúâïàäàò.
Â íà÷àëíèÿ ìîìåíò îò âðåìå òåìïåðàòóðàòà â ïúðâàòà ïîëîâèíà îò èíòåð-

âàëà å ïîëîæèòåëíà, à âúâ âòîðàòà � îòðèöàòåëíà. Ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ îçíà÷à-
âàò, ÷å â äâàòà êðàÿ íà îáëàñòòà èìà ïîãëúùàòåë íà òîïëèíà, êîéòî ïîääúðæà
òåìïåðàòóðàòà 0 (íåêà çà îïðåäåëåíîñò ìèñëèì, ÷å òåìïåðàòóðàòà å â ◦C). Ñ
òå÷åíèå íà âðåìåòî, âñëåäñòâèå íà äèôóçèÿòà, òåìïåðàòóðàòà â ëÿâàòà ïîëîâè-
íà íàìàëÿâà, à â äÿñíàòà ñòðàíà ðàñòå, êàòî îêîí÷àòåëíî ñå óñòàíîâÿâà îêîëî
ðàâíîâåñíî ñúñòîÿíèå 0◦C â öÿëàòà äåôèíèöèîííà îáëàñò.

Ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà ãðåøêàòà ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò â òî÷êèòå îò
ìðåæàòà (ïðîïóñêàìå t = 0, òúé êàòî òàì ãðåøêàòà î÷åâèäíî å 0) ñà:
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Çà ðàçãëåäàíèÿ âðåìåâè èíòåðâàë ìàêñèìóìúò íà ãðåøêàòà íàìàëÿâà ñ öÿë
ïîðÿäúê � îò 10−4 äî 10−5. Òîâà å ñâúðçàíî ñúñ ñâîéñòâîòî íà ïàðàáîëè÷íèÿ
äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð, êîéòî èìà èçãëàæäàù åôåêò. Çàñåãà ùå ñå îãðàíè-
÷èì ñ òîçè ëàêîíè÷åí êîìåíòàð. Ïî-ïîäðîáíî ùå êîìåíòèðàìå âúïðîñà, êîãàòî
ðàçãëåæäàìå õèïåðáîëè÷íèòå óðàâíåíèÿ.

×èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè âúðõó ðàçãëåäàíàòà ìîäåëíà çàäà÷à äàâàò äîáðè
ðåçóëòàòè è ïîâåäåíèåòî íà ÷èñëåíèÿ ìåòîä âúðõó íåÿ å äîáðî, êîåòî íè äàâà
îñíîâàíèå äà ãî èçïîëçâàìå è âúðõó äðóãè çàäà÷è.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì òàêèâà îáà÷å, å íåîáõîäèìî äà êîìåíòèðàìå âúïðîñà
çà óñòîé÷èâîñòòà íà ðàçãëåæäàíèòå äèôåðåí÷íè ìåòîäè. Â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé
èçñëåäâàíåòî çà óñòîé÷èâîñò å ñâúðçàíî ñ ò.íàð. óñëîâèå çà ïîëîæèòåëíîñò íà
êîåôèöèåíòèòå. Òóê ùå äàäåì ôîðìóëèðîâêà, êîÿòî íå å ìíîãî òî÷íà, íî å
äîñòàòú÷íà çà öåëèòå íà ðàçãëåæäàíèòå çàäà÷è.

Àêî âñè÷êè êîåôèöèåíòè â êàíîíè÷íèÿ âèä (3.7) ñà ïîëîæèòåë-
íè ÷èñëà, òî ìåòîäúò å óñòîé÷èâ. Ïî-òî÷íà ôîðìóëèðîâêà íà öèòèðàíîòî
óñëîâèå ìîæå äà ñå íàìåðè â [3].

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå çàäà÷à çà åäíîìåðíî òÿëî ñ íà÷àëíà òåìïåðàòóðà 0◦C,
êîÿòî ñõåìàòè÷íî å ïðåäñòàâåíà ïî-äîëó:
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Îñâåí äèôóçèÿòà, â òîçè ñëó÷àé ùå ðàçãëåäàìå òîïëîîáìåí ñ âúíøíàòà ñðå-
äà. Òîãàâà

èçìåíåíèåòî íà òåìïåðàòóðàòà = äèôóçèîíåí ÷ëåí+òîïëîîáìåí ñ âúíøíàòà ñðåäà.

Òîïëîîáìåíúò ñ âúíøíàòà ñðåäà å ïðîïîðöèîíàëåí íà ðàçëèêàòà â òåìïåðà-
òóðàòà íà òÿëîòî è âúíøíàòà ñðåäà, ò.å. íà v(x)− u(x, t), êúäåòî

v(x) :=

{
100, x ≤ 1/10

0, x > 1/10
.

Íåêà îçíà÷èì êîåôèöèåíòà íà ïðîïîðöèîíàëíîñò ñ κ. Â ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåí-
òè ùå ïðèåìåì, ÷å κ = 1.

Òîãàâà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, îïèñâàùî ïðîöåñà, å

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+ κ(v(x)− u).

Äÿñíîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå å îò ïúðâè ðîä � u(1, t) = 0.
Çà äà íàëîæèì óñëîâèå çà íóëåâ ïîòîê íà òîïëèíà íà ëÿâàòà ãðàíèöà, ùå

âçåìåì ïðåäâèä, ÷å ïîòîêúò íà òîïëèíà å ïðîïîðöèîíàëåí íà ∂u/∂x, ò.å. íàëà-
ãàìå óñëîâèåòî

∂u/∂x(0, t) = 0.

Ãðàíè÷íè óñëîâèÿ îò âèäà

∂u/∂x(0, t) = b0

ñå íàðè÷àò ãðàíè÷íè óñëîâèÿ îò âòîðè ðîä èëè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà ôîí-
Íîéìàí.

È òàêà, ðàçãëåæäàìå äèôåðåíöèàëíàòà çàäà÷à

∂u

∂t
−D∂

2u

∂x2
+ κu = v(x)κ, 0 < x < 1, 0 < t ≤ 0.1 (3.10)

u(x, 0) = 0,

∂u

∂x
(0, t) = 0,

u(1, t) = 0.

Çà àïðîêñèìàöèÿòà íà äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå, íà÷àëíîòî è äÿñíîòî
ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ïîäõîæäàìå, êàêòî è â ïðåäèøíèÿ ïðèìåð.

Ïîëó÷àâàìå

yj+1
i − yji
τ

−D
yji+1 − 2yji + yji−1

h2
+ κyji = v(xi)κ, i = 1, n− 1, j = 1,m− 1

y0
i = 0, i = 0, n,

yjn = 0, j = 1,m.
(3.11)

Çàïèñàíî â êàíîíè÷åí âèä, ïúðâîòî óðàâíåíèå å

yj+1
i =

Dτ

h2
(yji+1 + yji−1) +

(
1− 2Dτ

h2
− τκ

)
yji + v(xi)τκ.
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Íåêà îòáåëåæèì, ÷å íåãîâàòà ËÃÀ å O(h2 + τ).
Îò óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå ïîëó÷àâàìå

1− 2Dτ

h2
− τκ ≤ 0 =⇒ τ ≤ h2

2D + κh2
.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå âúïðîñà çà àïðîêñèìèðàíåòî íà ëÿâîòî ãðàíè÷íî óñëî-
âèå, êîåòî å îò âòîðè ðîä. Áèõìå èñêàëè äà èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà çà ÷èñëåíî
äèôåðåíöèðàíå ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà, òúé êàòî òÿ èìà âòîðè ðåä íà òî÷íîñò. Òî-
âà îáà÷å, ðàçáèðà ñå, å íåâúçìîæíî, òúé êàòî íÿìàìå òî÷êà îò ìðåæàòà âëÿâî
îò ãðàíèöàòà. Çà äà ãî àïðîêñèìèðàìå, áèõìå ìîãëè äà èçïîëçâàìå åäèíñòâåíî
ôîðìóëàòà çà ÷èñëåíî äèôåðåíöèðàíå ñ ðàçëèêà íàïðåä. Ïîëó÷àâàìå äèôåðåí-
÷íîòî óðàâíåíèå

yj1 − y
j
0

h
= 0,

êîåòî èìà ËÃÀ O(h). Àêî â ãðàíè÷íèòå òî÷êè îáà÷å âúâåæäàìå ãðåøêà, êîÿòî
å îò ïî-íèñúê ðåä, òî å áåçïîëåçåí ôàêòúò, ÷å â îñòàíàëèòå òî÷êè ãðåøêàòà íè å
îò âòîðè ðåä. Ñåãà ùå âèäèì êàê ìîæåì äà ïîâèøèì ðåäà íà àïðîêñèìàöèÿ çà
ãðàíè÷íîòî óñëîâèå îò âòîðè ðîä. Áèõìå ìîãëè äà çàïèøåì ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

uj1 − u
j
0

h
= 0 +O(h).

Áèõìå ìîãëè îáà÷å äà ðàçâèåì îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí è äà ïîëó÷èì çà íåãî âèäà
�+O(h2) òîãàâà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå äîáèâà âèäà

uj1 − u
j
0

h
= 0 + �+O(h2)

èëè
uj1 − u

j
0

h
− � = 0 +O(h2)

è ñëåäîâàòåëíî äèôåðåí÷íîòî óðàâíåíèå

yj1 − y
j
0

h
− � = 0 (3.12)

ùå àïðîêñèìèðà ëÿâîòî ãðàíè÷íî óñëîâèå ñ ËÃÀ O(h2). Îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí O(h),
êîéòî èñêàìå äà ïðåäñòàâèì â äðóã âèä, å âñúùíîñò ËÃÀ. Íåêà ÿ ðàçïèøåì,
êàòî ðàçâèåì â ðåä íà Òåéëúð îêîëî x = 0:

ψh,τ =
1

h

(
uj0 +

∂u

∂x

∣∣∣∣j
0

h+
∂2u

∂x2

∣∣∣∣j
0

h2

2
+O(h3)− uj0

)

=
h

2

∂2u

∂x2

∣∣∣∣j
0

+O(h2).

Â ïîñëåäíîòî èçïîëçâàõìå, ÷å ∂u
∂x

(0, t) = 0. È òàêà, ïîëó÷èõìå ïðåäñòàâÿíå íà

ËÃÀ â æåëàíèÿ âèä. Òîãàâà, àêî çàìåñòèì � ñ h
2
∂2u
∂x2

∣∣∣j
0
(ïî-òî÷íî, àïðîêñèìàöèÿòà

íà ïîñëåäíîòî) â ëÿâàòà ñòðàíà íà (3.12), ùå ïîëó÷èì àïðîêñèìàöèÿ ñ âòîðè
ðåä íà òî÷íîñò. Ïðîáëåìúò îáà÷å å, ÷å ïî àáñîëþòíî ñúùàòà ïðè÷èíà, ïîðàäè
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êîÿòî íå ìîæàõìå äà èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà çà àïðîêñè-
ìàöèÿ íà ïðîèçâîäíàòà îò ïúðâè ðåä, íå ìîæåì äà àïðîêñèìèðàìå è âòîðàòà
ïðîèçâîäíà. Çà äà ðåøèì òîçè ïðîáëåì ïðàâèì åäíî ñúùåñòâåíî äîïóñêàíå,
à èìåííî � ÷å îñíîâíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå (3.10) å èçïúëíåíî è ïðè
x = 0. Òîâà äîïóñêàíå å îáîñíîâàíî, òúé êàòî ôèçè÷åñêèòå ïðîöåñè èìàò äîñòà-
òú÷íî ãëàäêî ïîâåäåíèå è ñëåäîâàòåëíî ôàêòúò, ÷å (3.10) å èçïúëíåíî âúðõó
îòâîðåíèÿ èíòåðâàë x ∈ (0, 1), íè äàâà îñíîâàíèå äà ïðèåìåì, ÷å â ãðàíè÷íèòå
òî÷êè ñúùî å èçïúëíåíî ñ äîñòàòú÷íî ìàëêà ãðåøêà.

Òîãàâà ìîæåì äà èçðàçèì âòîðàòà ïðîèçâîäíà ïî ïðîñòðàíñòâîòî ÷ðåç ïðî-
èçâîäíàòà ïî âðåìåòî. Ïîëó÷àâàìå

∂2u

∂x2
=

1

D

(
∂u

∂t
− κ(v(0)− u)

)
.

Òîãàâà, êàòî èçïîëçâàìå ïîñëåäíîòî, çàìåñòâàìå � â (3.12) è ïîëó÷àâàìå
îêîí÷àòåëíî àïðîêñèìàöèÿ íà ãðàíè÷íîòî óñëîâèå ñ ãðåøêà O(h2 + τ):

yj1 − y
j
0

h
− h

2

1

D

(
yj+1

0 − yj0
τ

− κ(v(0)− yj0)

)
= 0.

Çàïèñàíî â êàíîíè÷åí âèä, äèôåðåí÷íîòî óðàâíåíèå äîáèâà âèäà

yj+1
0 =

(
1− 2τD

h2
− κτ

)
yj0 +

2Dτ

h2
yj1 + v(0)κτ. (3.13)

È òàêà, ïîëó÷èõìå äèôåðåí÷íàòà ñõåìà (3.11), (3.13).
Ïðèëàãàìå íåéíà ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ â Mathematica:
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In[1]:= heatEquation@l_, T_, h_, u0_, d_, Κ_D :=

Τ = h2 � H3 d + Κ h^2L;

n = Ceiling@l � hD;

m = Ceiling@T � ΤD;

t = Table@Hj - 1L Τ, 8j, 1, m + 1<D;

x = Table@Hi - 1L h, 8i, 1, n + 1<D;

y = Table@0, 8n + 1<, 8m + 1<D;

H*Initial condition*L
For@i = 1, i £ n + 1, i++,

y@@i, 1DD = u0@x@@iDDD
D;

H*Iterate over the time nodes*L
ForBj = 1, j £ m, j++,

H*Compute the internal values from the main PDE*L
ForBi = 2, i £ n, i++,

y@@i, j + 1DD =

1 - 2
d Τ

h2
- Τ Κ y@@i, jDD +

d Τ

h2
Hy@@i - 1, jDD + y@@i + 1, jDDL + v@x@@iDDD Τ Κ

F;

H*Compute the boundary values from the boundary conditions*L

y@@1, j + 1DD = 1 - 2
d Τ

h2
- Τ Κ y@@1, jDD +

2 d Τ

h2
y@@2, jDD + 100 Τ Κ;

y@@n + 1, j + 1DD = 0

F;

8x, t, y<

Íåêà ðàçãëåäàìå ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå çà t = 0, 0.003, 0.03, 0.17, 0.5, 0.83:
In[2]:= u0@x_D := 0

v@x_D := If@x £ 1 � 10, 100, 0D
resX = heatEquation@1, 1, 0.01, u0, 1, 1D@@1DD;

resT = heatEquation@1, 1, 0.01, u0, 1, 1D@@2DD;

resY = heatEquation@1, 1, 0.01, u0, 1, 1D@@3DD;

Manipulate@
ListPlot@Table@8resX@@iDD, resY@@i, jDD<, 8i, 1, Length@resXD<D,

PlotRange ® 880, 1<, 80, 10<<D,

8j, 1, Length@resTD, 1<D

æææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææææ

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

2

4

6

8

10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

2

4

6

8

10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

2

4

6

8

10

69



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

2

4

6

8

10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

2

4

6

8

10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

2

4

6

8

10

Âñëåäñòâèå íà èçòî÷íèêà íà òîïëèíà, òåìïåðàòóðàòà ñå ïîâèøàâà â íà÷àëîòî
íà èíòåðâàëà, êàòî äèôóçèÿòà ÿ ðàçïðîñòðàíÿâà â öåëèÿ èíòåðâàë. Ïîðàäè
ïîãëúùàòåëÿ íà òîïëèíà íà äÿñíàòà ãðàíèöà, òåìïåðàòóðíèÿò ïðîôèë äîñòèãà
ðàâíîâåñíîòî ñè ñúñòîÿíèå, èçîáðàçåíî íà ïîñëåäíàòà ãðàôèêà.

3.1.2 ×èñòî íåÿâíà ñõåìà çà óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà

Óñëîâèåòî çà óñòîé÷èâîñò ïðè ÿâíàòà ñõåìà îçíà÷àâà, ÷å ñòúïêàòà ïî âðåìåòî,
τ , òðÿáâà äà å îò ïîðÿäúêà íà h2. Òîâà ìîæå äà äîâåäå äî íåîáõîäèìîñòòà îò
ðàáîòàòà ñ ìíîãî ìàëêà ñòúïêà ïî âðåìåòî.

Îïèòúò íè îò ðåøàâàíåòî íà ÎÄÓ ïîäñêàçâà, ÷å òîçè ïðîáëåì áè ìîãúë äà ñå
ðåøè, àêî èçïîëçâàìå íåÿâíè ìåòîäè çà ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà. Ùå èçëîæèì
èäåÿòà îòíîâî âúðõó çàäà÷àòà (3.8), èìàùà òî÷íî ðåøåíèå (3.9). Çà óäîáñòâî,
íåêà òóê îòíîâî ïðèëîæèì îñíîâíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå â (3.8):

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0, 0 < x < 1, 0 < t ≤ 0.1 (3.14)

Ïðè èçâåæäàíåòî íà ÿâíàòà ñõåìà, àïðîêñèìèðàõìå îñíîâíîòî óðàâíåíèå (3.14)
íà j-òèÿ ñëîé ïî âðåìåòî (âæ. (3.5)). Ïîëó÷èõìå

yj+1
i − yji
τ

−
yji−1 − 2yji + yji+1

h2
= 0, i = 1, n− 1, j = 0,m− 1, (3.15)

êúäåòî åäèíñòâåíîòî íåèçâåñòíî å yj+1
i .

Ìîæåì îáà÷å äà ïîäõîäèì ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí, êàòî íàïðàâèì àïðîêñèìà-
öèÿòà íà j+1-âèÿ ñëîé, êàòî çà ïðîèçâîäíàòà ïî âðåìåòî èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà
ñ ðàçëèêà íàçàä. Ïîëó÷àâàìå

yj+1
i − yji
τ

−
yj+1
i−1 − 2yj+1

i + yj+1
i+1

h2
= 0, i = 1, n− 1, j = 0,m− 1. (3.16)

Î÷åâèäíî ïîëó÷åíàòà àïðîêñèìàöèÿ å íåÿâíà, òúé êàòî â óðàâíåíèåòî ó÷àñòâàò
3 íåèçâåñòíè � yj+1

i−1 , y
j+1
i , yj+1

i+1 . Àêî ðàçãëåäàìå êàíîíè÷íèÿ âèä íà (3.16) îáà÷å,
ñòàâà ÿñíî êàêâî å ïðåäèìñòâîòî â òîçè ñëó÷àé, à èìåííî � óñòîé÷èâîñò ïðè
ïðîèçâîëåí èçáîð íà ñòúïêàòà ïî âðåìåòî (âæ. [3]).

Íÿìà äà ñå ñïèðàìå ïî-ïîäðîáíî íà ÷èñòî íåÿâíàòà ñõåìà, òúé êàòî íåéíàòà
èìïëåìåíòàöèÿ å àíàëîãè÷íà íà òàçè ïðè ñõåìàòà íà Êðàíê�Íèêúëñúí, êîÿòî
ùå ðàçãëåäàìå â ñëåäâàùàòà ñåêöèÿ.
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3.1.3 Ñõåìè ñ òåãëî. Ìåòîä íà Êðàíê�Íèêúëñúí.

Îò (3.15) è (3.16) ìîæåì äà ïîëó÷èì êëàñ îò ñõåìè ñ òåãëî. Óìíîæàâàéêè äâåòå
ñòðàíè íà (3.15) ñúñ σ, à òåçè íà (3.5) ñ 1−σ è ñúáèðàéêè ïî÷ëåííî, ïîëó÷àâàìå

yj+1
i − yji
τ

−σ
yji−1 − 2yji + yji+1

h2
−(1−σ)

yj+1
i−1 − 2yj+1

i + yj+1
i+1

h2
= 0, i = 1, n− 1, j = 0,m− 1.

(3.17)
Ìîæå äà ñå ïîêàæå (âæ. [3]), ÷å íàé-äîáðèÿò èçáîð íà σ, îò ãëåäíà òî÷êà

íà òî÷íîñò íà ìåòîäà, å σ = 1/2. Ïîëó÷åíàòà ñõåìà ñå íàðè÷à ñõåìà íà Êðàíê�
Íèêúëñúí è èìà ËÃÀ O(h2 + τ 2).

Î÷åâèäíî, çà äà íàìåðèì ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íà j+1-âèÿ
ñëîé ïî âðåìåòî, òðÿáâà äà ðåøàâàìå ñèñòåìà îò n+ 1 óðàâíåíèÿ (âêëþ÷âàéêè
è óðàâíåíèÿòà, ïîëó÷åíè îò ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ).

Çà ñõåìàòà íà Êðàíê�Íèêúëñúí ëèíåéíàòà ñèñòåìà, êîÿòî òðÿáâà äà ñå ðå-
øàâà íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî çà çàä. (3.8), èìà âèäà (ïðîâåðåòå!):

1 0

− 1
2h2

1
τ

+ 1
h2
− 1

2h2

. . . . . . . . .

− 1
2h2

1
τ

+ 1
h2
− 1

2h2

0 1





yj+1
0

yj+1
1

...

yj+1
n−1

yj+1
n


=



0

yj1
τ

+
yj0−2yj1+yj2

2h2

...

yjn−1

τ
+

yjn−2−2yjn−1+yjn
2h2

0


(3.18)

Çà äà ïðîâåðèì êîãà ùå å óñòîé÷èâà ñõåìàòà, ïðèâåæäàìå äèôåðåí÷íàòà ñõåìà
â êàíîíè÷åí âèä (èçðàçÿâàìå yj+1

i ):(
1

τ
+

1

h2

)
yj+1
i =

1

2h2
(yji−1 + yji+1 + yj+1

i−1 + yj+1
i+1 ) +

(
1

τ
− 1

h2

)
yji . (3.19)

Êîåôèöèåíòèòå ñà ïîëîæèòåëíè, êîãàòî τ
h2
≤ 1 è ñëåäîâàòåëíî ñõåìàòà ùå å

óñòîé÷èâà, àêî èçáåðåì τ = h2

2
.

Èìïëåìåíòèðàíåòî íà åäíà íåÿâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà îò ãîðíèÿ
âèä òðÿáâà äà ñëåäâà ñëåäíèÿ àëãîðèòúì:

1. Èçïîëçâàéêè íà÷àëíîòî óñëîâèå, íàìèðàìå ñòîéíîñòèòå íà ïúðâèÿ ñëîé
ïî âðåìåòî.

2. Èòåðèðàìå ïî j = 0,m− 1. Íà âñÿêà èòåðàöèÿ îò ñòîéíîñòèòå íà j-òèÿ
ñëîé íàìèðàìå òåçè íà j + 1-âèÿ, êàòî ðåøàâàìå ñèñòåìàòà (3.18).

Ïðèëàãàìå ñëåäíàòà ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ:
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In[16]:= CrankNicolson@l_, T_, h_, u0_, uL_, uR_D := H
Τ = h ^ 2 � 2;

n = Ceiling@l � hD;

m = Ceiling@T � ΤD;

x = Table@Hi - 1L * h, 8i, 1, n + 1<D;

t = Table@Hi - 1L * Τ, 8i, 1, m + 1<D;

y = Table@0, 8n + 1<, 8m + 1<D;

H*Initial condition*L
For@i = 1, i £ n + 1, i ++,

y@@i, 1DD = u0@x@@iDDD;

D;

H*generate the matrix of the coefficients of the system. It

is the same for every time step therefore it is not needed to be generated in the loop.*L
A = Table@0, 8n + 1<, 8n + 1<D;

A@@1, 1DD = 1;

A@@n + 1, n + 1DD = 1;

For@i = 2, i £ n, i ++,

A@@i, i - 1DD = -1 � H2 h ^ 2L;

A@@i, iDD = 1 � Τ + 1 � h ^ 2;

A@@i, i + 1DD = -1 � H2 h ^ 2L;

D;

H*Iterate over time*L
For@j = 1, j £ m, j ++,

H*Boundary conditions*L
y@@1, j + 1DD = uL@t@@jDDD;

y@@n + 1, j + 1DD = uR@t@@jDDD;

H*Internal values from the main PDE*L
For@i = 2, i £ n, i ++,

H*generate the vector of the RHS*L
b = Table@y@@i, jDD � Τ + Hy@@i - 1, jDD - 2 y@@i, jDD + y@@i + 1, jDDL � H2 h ^ 2L, 8i, 2, n<D;

b = Flatten@80, b, 0<D;

D;

H*solve the system*L
y@@All, j + 1DD = LinearSolve@A, bD;

D;

8x, t, y<
L
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3.1.4 ßâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà åäíîìåðíîòî óðàâíåíèå

íà ïðåíîñà

Íàðåä ñ äèôóçèÿòà, äðóãèÿò îñíîâåí ïðîöåñ, êîéòî îáóñëàâÿ äâèæåíèåòî íà âå-
ùåñòâî, òåìåïåðàòóðà è äð. å êîíâåêöèÿòà èëè ïðîñòèÿ ïðåíîñ. Êàòî íàé-ïðîñò
ïðèìåð çà òàêúâ òèï äâèæåíèå ùå äàäåì êîíöåíòðàöèÿòà íà âåùåñòâî, ïóñíà-
òî â òå÷àùà âîäà (íàïðèìåð ðåêà). Ïðè÷èíàòà çà ïðåíîñà íà âåùåñòâîòî (àêî
ïðåíåáðåãíåì äèôóçèÿòà) å ñàìîòî äâèæåíèå íà âîäàòà, ò.å. òÿ ùå ãî ïðåíàñÿ
ñúñ ñêîðîñò c, ñ êîÿòî ñå äâèæè ðåêàòà.

Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë, îïèñâàù òîçè ïðîöåñ, å õèïåðáîëè÷íîòî ÷àñòíî
äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0. (3.20)

Ïîñëåäíîòî ñå íàðè÷à óðàâíåíèå íà ïðåíîñà èëè óðàâíåíèå íà êîíâåêöèÿòà.
Ùå èëþñòðèðàìå èäåÿòà çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå, êàòî äàäåì ïðèìåð ñ ãðàíè÷-

íà çàäà÷à â îáëàñòòà D = {(x, t) : −10 ≤ x ≤ 10, 0 ≤ t ≤ T}. Çà äà çàòâîðèì
çàäà÷àòà, ñà íè íåîáõîäèìè åäíî íà÷àëíî óñëîâèå è åäíî ãðàíè÷ío óñëîâèe (â
äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå èìà ïúðâà ïðîèçâîäíà ïî ïðîñòðàíñòâîòî è ïúðâà
ïðîèçâîäíà ïî âðåìåòî). Íåêà äà èçáåðåì ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

u(x, 0) = u0(x) =


25, x ≤ 0

25− 25x, 0 ≤ x ≤ 1

0, x ≥ 1

u(0, t) = uL(t) = 25.

Ùå ïîñòðîèì ÿâíà äâóñëîéíà ñõåìà çà ðåøàâàíå íà ãîðíàòà çàäà÷à. Çà òàçè
öåë íåêà ðàçãëåäàìå äâà ïðîèçâîëíè ñëîÿ ïî âðåìåòî j, j + 1 îò ìðåæàòà

ωh,τ := {(xi, tj) : xi = −10 + ih, tj = jτ, i = 0, n, j = 0,m, n = 20/h,m = T/τ}.

Ïúðâàòà íè öåë ùå áúäå äà àïðîêñèìèðàìå îñíîâíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâ-
íåíèå (3.20) ñ óñòîé÷èâî äèôåðåí÷íî óðàâíåíèå, êàòî àïðîêñèìàöèÿòà ùå
íàïðàâèì â òî÷êàòà (xi, tj).

Ïðåäâèä ôàêòà, ÷å ðàçãëåæäàìå äâóñëîéíà äèôåðåí÷íà ñõåìà, å ÿñíî, ÷å çà
àïðîêñèìàöèÿòà íà ïðîèçâîäíàòà ïî âðåìåòî ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëà çà ÷èñ-
ëåíî äèôåðåíöèðàíå ñ ðàçëèêà íàïðåä:

∂u

∂t
=
uj+1
i − uji
τ

+O(τ).

Çà àïðîêñèìàöèÿòà íà ïðîèçâîäíàòà ïî ïðîñòðàíñòâîòî îáà÷å èìàìå òðè âàðè-
àíòà � ôîðìóëèòå çà ÷èñëåíî äèôåðåíöèðàíå ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà, ñ ðàçëèêà
íàïðåä è ðàçëèêà íàçàä. Äà ðàçãëåäàìå êàêâè àïðîêñèìàöèè ìîæåì äà ïîëó-
÷èì, èçïîëçâàéêè òðèòå ôîðìóëè.

1. Ôîðìóëà ñ öåíòðàëíà ðàçëèêà. Èìàéêè ïðåäâèä, ÷å òàçè ôîðìóëà èìà
íàé-äîáúð ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ, áèõìå èñêàëè äà çàïî÷íåì ñ íåÿ. Òîãàâà
àïðîêñèìàöèÿòà íà (3.20) èìà âèäà

yj+1
i − yji
τ

+ c
yji+1 − y

j
i−1

2h
= 0,
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êîåòî, çàïèñàíî â êàíîíè÷åí âèä, å

yj+1
i = yji +

cτ

2h
(yji−1 − y

j
i+1).

Î÷åâèäíî å, ÷å íå ìîãàò äà ñå èçáåðàò ñòîéíîñòè íà ñòúïêèòå τ è h òàêà,
÷å óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå äà å èçïúëíåíî.

2. Ôîðìóëà ñ ðàçëèêà íàïðåä. Â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå äèôåðåí÷íîòî
óðàâíåíèå

yj+1
i − yji
τ

+ c
yji+1 − y

j
i

h
= 0,

êîåòî, çàïèñàíî â êàíîíè÷åí âèä, å

yj+1
i =

(
1 +

cτ

h

)
yji −

cτ

h
yji+1.

È â òîçè ñëó÷àé ñå îêàçâà, ÷å íå ñúùåñòâóâàò ñòîéíîñòè íà ñòúïêèòå τ è h
òàêèâà, ÷å óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå äà å èçïúëíåíî.

3. Ôîðìóëà ñ ðàçëèêà íàçàä. Â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå äèôåðåí÷íîòî
óðàâíåíèå

yj+1
i − yji
τ

+ c
yji − y

j
i−1

h
= 0,

êàíîíè÷íèÿò âèä, íà êîåòî å

yj+1
i =

(
1− cτ

h

)
yji +

cτ

h
yji−1. (3.21)

Ñåãà âå÷å å âúçìîæíî äà èçáåðåì ñòúïêè, êîèòî äà óäîâëåòâîðÿâàò óñëî-
âèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå. Çà òàçè öåë å íåîáõîäèìî äà
áúäå èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

1− cτ

h
≥ 0,

ò.å. τ ≤ h/c.

È òàêà, çà äà ïîëó÷èì óñòîé÷èâà äèôåðåí÷íà ñõåìà, ùå èçïîëçâàìå àïðîê-
ñèìàöèÿòà (3.21), êîÿòî èìà ëîêàëíà ãðåøêà O(h + τ). Íà÷àëíîòî è ëÿâîòî
ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ñå àïðîêñèìèðàò òðèâèàëíî:

y0
i = u0(xi), i = 0, n,

yj0 = 25, j = 0,m.
(3.22)

È òàêà, ïîëó÷èõìå ÿâíà äâóñëîéíà äèôåðåí÷íà ñõåìà ñ ËÃÀ O(h + τ), ÷èéòî
êàíîíè÷åí âèä ñå ñúñòîè îò äèôåðåí÷íèòå óðàâíåíèÿ (3.21) è (3.22) è êîÿòî å
óñòîé÷èâà ïðè τ ≤ h/c.

Äà ðàçãëåäàìå åäíà ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà:
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Transport@l_, T_, h_, u0_, uL_, c_D := H
Τ = h � H2 cL;

n = Ceiling@l � hD;

m = Ceiling@T � ΤD;

x = Table@-10 + Hi - 1L * h, 8i, 1, n + 1<D;

t = Table@Hj - 1L * Τ, 8j, 1, m + 1<D;

y = Table@0, 8n + 1<, 8m + 1<D;

H*Initial condition*L
For@i = 1, i £ n + 1, i ++,

y@@i, 1DD = u0@x@@iDDD;

D;

H*Iterate over time*L
For@j = 1, j £ m, j ++,

H*Boundary condition*L
y@@1, j + 1DD = uL@t@@jDDD;

H*Internal values from the main PDE*L
For@i = 2, i £ n, i ++,

y@@i, j + 1DD = H1 - c * Τ � hL y@@i, jDD + c Τ � h * y@@i - 1, jDD
D;

D;

8x, t, y<
L

u0@x_D := Which@x £ 0, 25, x £ 1, 25 - 25 * x, True, 0D
uL@x_D := 25

apprSol = Transport@20, 5, 0.01, u0, uL, 1D;

apprX = apprSol@@1DD;

apprT = apprSol@@2DD;

apprY = apprSol@@3DD;

Manipulate@
Show@

Plot@u0@x - apprT@@jDDD, 8x, 0, 10<, PlotStyle ® Red, PlotRange ® 880, 10<, 80, 25<<D,

ListPlot@Transpose@8apprX, apprY@@All, jDD<D, PlotRange ® 880, 10<, 80, 1.5<<D
D,

8j, 1, Length@apprTD, 1<D

Èçïîëçâàéêè ãîðíèÿ êîä, ùå ïðåäñòàâèì ðåøåíèåòî çà t = 0, 1, 2, 3, 4, 5:
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Ïðîôèëúò íà ðåøåíèåòî ñå çàïàçâà ñ òå÷åíèå íà âðåìåòî, êàòî ñå ïðåíàñÿ
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íàäÿñíî ñúñ ñêîðîñò c. Òîâà å ïðèìåð çà ò.íàð. ðåøåíèÿ îò òèï �áÿãàùà âúëíà�.
Êàêòî âèäÿõìå, ïðè ïàðàáîëè÷íèòå óðàâíåíèÿ îñîáåíîñòèòå â íà÷àëíîòî

óñëîâèå íå âîäÿò äî ñúùåñòâåíè ïðîáëåìè ïðè ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà äàäåíà
äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à, ïðåäâèä èçãëàæäàùèÿ åôåêò íà ïàðàáîëè÷íèÿ îïåðà-
òîð. Íåêà âèäèì äàëè òîâà å òàêà è ïðè õèïåðáîëè÷íèòå óðàâíåíèÿ. Äà ðàçãëå-
äàìå çà öåëòà ñëåäíàòà çàäà÷à:

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0, −10 < x < 10, 0 < t ≤ 5,

u(x, 0) =


1, 1/4 < x < 3/4,

1− |4x− 6|, 5/4 < x < 7/4,

cos2[π(2x− 5)], 9/4 < x < 11/4,

0, èíà÷å,

u(0, t) = 0.

(3.23)

Ïðåèçïîëçâàìå ôóíêöèÿòà, êîÿòî íàïèñàõìå â çàä. 3.20:
u0@x_D := Which@And@x ³ 1 � 4, x £ 3 � 4D , 1, And@x ³ 5 � 4, x £ 7 � 4D ,

1 - Abs@4 * x - 6D, And@x ³ 9 � 4, x £ 11 � 4D , HCos@Pi H2 x - 5LDL ^ 2, True, 0D
uL@x_D := 0

apprSol = Transport@20, 5, 0.01, u0, uL, 1D;

apprX = apprSol@@1DD;

apprT = apprSol@@2DD;

apprY = apprSol@@3DD;

Manipulate@
Show@

Plot@u0@x - apprT@@jDDD, 8x, 0, 10<, PlotStyle ® Red, PlotRange ® 880, 10<, 80, 1.5<<D,

ListPlot@Transpose@8apprX, apprY@@All, jDD<DD
D,

8j, 1, Length@apprTD, 1<D

Ðåçóëòàòèòå çà j = 0, 100, 400, 600 ñà èçîáðàçåíè íà ñëåäâàùèòå ãðàôèêè,
êàòî ñ ÷åðâåíî å èçîáðàçåíî òî÷íîòî ðåøåíèå.

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1 2 3 4 5 6

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

1 2 3 4 5 6

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

1 2 3 4 5 6

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

Êàêòî ìîæåì äà çàáåëåæèì, ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå ñ òå÷åíèå íà âðåìåòî
ãóáè îò ïúðâîíà÷àëíàòà åíåðãèÿ è íàìàëÿâà, êàòî ñå îòäàëå÷àâà îò òî÷íîòî.
Îñâåí òîâà, ïðàâîúãúëíàòà ÷àñò îò ñèãíàëà ñå çàãëàæäà è çàãóáâà ïúðâîíà÷àë-
íàòà ñè ôîðìà. Òîçè åôåêò å èçâåñòåí êàòî �÷èñëåíà äèôóçèÿ�.

3.1.5 Äèôåðåí÷íè ñõåìè çà åäíîìåðíîòî óðàâíåíèå íà ïðå-

íîñà ñ âòîðè ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ, óñòîé÷èâè â l2-
íîðìà

Çà äà èçáåãíåì ñúùåñòâåíàòà çàãóáà íà òî÷íîñò, êîÿòî íàáëþäàâàõìå â ïîñëåä-
íèÿ ïðèìåð, áèõìå èñêàëè äà èçïîëçâàìå ñõåìè ñ ïî-âèñîê ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ,
ò.å. O(τ 2 +h2). Åäíà òàêàâà ñõåìà çà ðåøàâàíå íà óðàâíåíèåòî íà ïðåíîñà å ñõå-
ìàòà íà Lax-Wendro�. Òÿ ìîæå äà áúäå èçâåäåíà è êàòî ñå èçïîëçâà ïîäõîä,
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àíàëîãè÷åí íà òîâà, êîåòî ñìå ðàçãëåäàëè äîñåãà â êóðñà, íî òóê ùå ïðèëîæèì
åäíî ðàçëè÷íî èçâåæäàíå íà ñõåìàòà.

Çà äà ïðèáëèæèì ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî (3.20) íà ñëåäâàùèÿ ñëîé ïî
âðåìåòî uj+1

i ñ ËÃÀ O(h2 + τ 2), ðàçâèâàìå â ðåä íà Òåéëúð îêîëî tj:

uj+1
i = uji +

∂u

∂t

∣∣∣∣j
i

τ +
∂2u

∂t2

∣∣∣∣j
i

τ 2

2
+O(τ 3). (3.24)

Îò (3.20) èìàìå
∂u

∂t
= −c∂u

∂x
,

è äèôåðåíöèðàéêè äâåòå ñòðàíè íà ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ïî t, ïîëó÷àâàìå
ïîñëåäîâàòåëíî

∂2u

∂t2
= −c ∂

∂t

(
∂u

∂x

)
= −c ∂

∂x

(
∂u

∂t

)
= −c ∂

∂x

(
−c∂u

∂x

)
= c2∂

2u

∂x2
.

Îò çàìåñòâàíåòî íà ïîñëåäíèòå ðåçóëòàòè â (??) ñëåäâà

uj+1
i = uji − c

∂u

∂x

∣∣∣∣j
i

τ +
c2τ 2

2

∂2u

∂x2

∣∣∣∣j
i

+O(τ 3). (3.25)

Ïðåíåáðåãâàéêè îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí è ìèíàâàéêè êúì ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå,
ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî äèôåðåí÷íî óðàâíåíèå:

yj+1
i = yji −

cτ

2h
(yji+1 − y

j
i−1) +

c2τ 2

2h2
(yji+1 − 2yji + yji−1).

Ïîëó÷åíàòà àïðîêñèìàöèÿ èìà ËÃÀ O(h2+τ 2), òúé êàòî (??) èìà ËÃÀ O(τ 2)
è ïðîèçâîäíèòå ïî x â ?? ñà ïðèáëèæåíè ñ ËÃÀ O(h2). Ïðèâåæäàìå â êàíîíè÷åí
âèä

yj+1
i =

cτ

2h

(
1 +

cτ

h

)
yji−1 +

(
1− cτ

h

)(
1 +

cτ

h

)
yji −

cτ

2h

(
1− cτ

h

)
yji+1.

Ñëåäîâàòåëíî ñõåìàòà íå å óñòîé÷èâà â C-íîðìà, òúé êàòî íå óäîâëåòâîðÿâà
óñëîâèÿòà çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå. Èíòóèòèâíî2, òîâà îçíà÷àâà,
÷å ãîëåìèíàòà íà ãðåøêà, äîïóñíàòà íà j-òèÿ ñëîé ïî âðåìåòî, ìîæå äà ñòàíå
ïî-ãîëÿìà íà ñëåäâàùèÿ, ò.å. ‖εj+1‖C > ‖εj‖C , êúäåòî

‖εj‖C := max
i=0,...,n

|εji |.

Òîâà, ÷å ìàêñèìóìúò íà ãðåøêàòà ìîæå äà ðàñòå îáà÷å, íå îçíà÷àâà, ÷å çàäúë-
æèòåëíî òîâà íàðàñòâàíå ùå áúäå äðàñòè÷íî è ìåòîäúò ùå áúäå íåèçïîëçâàåì.
Ïî-ñëàáî èçèñêâàíå å óñòîé÷èâîñòòà â ìðåæîâà l2-íîðìà. Â íÿêàêúâ ñìèñúë
òîâà îçíà÷àâà óñòîé÷èâîñò íà ñðåäíàòà ãðåøêà. Ìàêñèìóìúò ìîæå è äà ðàñ-
òå, íî ñðåäíàòà ãðåøêà îñòàâà êîíòðîëèðàíà. Ïî-òî÷íî ìðåæîâàòà l2-íîðìà ñå
äåôèíèðà òàêà:

‖εj‖l2 :=

√√√√ n∑
i=0

(εji )
2

2Äàäåíèòå îáÿñíåíèÿ çà óñòîé÷èâîñò íå ñà òî÷íè. Òå èìàò çà öåë åäèíñòâåíî äîáèâàíåòî íà
íÿêàêâà èíòóèöèÿ çà ðàçëèêàòà ìåæäó óñòîé÷èâîñò â ìðåæîâà C-íîðìà è ìðåæîâà l2-íîðìà.
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.
Ñõåìàòà íà Lax�Wendero� å óñòîé÷èâà â l2-íîðìà, àêî çà ÷èñëîòî íà Courant

å èçïúëíåíî CourantNumber := cτ
h
≤ 1. Òîâà òâúðäåíèå ñå äîêàçâà ïî ìåòîäà

íà õàðìîíèêèòå (âæ. [3]).
Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å öåíòðàëíà ðàçëèêà âîäè äî

÷èñëåíà ñõåìà, êîÿòî å óñòîé÷èâà â l2-íîðìà.
Ïðèëàãàìå ïðèìåðíà èìïëåìåíòàöèÿ íà ñõåìàòà íà Lax-Wendro� çà çàäà÷à-

òà (3.23).
Transport2Order@l_, T_, h_, u0_, uL_, c_D := H

Τ = h � H2 cL;

n = Ceiling@l � hD;

m = Ceiling@T � ΤD;

x = Table@-10 + Hi - 1L * h, 8i, 1, n + 1<D;

t = Table@Hj - 1L * Τ, 8j, 1, m + 1<D;

y = Table@0, 8n + 1<, 8m + 1<D;

H*Initial condition*L
For@i = 1, i £ n + 1, i ++,

y@@i, 1DD = u0@x@@iDDD;

D;

H*Iterate over time*L
For@j = 1, j £ m, j ++,

H*Boundary condition*L
y@@1, j + 1DD = uL@t@@jDDD;

H*Internal values from the main PDE*L
For@i = 2, i £ n, i ++,

y@@i, j + 1DD = c Τ � H2 hL H1 + c * Τ � hL * y@@i - 1, jDD + H1 - c * Τ � hL H1 + c * Τ � hL y@@i, jDD + c Τ � H2 hL Hc * Τ � h - 1L * y@@i + 1, jDD
D;

D;

8x, t, y<
L

Ðåçóëòàòèòå îò èçïîëçâàíåòî íà ñõåìàòà íà Lax-Wendro� ñà ñëåäíèòå:
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Êàêòî âèæäàìå, ïðè íåÿ ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå íå ñå îòäàëå÷àâà çíà÷èòåë-
íî îò òî÷íîòî çà ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë îò âðåìå, ò.å. òîçè ìåòîä çàïàçâà ìíîãî
ïî-äîáðå åíåðãèÿòà â ñèñòåìàòà. Îòíîâî ñå íàáëþäàâà ÷èñëåíà äèôóçèÿ, îñîáå-
íî â òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå, íî òîçè åôåêò å çíà÷èòåëíî ïî-ìàëúê. Îò äðóãà
ñòðàíà îáà÷å, ñõåìàòà ãóáè ìîíîòîííîñò è ñå íàáëþäàâàò íåôèçè÷íè îñöèëàöèè
îêîëî îñîáåíîñòèòå íà ðåøåíèåòî. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å òÿ âå÷å íå å óñòîé÷è-
âà â ìðåæîâà C-íîðìà, ò.å. íÿìà êîíòðîë âúðõó ìàêñèìóìà íà ãðåøêàòà, à ñàìî
âúðõó �îáùîòî� �è ïîâåäåíèå. Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ïîäõîäè çà íàìàëÿâàíåòî
íà òîçè åôåêò, íî òîçè âúïðîñ èçëèçà èçâúí ðàìêèòå íà íàñòîÿùèÿ êóðñ.

È òàêà, ïðè ðåøàâàíåòî íà õèïåðáîëè÷íè óðàâíåíèÿ òðÿáâà äà ñå èìàò ïðåä-
âèä ñúîòâåòíèòå îñîáåíîñòè è òðóäíîñòè. Òîâà å òåìà, êîÿòî è äíåñ ïðîäúëæàâà
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äà áúäå àêòèâíà îáëàñò íà èçñëåäâàíå.

3.2 Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 16. Êàòî ñå èçïîëçâà óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå,
äà ñå èçñëåäâà óñòîé÷èâîñòòà íà ÷èñòî íåÿâíà äâóñëîéíà ñõåìà çà óðàâíåíèåòî
íà ïðåíîñà, êîÿòî èçïîëçâà çà àïðîêñèìèðàíå íà ïðîèçâîäíàòà ïî ïðîñòðàíñò-
âîòî ôîðìóëà ñ ðàçëèêà íàïðåä / ðàçëèêà íàçàä/ öåíòðàëíà ðàçëèêà.

Äà ñå èìïëåìåíòèðà åäíà îò òàêà ïîëó÷åíèòå ñõåìè è äà ñå ïðèëîæè çà
ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà îò ñåêöèÿòà �ßâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà åäíîìåðíîòî
óðàâíåíèå íà ïðåíîñà�.

Çàäà÷à 17. Äà ñå ïîñòðîè ÿâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà ñ ËÃÀ O(h2 + τ) çà äèôå-
ðåíöèàëíàòà çàäà÷à

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= sin(xt), 0 < x < 1, 0 < t ≤ 0.1,

u(x, 0) = x2 − x,
∂u

∂x
(0, t) + u(0, t) = −1

∂u

∂x
(1, t) = 1.
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