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Ãëàâà 1

Âúâåäåíèå

1.1 Êàêâî ïðåäñòàâëÿâàò ÷èñëåíèòå ìåòîäè?

Íàé-îáùî êàçàíî, ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñà òåõíèêè, ÷ðåç êîèòî ìàòåìàòè÷åñêè çà-
äà÷è ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèä, â êîéòî ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè ñ ïîìîùòà íà
àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè. Âúïðåêè ÷å èìà ìíîãî âèäîâå ÷èñëåíè ìåòîäè, òå èìàò
îáùà õàðàêòåðèñòèêà � èçèñêâàò ãîëÿì áðîé àðèòìåòè÷íè ïðåñìÿòàíèÿ. Åòî çà-
ùî òÿõíîòî ïðèëàãàíå ñòàâà ïîñðåäñòâîì èìïëåìåíòèðàíåòî èì â êîìïþòúðíè
ïðîãðàìè.

Îáèêíîâåíî ÷èñëåíèòå ìåòîäè âêëþ÷âàò àïðîêñèìàöèÿ (ò.å. ïðèáëèæåíèå)
íà îðèãèíàëíàòà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à. Åòî çàùî ãîëÿìà ÷àñò îò òÿõ ìîæåì
äà ðàçãëåæäàìå êàòî òåõíèêè çà ïðèáëèæåíîòî ðåøàâàíå íà äàäåíà ìàòå-
ìàòè÷åñêà çàäà÷à ïîñðåäñòâîì àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè.

Â íàñòîÿùèÿ êóðñ ùå ñå çàíèìàåì ñ âúïðîñèòå çà ïðèáëèæàâàíåòî íà ôóíê-
öèè, ïðèáëèæåíîòî ïðåñìÿòàíå íà ïðîèçâîäíè è èíòåãðàëè, ïðèáëèæåíîòî íà-
ìèðàíå íà êîðåíèòå íà äàäåíî óðàâíåíèå.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì ðàçãëåæäàíåòî íà êîíêðåòíè ÷èñëåíè ìåòîäè, íåêà
ðàçãëåäàìå âúïðîñà çàùî èçîáùî å íåîáõîäèìî òÿõíîòî èçïîëçâàíå. Ìàòåìàòè-
êàòà å åçèêúò, íà êîéòî ñå îïèñâàò ïðîöåñèòå îò ñâåòà îêîëî íàñ. Çà äà èçó÷èì
äàäåí ðåàëåí ïðîöåñ èëè äà ðåøèì äàäåíà ïðàêòè÷åñêà çàäà÷à, íèå òðÿáâà äà
îïðåäåëèì êîè ñà îñíîâíèòå õàðàêòåðèñòèêè, êîèòî ãè îïèñâàò � òîâà ñà íÿêàê-
âè âåëè÷èíè, êîèòî äàâàò èíôîðìàöèÿ çà ñúîòâåòíèÿ ïðîöåñ (íàïðèìåð âðåìå,
ñêîðîñò, òåìïåðàòóðà, ñèëà, áúðçîäåéñòâèå íà àëãîðèòúì, êîìïðåñèÿ íà äàííè
è äð.). Âåëè÷èíèòå ñå èçìåðâàò â äàäåíè ìåðíè åäèíèöè, ò.å. èì ñå ñúïîñòàâÿò
íÿêàêâè ÷èñëåíè ñòîéíîñòè. Èçó÷àâàéêè äàäåí ïðîöåñ, íèå èñêàìå äà èçó÷èì
çàâèñèìîñòèòå ìåæäó âåëè÷èíèòå, êîèòî ãî îïèñâàò, êàòî çà öåëòà ñúçäàâàìå è
èçñëåäâàìå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë íà ïðîöåñà.

Íàé-îáùî êàçàíî, ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë å îïèñàíèå íà íÿêàêúâ ðåàëåí
ïðîöåñ èëè ðåàëíà çàäà÷à íà åçèêà íà ìàòåìàòèêàòà. ×åñòî òîâà ñòàâà ÷ðåç
ôóíêöèÿ èëè óðàâíåíèå (èëè ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ), ìíîãî ÷åñòî � äèôåðåíöè-
àëíî, ñâúðçâàùî âåëè÷èíèòå, îïèñâàùè ïðîöåñà. Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë îáà÷å
ìîæå äà ïðåäñòàâëÿâà è äðóã ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò. Íàïðèìåð, èçñëåäâàéêè åä-
íà êîìïþòúðíà ìðåæà, ìîæå äà ñå íàëîæè ðåøàâàíåòî íà çàäà÷à îò òåîðèÿ íà
ãðàôèòå.

Öåëòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå å äà ñå îïèøå äàäåíèÿò ïðîöåñ è
ïî-äîáðå äà ñå ðàçáåðàò ìåõàíèçìèòå, êîèòî ãî îáóñëàâÿò, êàêòî è, åâåíòóàëíî,
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äà ñå íàïðàâÿò êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè è/èëè ïðåäâèæäàíèÿ çà áúäåùîòî ìó
ïîâåäåíèå.

×åñòî â ëèòåðàòóðàòà ñå äàâà ñëåäíàòà ñõåìà, îïèñâàùà ìåòîäîëîãèÿòà íà
ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå:

Äà êîìåíòèðàìå íàêðàòêî åòàïèòå, îïèñàíè â íåÿ.

1. Èìàéêè íÿêàêâà ðåàëíà çàäà÷à, ïúðâîòî, êîåòî òðÿáâà äà íàïðàâèì, å
äà ôîðìóëèðàìå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë, êîéòî äà ÿ îïèñâà. Çà öåëòà
òðÿáâà äà îïðåäåëèì îñíîâíèòå âåëè÷èíè, êîèòî õàðàêòåðèçèðàò ïðîöåñà
(îò ãëåäíà òî÷êà íà ìàòåìàòèêàòà � ïðîìåíëèâè è ïàðàìåòðè), è äà ñúñòà-
âèì ìàòåìàòè÷åñêàòà çàäà÷à, êîÿòî ãè ñâúðçâà (íàïðèìåð äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå, îïòèìèçàöèîííà çàäà÷à è äð.). Âàæíî å äà ñå èìà ïðåäâèä, ÷å
âñåêè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë å åäíà àáñòðàêöèÿ, èäåàëèçàöèÿ íà

ðåàëíèÿ ïðîöåñ. Â íåãî òðÿáâà äà èìà áàëàíñ � îò åäíà ñòðàíà, ìîäå-
ëúò òðÿáâà äîñòàòú÷íî ïîäðîáíî äà îïèñâà ïðîöåñà, òàêà ÷å ðåçóëòàòèòå
îò íåãî äà áúäàò ïîëåçíè, íî, îò äðóãà ñòðàíà, òðÿáâà äà å äîñòàòú÷íî
ïðîñò, çà äà ïîçâîëÿâà ìàòåìàòè÷åñêî èçñëåäâàíå. Âñåêè ìîäåë ñå áàçèðà
íà íÿêàêâè äîïóñêàíèÿ (àáñòðàêöèè), êîèòî ïîçâîëÿâàò îïðîñòÿâàíåòî íà
ðåàëíàòà ñèòóàöèÿ. Ïðè ñúçäàâàíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë èçïîëçâàìå
ôèçè÷åñêè çàêîíè, îáóñëàâÿùè ïðîöåñà, è ìàòåìàòè÷åñêè òåõíèêè, çà äà
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ (èëè äðóãè îáåêòè), ñâúðçâàùè ïðîìåíëèâèòå. Â ñè-
òóàöèè, êîãàòî íå ñà èçâåñòíè ôèçè÷åñêè çàêîíè, êîèòî äà íè ðúêîâîäÿò,
ìîæå äà å íåîáõîäèìî äà ñå ñúáåðàò äàííè îò åêñïåðèìåíòè, íà áàçàòà íà
êîèòî äà ñå ñúñòàâè ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë.

2. Èìàéêè ïðåäâèä, ÷å ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë íà åäèí ïðîöåñ ïðåäñòàâëÿ-
âà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à, âòîðèÿò åòàï å äà ðåøèì òàçè çàäà÷à è äà
ïîëó÷èì ìàòåìàòè÷åñêè çàêëþ÷åíèÿ. Â íàñòîÿùèÿ êóðñ íèå ùå ðàç-

ãëåäàìå èìåííî òåõíèêè, êîèòî ùå ìîæåì äà èçïîëçâàìå â òîçè

åòàï. Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å ïðàêòè÷åñêèòå çàäà÷è âîäÿò òâúðäå
÷åñòî äî ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è, êîèòî íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè ñúñ ñòàí-
äàðòíèòå àíàëèòè÷íè òåõíèêè. Êàêòî çíàåì, äîðè ïðîñòî èçãëåæäàùè àë-
ãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ êàòî ïîëèíîìèàëíèòå óðàâíåíèÿ îò ïåòà è ïî-âèñîêà
ñòåïåí â îáùèÿ ñëó÷àé íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè òî÷íî. Ñúùîòî ñå îòíàñÿ

4



çà ïîâå÷åòî îïðåäåëåíè èíòåãðàëè è äð. Âúïðåêè òîâà îáà÷å ñúùåñòâóâàò
òåõíèêè çà òÿõíîòî ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå è èìåííî ñ òàêèâà ùå ñå
çàïîçíàåì â êóðñà ïî ×èñëåíè ìåòîäè.

3. Ñëåä êàòî ñìå ðåøèëè (â íÿêàêúâ ñìèñúë) ìàòåìàòè÷åñêàòà çàäà÷à, ñëåä-
âà äà èíòåðïðåòèðàìå ðåçóëòàòèòå îò ãëåäíà òî÷êà íà ðåàëíèÿ

ïðîöåñ.

4. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ðåçóëòàòèòå çà ðåàëíèÿ ïðîöåñ, êîèòî ïîëó÷èõ-
ìå, ñà ñëåäñòâèå íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ ìîäåë, à íå íà ñàìèÿ ïðîöåñ. Îò äðóãà
ñòðàíà, êàçàõìå, ÷å ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë å åäíà àáñòðàêöèÿ íà ðåàëíèÿ
ïðîöåñ, ò.å. ìîæå è äà íå ãî îïèñâà äîñòàòú÷íî äîáðå. Çàòîâà å íåîáõîäèìî
äà íàïðàâèì ïðîâåðêà äàëè òåçè ðåçóëòàòè ñúîòâåòñòâàò íà ðåàë-

íîñòòà. Àêî òîâà å òàêà, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ìîäåëúò íè å óäà÷åí. Â
ïðîòèâåí ñëó÷àé ñå âðúùàìå â íà÷àëîòî è òðÿáâà äà ìîäèôèöèðàìå ìî-
äåëà òàêà, ÷å òîé äà îòðàçÿâà äåéñòâèòåëíîñòòà ïî-äîáðå. Ñ äðóãè äóìè,
ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå å åäèí èòåðàòèâåí ïðîöåñ.

Îñíîâíè òåìè, êîèòî ùå áúäàò çàñòúïåíè â êóðñà, ñà:

1. Ïðèáëèæàâàíå íà ôóíêöèè � ôóíêöèèòå ñà îñíîâåí ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò
è çàòîâà íèå ùå ïîñâåòèì ãîëÿìà ÷àñò îò êóðñà èìåííî íà âúïðîñà çà
òÿõíîòî ïðèáëèæàâàíå.

2. Ïðèáëèæàâàíå íà ïðîèçâîäíè � ïðîèçâîäíàòà íà åäíà ôóíêöèÿ îïèñ-
âà ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå íà ôóíêöèÿòà â äàäåíà òî÷êà. Òÿ å
îñíîâíà õàðàêòåðèñòèêà íà åäíà ôóíêöèÿ. Çàòîâà íèå ùå ñå çàíèìàåì ñ
âúïðîñà çà òÿõíîòî àïðîêñèìèðàíå.

3. Ïðèáëèæàâàíå íà èíòåãðàëè � èíòåãðèðàíåòî å îñíîâíî äåéñòâèå â ìàòå-
ìàòèêàòà. Îò äðóãà ñòðàíà, ïîâå÷åòî èíòåãðàëè íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè
òî÷íî. Åòî çàùî ìåòîäèòå çà òÿõíîòî ïðèáëèæåíî ïðåñìÿòàíå ñ äîñòàòú÷-
íî âèñîêà òî÷íîñò ñà îò ìíîãî ãîëÿìà âàæíîñò.

4. Ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íà àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå äà îòáåëåæèì íÿêîëêî ïðè÷èíè çà èçó÷àâàíåòî íà ÷èñëåíè
ìåòîäè:

• ×èñëåíèòå ìåòîäè ñà ìíîãî ìîùíè ñðåäñòâà çà ðåøàâàíåòî íà ðåàëíè çà-
äà÷è. Ñ òÿõíà ïîìîù å âúçìîæíî ðåøàâàíåòî íà ãîëåìè ñèñòåìè óðàâíå-
íèÿ, ñïðàâÿíåòî ñ íåëèíåéíîñòè è ñëîæíè ãåîìåòðèè, êîèòî ñà ïðèñúùè
çà çàäà÷èòå îò ïðàêòèêàòà è êúì êîèòî ÷åñòî å íåâúçìîæíî äà ñå ïîäõîäè
àíàëèòè÷íî.

• ×åñòî â ïðàêòèêàòà ñå íàëàãà èçïîëçâàíåòî íà ãîòîâè ñîôòóåðíè ïðîäóê-
òè, ÷èåòî äåéñòâèå ñå áàçèðà íà äàäåíè ÷èñëåíè ìåòîäè. Èíòåëèãåíòíîòî
èçïîëçâàíå íà òåçè ïðîäóêòè èçèñêâà ïîçíàâàíåòî íà îñíîâíàòà òåîðèÿ,
îáóñëàâÿùà ñúîòâåòíèòå ÷èñëåíè ìåòîäè.

• Íåâèíàãè ãîòîâèòå ñîôòóåðíè ïðîäóêòè ñà äîñòàòú÷íè çà ðåøàâàíåòî íà
äàäåíà ïðàêòè÷åñêà çàäà÷à. Â òåçè ñëó÷àè ïîçíàâàíåòî íà îñíîâíàòà òåî-
ðèÿ â îáëàñòòà íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè íè ïîçâîëÿâà ïðîåêòèðàíåòî è íàïðà-
âàòà íà ñîáñòâåíè ïðîãðàìè.
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1.2 Ãðåøêà. Èçòî÷íèöè íà ãðåøêà. Ïðåäñòàâÿíå

íà ÷èñëàòà â êîìïþòúðà.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå, ïîâå÷åòî ÷èñëåíè ìåòîäè âêëþ÷âàò íÿêàêâà àïðîêñèìà-
öèÿ. Åòî çàùî ðàçáèðàíåòî íà èäåÿòà çà ãðåøêà å îò ìíîãî ãîëÿìà âàæíîñò çà
åôåêòèâíîòî èì èçïîëçâàíå. Íåêà ïúðâî äàäåì ñëåäíèòå äåôèíèöèè:

Äåôèíèöèÿ 1. Àáñîëþòíà ãðåøêà íàðè÷àìå ðàçëèêàòà ìåæäó òî÷íàòà
è ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò ïðè äàäåíà àïðîêñèìàöèÿ:

εa := exact value− approximation.

Äåôèíèöèÿ 2. Îòíîñèòåëíà ãðåøêà äåôèíèðàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

εr :=
exact value− approximation

exact value
=

εa
exact value

.

Îñíîâíèòå èçòî÷íèöè íà ãðåøêà ïðè ðåøàâàíåòî íà åäíà ïðàêòè÷åñêà çàäà-
÷à ñà ñëåäíèòå:

• Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë � êàêòî êàçàõìå, ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë ñàì ïî
ñåáå ñè å åäíà àïðîêñèìàöèÿ íà ðåàëíîñòòà, ñ äðóãè äóìè ñàìîòî ìó ñúñ-
òàâÿíå âúâåæäà ãðåøêà ïî îòíîøåíèå íà ðåàëíèÿ ïðîöåñ.

• Ãðåøêà îò ÷èñëåíèÿ ìåòîä � îáèêíîâåíî ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñå áàçèðàò íà
íÿêàêâà àïðîêñèìàöèÿ, ò.å. âúâåæäàò íÿêàêâà ãðåøêà. Òúé êàòî íèå íà
ïðàêòèêà íå çíàåì òî÷íîòî ðåøåíèå íà ñúîòâåòíàòà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà-
÷à, îáèêíîâåíî å íåâúçìîæíî äà íàìåðèì êàêâà å ãðåøêàòà ïðè âúïðîñ-
íàòà àïðîêñèìàöèÿ. Îò äðóãà ñòðàíà, çà äà ðàçáåðåì äàëè äàäåí ÷èñëåí
ìåòîä å ïðèëîæèì, èëè íå, íèå òðÿáâà äà çíàåì ñ êàêâà òî÷íîñò òîé ùå
ðåøè ñúîòâåòíàòà çàäà÷à. Çàòîâà ñå íàëàãà äà ñå ïðàâÿò îöåíêè íà ãðåø-
êàòà, íàïðèìåð äà ñå íàìåðè íÿêàêâà ñòîéíîñò, êîÿòî òÿ ñúñ ñèãóðíîñò íå
íàäìèíàâà, èëè äà ñå îïðåäåëè íåéíèÿò ïîðÿäúê. Òàêà, ïðè èçó÷àâàíå-
òî íà ðàçëè÷íèòå ÷èñëåíè ìåòîäè â íàñòîÿùèÿ êóðñ, íèå íàé-÷åñòî ùå ñå
ñïèðàìå íà äâà îñíîâíè ìîìåíòà:

� îïèñàíèå íà ñàìèÿ ìåòîä;

� íà÷èíè çà îöåíêà íà ãðåøêàòà.

• Ãðåøêè îò çàêðúãëÿâàíå � òå ñà ñâúðçàíè ñ íà÷èíà, ïî êîéòî ÷èñëàòà ñå
ïðåäñòàâÿò â êîìïþòúðà. Ùå ñå ñïðåì ïî-ïîäðîáíî íà òîçè âèä ãðåøêà â
íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô.

• Ãðåøêè îò âõîäíèòå äàííè � ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè îáèêíîâåíî çàâèñÿò
îò íÿêàêâè ïàðàìåòðè, ñòîéíîñòèòå íà êîèòî ñå îïðåäåëÿò ÷ðåç ïðîâåæäà-
íåòî íà åêñïåðèìåíòè, ïðàâåíåòî íà èçìåðâàíèÿ. Äîðè è íàé-ñúâúðøåíàòà
òåõíèêà ïîçâîëÿâà èçìåðâàíå ñ îïðåäåëåíà òî÷íîñò, ò.å. ñòîéíîñòèòå íà
èçìåðåíèòå âåëè÷èíè, ñ êîèòî ðàáîòèì, ñúùî íîñÿò îïðåäåëåíà ãðåøêà.
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Çàäà÷à 1. Ïîñòðîéòå â åäíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå

f(x) = ex è g(x) = 1 + x+ 0.5x2 + 0.1667x3

â èíòåðâàëà [-0.5,0.5]. Ïîñòðîéòå â ñúùèÿ èíòåðâàë ãðàôèêèòå íà àáñîëþòíàòà
è îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïðè ïðèáëèæàâàíåòî íà f(x) ñ
g(x), êàòî ôóíêöèè íà x.

Ðåøåíèå. Ïúðâî ïîñòðîÿâàìå ñúòîâåòíèòå ãðàôèêè, èçïîëçâàéêè ÑÊÀMathematica:
In[3]:= Plot@8E^x, 1 + x + 0.5 x^2 + 0.1667 x^3<, 8x, -0.5, 0.5<D

Out[3]=

-0.4 -0.2 0.2 0.4

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

Âèçóàëíî äâåòå ãðàôèêè èçãëåæäà, ÷å ñúâïàäàò. Òîâà, êîåòî ïîñòèãàìå å, ÷å
åêñïîíåíöèàëíàòà ôóíêöèÿ, ñòîéíîñòòà íà êîÿòî íå å ëåñíî äà ñå ïðåñìåòíå,
ñìå ïðèáëèæèëè ñ àëãåáðè÷åí ïîëèíîì.

Àáñîëþòíàòà ãðåøêà, ñïîðåä Äåôèíèöèÿ 1, e

εa(x) = f(x)− g(x) = ex − (1 + x+ 0.5x2 + 0.1667x3).

In[1]:= Plot@E^x - H1 + x + 0.5 x^2 + 0.1667 x^3L, 8x, -0.5, 0.5<, PlotRange ® AllD

Out[1]=

-0.4 -0.2 0.2 0.4

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

Îò ãðàôèêàòà âèæäàìå, ÷å ôóíêöèÿòà g(x) ïðèáëèæàâà ñðàâíèòåëíî äîáðå
ôóíêöèÿòà f(x) â äàäåíèÿ èíòåðâàë. Ðàçáèðà ñå, äàëè òî÷íîñòòà íà ïðèáëèæå-
íèåòî å äîñòàòú÷íî äîáðà, çàâèñè îò êîíêðåòíèÿ êîíòåêñò, â êîéòî ñå ðàçãëåæäà
çàäà÷àòà.

Çà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà, ñïîðåä Äåôèíèöèÿ 2, èìàìå

εr(x) =
f(x)− g(x)

f(x)
=
ex − (1 + x+ 0.5x2 + 0.1667x3)

ex
.
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In[2]:= PlotB
E^x - H1 + x + 0.5 x^2 + 0.1667 x^3L

E^x
, 8x, -0.5, 0.5<, PlotRange ® AllF

Out[2]=

-0.4 -0.2 0.2 0.4

0.001

0.002

0.003

0.004

Îò ïîñëåäíàòà ãðàôèêà âèæäàìå, ÷å îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà â ðàçãëåæäàíèÿ
èíòåðâàë íå íàäìèíàâà 0.4%.

Ñåãà ùå ñå ñïðåì íà ãðåøêàòà îò çàêðúãëÿâàíå. Ïðè÷èíàòà çà íåÿ, êàêòî
êàçàõìå, å íà÷èíúò, ïî êîéòî ÷èñëàòà ñå ïðåäñòàâÿò â êîìïþòúðà. Ïî-òî÷íî, ùå
ñå çàíèìàåì ñ ò.íàð. ÷èñëà ñ ïëàâàùà òî÷êà (�oating-point). Ïðè òîçè ïîäõîä
÷èñëîòî ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç äðîáíà ÷àñò, íàðå÷åíà ìàíòèñà, è öÿëî ÷èñëî, êîåòî
ñå íàðè÷à åêñïîíåíòà èëè õàðàêòåðèñòèêà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

m.be,

êúäåòî m å ìàíòèñàòà, b å îñíîâàòà íà áðîéíàòà ñèñòåìà, â êîÿòî ðàáîòèì (â
êîìïþòúðà b = 2), e � åêñïîíåíòàòà. Íàïðèìåð 156.78 = 0.15678×103 å ïðåäñòà-
âÿíåòî âúâ âèä íà ÷èñëî ñ ïëàâàùà òî÷êà íà ÷èñëîòî 156.78 â äåñåòè÷íà áðîéíà
ñèñòåìà. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å îáèêíîâåíî äðîáíàòà ÷àñò ñå íîðìàëèçèðà,
òàêà ÷å ïúðâèÿò çíàê ñëåä äåñåòè÷íàòà òî÷êà äà áúäå ðàçëè÷åí îò íóëà.

Ïðåäèìñòâîòî íà ÷èñëàòà ñ ïëàâàùà òî÷êà å, ÷å òå ïîçâîëÿâàò ïðåäñòàâÿ-
íåòî êàêòî íà äðîáè, òàêà è íà ìíîãî ãîëåìè ÷èñëà. Îò äðóãà ñòðàíà îáà÷å, ñå
ïîÿâÿâà ò.íàð. ãðåøêà îò çàêðúãëÿâàíå, òúé êàòî ìàíòèñàòà ìîæå äà ñúäúðæà
ñàìî êðàåí áðîé çíà÷åùè öèôðè. Â êîìïïþòúðà, ñ t-áèòîâà äóìà ìîãàò äà ñå
ïðåäñòàâÿò íàé-ìíîãî 2t ðàçëè÷íè ðåàëíè ÷èñëà. Î÷åâèäíî èìà áåçáðîé ìíîãî
÷èñëà, êîèòî íå ìîãàò äà áúäàò ïðåäñòàâåíè òî÷íî. Çà òÿõíîòî ïðåäñòàâÿíå ñå
èçïîëçâà íàé-áëèçêîòî ÷èñëî, êîåòî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè òî÷íî. Ïî òîçè íà÷èí
âúâåæäàìå ãðåøêà îò çàêðúãëÿâàíå. Íåùî ïîâå÷å, òúé êàòî èìà ìàêñèìàëíî
(ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò) ÷èñëî, òî ïðè îïèò äà çàïèøåì ÷èñëî, êîåòî èìà ïî-
ãîëÿìà ñòîéíîñò, ïîëó÷àâàìå ò.íàð ãðåøêà �over�ow�. Îñâåí òîâà, ïî àíàëîãè÷íà
ïðè÷èíà, íå ìîæåì äà ïðåäñòàâÿìå ìíîãî ìàëêè ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò ÷èñëà
(ò.å. áëèçêè äî íóëàòà). Îïèòúò çà çàïèñâàíåòî íà òàêîâà ÷èñëî âîäè äî ãðåøêà
�under�ow�. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å íÿêîè êîìïþòðè çàìåñòâàò �under�ow� ñ íóëà.

Çà äà èëþñòðèðàìå åôåêòèòå îò ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå, íåêà ðàçãëå-
äàìå åäèí õèïîòåòè÷åí êîìïþòúð, êîéòî èçïîëçâà äåñåòè÷íà áðîéíà ñèñòåìà
è ïðåäñòàâÿ ÷èñëàòà ñ ïëàâàùà òî÷êà ÷ðåç 1-öèôðåíà åêñïîíåíòà ñúñ çíàê è
3-öèôðåíà ìàíòèñà.

Íàé-ìàëêîòî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, êîåòî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì â òîçè êîìïþ-
òúð, å 0.100×10−9, à ñëåäâàùîòî ïî ãîëåìèíà ÷èñëî å 0.101×10−9. Âñÿêî äðóãî
÷èñëî ìåæäó òåçè äâå òðÿáâà äà áúäå àïðîêñèìèðàíî. Òîâà íè äàâà ìàêñèìàëíà
ãðåøêà îò çàêðúãëÿâàíå 0.5× 10−12.
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Íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî, êîåòî ìîæåì äà ïðåäñòàâèì, å 0.999×109, äîêàòî ñëåä-
âàùîòî ïî-ìàëêî ÷èñëî å 0.998× 109, êîåòî äàâà ìàêñèìàëíà ãðåøêà 0.5× 106.

Âèæäà ñå, ÷å ãðåøêàòà ñúùåñòâåíî çàâèñè îò ãîëåìèíàòà íà ÷èñëàòà, êîèòî
àïðîêñèìèðàìå. Çàòîâà å ïî-ñìèñëåíî äà ãîâîðèì çà îòíîñèòåëíàòà âìåñòî çà
àáñîëþòíàòà ãðåøêà. Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å òÿ å ïîä 5×10−3, ò.å. ïîä 0.5%. Äà
ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð, êîéòî ùå íè ïîêàæå çàùî îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà
å ïî-äîáðèÿ ïîêàçàòåë çà òî÷íîñòòà íà ïðèáëèæåíèåòî. ßñíî å, ÷å àáñîëþò-
íà ãðåøêà, ðàâíà íà 1, ïðè ÷èñëî îò ïîðÿäúêà íà 108 å, ïî ïðèíöèï, ìíîãî
ïî-ïðåíåáðåæèìà, îòêîëêîòî ãðåøêà îò 0.001 ïðè ÷èñëî îò ïîðÿäúêà íà 10−2.
Îòíîñèòåëíèòå ãðåøêè â òîçè ñëó÷àé ñà ñúîòâåòíî 10−8 è 0.1.

Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å çà îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà å â ñèëà

|εr| < 0.5× 10−p,

êúäåòî p å áðîÿò çíà÷åùè öèôðè â ìàíòèñàòà. Çà ÷èñëà ñ äâîéíà òî÷íîñò
(double) p ≈ 16, à ñ åäèíè÷íà (�oat) � p ≈ 7

Êàòî ðåçóëòàò îò ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå, äîðè ôóíäàìåíòàëíèòå àñî-
öèàòèâíè è äèñòðèáóòèâíè çàêîíè íà àëãåáðàòà ìîæå è äà íå ñà â ñèëà ïðè
÷èñëåíè ïðåñìÿòàíèÿ. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå ïðèìåðè:

• Àñîöèàòèâíîñò íà ñúáèðàíåòî

a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

Íåêà a = 0.456× 10−2, b = 0.123× 100, c = −0.128× 100. Òîãàâà

(a+ b) + c = 0.128× 100 − 0.128× 100 = 0,

a+ (b+ c) = 0.456× 10−2 − 0.500× 10−2 = −0.440× 10−3.

Î÷åâèäíî ïúðâèÿò ðåçóëòàò íå å âåðåí è ïðè÷èíàòà çà òîâà å ñúáèðàíåòî
íà ãîëÿìî ñ ìàëêî ÷èñëî. Ìîæåì äà ðàçãëåäàìå è îùå ïî-ïîêàçàòåëåí
ïðèìåð çà òîçè ïðîáëåì � àêî ñúáåðåì 0.100×100 ñ 0.100×10−3, ðåçóëòàòúò
å 0.100× 100, ò.å. âñå åäíî íå ñìå èçâúðøèëè ñúáèðàíåòî!

• Àñîöèàòèâíîñò íà óìíîæåíèåòî

a× (b× c) = (a× b)× c.

Ïðè ñòîéíîñòè a = 10−6, b = 10−6, c = 108 ëÿâàòà ñòðàíà íà àñîöèàòèâíèÿ
çàêîí äàâà âåðåí ðåçóëòàò. Ïðè èçïîëçâàíå íà äÿñíàòà ñòðàíà îáà÷å, ïðè
èç÷èñëåíèÿòà ùå ñå ïîëó÷è �under�ow�. Âèæäàìå, ÷å äîðè ïðè ðàáîòàòà ñ
÷èñëà, êîèòî ìîãàò äà áúäàò ïðåäñòàâåíè òî÷íî, íå ñìå çàñòðàõîâàíè îò
íàëè÷èåòî íà òàçè ãðåøêà. Ñëåäîâàòåëíî äåéñòâèåòî íà åäèí àëãîðè-

òúì ìîæå äà çàâèñè ñúùåñòâåíî îò ðåäà, â êîéòî ñå èçâúðøâàò

îïåðàöèèòå â íåãî.

Ãîðíèòå ïðèìåðè íè ïîêàçâàò, ÷å âñÿêà àðèòìåòè÷íà îïåðàöèÿ, êîÿòî èç-
âúðøâàìå, áè ìîãëà äà âúâåäå ãðåøêà. Êàêòî êàçàõìå, ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñå
áàçèðàò íà ãîëÿì áðîé àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè, òàêà ÷å òîâà å íåùî, êîåòî íå
ìîæåì äà ïðåíåáðåãíåì ïðè òÿõíîòî èçïîëçâàíå.

Çà äà èëþñòðèðàìå åôåêòà íà ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå, íåêà ðàçãëåäàìå
ñëåäíèÿ ïðèìåð.
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Çàäà÷à 2. Äàäåí å àëãåáðè÷íèÿò ïîëèíîì

p(x) = (x−2)9 = x9−18x8+x7−672x6+2016x5−4032x4+5376x3−4608x2+2304x−512.

Äà ñå ïîñòðîè íåãîâàòà ãðàôèêà, êàòî çà ïðåñìÿòàíå íà ñòîéíîñòèòå ìó â òî÷-
êàòà x ñå èçïîëçâà

a)p(x) = (x− 2)9

á)p(x) = x9 − 18x8 + 144x7 − 672x6 + 2016x5 − 4032x4 + 5376x3 − 4608x2 +
2304x− 512.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèåòî íà à) ïðèëàãàìå ïî-äîëó.
f[x_]:=(x-2)^9

Plot[f[x],{x,1.9,2.1}]

1.95 2.00 2.05 2.10

-5.×10-11

5.×10-11

Çà á) èìàìå.

p[x_]:=-512+2304 x-4608 x
2+5376 x

3-4032 x
4+2016 x

5-672 x
6+144 x

7-18 x
8+x9

Plot[p[x],{x,1.9,2.1}]

1.95 2.00 2.05 2.10

-5.×10-11

5.×10-11

Î÷åâèäíî âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ðåçóëòàòúò å ïî-ëîø. Ïðè÷èíàòà å â ãîëåìèÿ
áðîé àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè, êîèòî èçâúðøâàìå ïðè íåãî. Ãðåøêèòå îò çàêðúã-
ëÿâàíå âîäÿò äî ïîÿâèëèÿ ñå �øóì�.

Âçåìàéêè ïðåäâèä êàçàíîòî äîòóê, ÷èñëåíèòå ìåòîäè, êîèòî èçïîëçâà-
ìå òðÿáâà äà ñà òàêèâà, ÷å ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå äà íå âîäÿò äî

äðàñòè÷íî èçìåíåíèå íà ðåçóëòàòà. Òàêèâà ìåòîäè ñå íàðè÷àò óñòîé-

÷èâè.
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Ãëàâà 2

Èíòåðïîëaöèÿ

2.1 Èäåÿ íà èíòåðïîëàöèÿòà

Èçó÷àâàéêè ñâåòà îêîëî íàñ, íèå èñêàìå äà íàìåðèì çàâèñèìîñòè ìåæäó ðàç-
ëè÷íè âåëè÷èíè. Çà äà ñå èçñëåäâà äàäåíî ÿâëåíèå èëè äàäåí ïðîöåñ, å íåîáõî-
äèìî äà ñå íàïðàâÿò åêñïåðèìåíòè, êîèòî äà äàäàò èíôîðìàöèÿ çà íåãî. Ñëåä
òîâà äàííèòå îò òåçè åêñïåðèìåíòè ñå èçïîëçâàò, çà äà ñå ñúçäàäå ìàòåìàòè÷åñ-
êè ìîäåë, êîéòî ãè îïèñâà. Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à.

Çàäà÷à 3. Â òàáëèöàòà ñà äàäåíè äàííè çà íàñåëåíèåòî íà ÑÀÙ â ìëí. â
ïåðèîäà 1920-1990.

Ãîäèíà 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
Íàñåëåíèå 106.46 123.08 132.12 152.27 180.67 205.05 227.23 249.46

Äà ñå íàìåðè ôóíêöèÿ, îïèñâàùà èçìåíåíèåòî íà íàñåëåíèåòî ïðåç òîçè ïåðèîä.

Êîìåíòàð ïî çàäà÷àòà. Â ñëó÷àÿ òúðñèì çàâèñèìîñò ìåæäó äâå âåëè÷èíè, à
ðåçóëòàòèòå îò èçìåðâàíèÿòà ìîæåì äà èíòåðïðåòèðàìå ãåîìåòðè÷íî êàòî òî÷-
êè â ðàâíèíàòà.

Òîãàâà åäèí âúçìîæåí íà÷èí äà îïèøåì òîâà ÿâëåíèå å äà íàìåðèì ôóíê-
öèÿ, ÷èÿòî ãðàôèêà ìèíàâà ïðåç äàäåíèòå òî÷êè.
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Íàìèðàíåòî íà ôóíêöèÿ, ÷èÿòî ãðàôèêà ìèíàâà ïðåç äàäåíè òî÷êè, ñå íà-
ðè÷à èíòåðïîëàöèÿ.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå îùå åäíà ñèòóàöèÿ, â êîÿòî ùå èçïîëçâàìå èíòåðïîëà-
öèÿ. Íà ïðàêòèêà ÷åñòî ñå íàëàãà äà ñå íàìèðàò ñòîéíîñòèòå â äàäåíà òî÷êà íà
ôóíêöèè êàòî sinx, cosx, ex, lnx è äð. Êàêòî ñàìè ìîæåì äà ñå óáåäèì, â îáùèÿ
ñëó÷àé òîâà íå èçãëåæäà òðèâèàëíî. Åäèí âúçìîæåí ïîäõîä ùå èëþñòðèðàìå
ñúñ ñëåäâàùèÿ ïðèìåð.

Çàäà÷à 4. Äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíèå íà ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = sin x
çà x = π/5.

Êîìåíòàð ïî çàäà÷àòà. Îêàçâà ñå, ÷å ìîæåì äà ñâåäåì òàçè çàäà÷à äî àíàëî-
ãè÷íà íà ïðåäõîäíàòà. Ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = sinx íè å èçâåñòíà
íàïðèìåð çà x0 = 0, x1 = π

6
, x2 = π

3
, x3 = π

2
(ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà f(x) â

òåçè òî÷êè ñà 0, 1/2,
√

3/2, 1). Ãåîìåòðè÷íî òàçè èíôîðìàöèÿ å ïðåäñòàâåíà íà
ñëåäâàùàòà ôèãóðà:

æ

æ

æ

æ

0.5 1.0 1.5

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Òîãàâà, àêî íàìåðèì íÿêàêâà ôóíêöèÿ g(x), ÷èÿòî ãðàôèêà äà ìèíàâà ïðåç
òåçè òî÷êè (è ÷èÿòî ñòîéíîñò â äàäåíà òî÷êà ìîæå äà áúäå ëåñíî ïðåñìåòíàòà!),
íèå ùå èìàìå ïðèáëèæåíèå íà ñòîéíîñòòà íà f(x).
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Òàêà íèå ùå ìîæåì äà íàìåðèì ïðèáëèçèòåëíî sinπ/5, êàòî ïðåñìåòíåì g(π/5).
Òóê âúçíèêâà ìíîãî âàæíèÿò âúïðîñ êîëêî òî÷íî ùå áúäå íàøåòî ïðèáëèæå-
íèå, ò.å. êîëêî ùå ñå îòëè÷àâà íåãîâàòà ñòîéíîñò îò ñòîéíîñòòà íà îðèãèíàëíàòà
ôóíêöèÿ. Â íàñòîÿùàòà ãëàâà ùå êîìåíòèðàìå è íåãî.

Èçîáùî êàçàíî, èíòåðïîëàöèÿòà íè ïîçâîëÿâà äà íàìåðèì ïðèáëèæåíèå íà
äàäåíà ôóíêöèÿ, èçïîëçâàéêè ñòîéíîñòèòå �è â äàäåíè òî÷êè.1 È òàêà, â íàñòî-
ÿùàòà ãëàâà íèå ùå òúðñèì îòãîâîðà íà ñëåäíèòå âúïðîñè:

• Êàê äà íàìåðèì ôóíêöèÿ, ÷èÿòî ãðàôèêà ìèíàâà ïðåç äàäåíè òî÷êè?

• Êàê äà îöåíèì òî÷íîñòòà íà ïðèáëèæåíèåòî, êîåòî ñìå ïîëó÷èëè?

2.2 Èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à íà Ëàãðàíæ

Àëãåáðè÷íèòå ïîëèíîìè ñà ôóíêöèè, ÷èÿòî ñòîéíîñò â äàäåíà òî÷êà ìîæå äà
áúäå ïðåñìåòíàòà ëåñíî (åäèí áúðç àëãîðèòúì çà öåëòà å íàïðèìåð ñõåìàòà íà
Õîðíåð). Åòî çàùî òå ñå ÿâÿâàò äîáúð èçáîð çà ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà, êîÿòî
ñè ïîñòàâèõìå. È òàêà, íèå ùå òúðñèì àëãåáðè÷åí ïîëèíîì, êîéòî ìèíàâà ïðåç
äàäåíè òî÷êè. Íåêà ñåãà ôîðìóëèðàìå òî÷íî ïîñòàâåíàòà âå÷å çàäà÷à.

Ïîñòàíîâêà íà èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à íà Ëàãðàíæ.

Íåêà x0, x1, ..., xn ñà äàäåíè ðàçëè÷íè òî÷êè îò ðåàëíàòà ïðàâà (âúçëè) è
y0, y1, . . . , yn ñà äàäåíè ðåàëíè ÷èñëà (ñòîéíîñòè). Èñêàìå äà ïîñòðîèì ïîëèíîì
P (x) ∈ πn (πn � êëàñúò îò âñè÷êè àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè îò ñòåïåí, íåíàäìèíà-
âàùà n) òàêúâ, ÷å ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P (x0) = y0

P (x1) = y1

.................

P (xn) = yn

(2.1)

Âèíàãè, êîãàòî ôîðìóëèðàìå åäíà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à, ìíîãî

ñúùåñòâåí å âúïðîñúò çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèåòî.

Îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðîãðàìíîòî ðåàëèçèðàíå íà àëãîðèòìè çà íåéíîòî ðåøåíèå
íàïðèìåð, å âàæíî äà çíàåì äàëè çàäà÷àòà âèíàãè å ðåøèìà è, àêî íå å, äà ìî-
æåì äà îáðàáîòâàìå ñúîòâåòíèòå èçêëþ÷åíèÿ. Â ñëó÷àÿ íà èíòåðïîëàöèîííàòà
çàäà÷à íà Ëàãðàíæ å â ñèëà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

1Êàêòî ùå âèäèì ïî-íàòàòúê, ìîæåì äà íàëîæèì óñëîâèÿ è âúðõó ñòîéíîñòèòå íà íåéíèòå
ïðîèçâîäíè, íî çàñåãà ùå ðàçãëåæäàìå ñèòóàöèÿòà, êîãàòî ñìå íàëîæèëè óñëîâèÿ ñàìî âúðõó
ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà.
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Òâúðäåíèå 1. Ñúùåñòâóâà, ïðè òîâà åäèíñòâåí ïîëèíîì P (x) ∈ πn, óäîâ-
ëåòâîðÿâàù èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à íà Ëàãðàíæ çà ïðîèçâîëíè âúçëè è
ñòîéíîñòè.

Äà îòáåëåæèì îùå âåäíúæ, ÷å ãåîìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà òàçè çàäà÷à
å ñëåäíàòà � äàäåíè ñà n+ 1 òî÷êè â ðàâíèíàòà è òúðñèì àëãåáðè÷åí ïîëèíîì
îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà n, ÷èÿòî ãðàôèêà ìèíàâà ïðåç òåçè òî÷êè.

2.3 Èíòåðïîëàöèîííà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ

Òâúðäåíèå 2 (Èíòåðïîëàöèîííà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ). Ïîëèíîìúò, óäîâ-
ëåòâîðÿâàù óñëîâèÿòà (2.1), ñå ïðåäñòàâÿ ïî ôîðìóëàòà

P (x) =
n∑
k=0

lk(x)yk,

êúäåòî l0(x), l1(x), . . . , ln(x) ñà áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ. Òå èçïúëíÿ-
âàò óñëîâèÿòà

lk(xi) =

{
0, àêî k 6= i

1, àêî k = i

è ñå çàäàâàò ñ ôîðìóëàòà

lk(x) =
n∏

i=0, i6=k

x− xi
xk − xi

.

Ùå îáÿñíèì ñìèñúëà íà ôîðìóëàòà ÷ðåç ïðèìåð.

Çàäà÷à 5. Êàòî ñå èçïîëçâà èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ, äà ñå
íàìåðè ïîëèíîì P (x) ∈ π3, óäîâëåòâîðÿâàù óñëîâèÿòà

P (1) = 2; P (2) = 9; P (4) = 41; P (6) = 97

Ðåøåíèå. Íåêà îçíà÷èì

x0 = 1, x1 = 2, x2 = 4, x3 = 6;

y0 = 2, y1 = 9, y2 = 41, y3 = 97.

Ïúðâî ùå ïîñòðîèì áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ. Çà ïîëèíîìà l0(x) èñêàìå
äà ñå íóëèðà âúâ âñè÷êè âúçëè îñâåí â x0. Â x0 ñòîéíîñòòà ìó òðÿáâà äà áúäå
1. Òîãàâà èìàìå

l0(x) =
(x− x1)(x− x2)(x− x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
.

Äåéñòâèòåëíî, âúâ âúçëèòå x1, x2, x3 ñúîòâåòíî ïúðâèÿò, âòîðèÿò è òðåòèÿò
ìíîæèòåë â ÷èñëèòåëÿ ñòàâà 0 è öÿëàòà äðîá å 0. Âúâ âúçåëà x0 ïîëó÷àâàìå

l0(x0) =
(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)

= 1,
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ò.å. òàêà äåôèíèðàíèÿò ïîëèíîì l0(x) èçïúëíÿâà ïîñòàâåíèòå ìó óñëîâèÿ. Êàòî
çàìåñòèì x0, x1, x2, x3 ñ òåõíèòå ðàâíè, ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî çà l0(x)

l0(x) =
(x− 2)(x− 4)(x− 6)

(1− 2)(1− 4)(1− 6)
= −(x− 2)(x− 4)(x− 6)

15
.

Àíàëîãè÷íî èìàìå

l1(x) =
(x− 1)(x− 4)(x− 6)

(2− 1)(2− 4)(2− 6)
=

(x− 1)(x− 4)(x− 6)

8
;

l2(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 6)

(4− 1)(4− 2)(4− 6)
= −(x− 1)(x− 2)(x− 6)

12
;

l3(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 4)

(6− 1)(6− 2)(6− 4)
=

(x− 1)(x− 2)(x− 4)

40
.

Òîãàâà èíòåðïîëàöèîííèÿò ïîëèíîì, óäîâëåòâîðÿâàù çàäà÷àòà, ìîæå äà áúäå
ïðåäñòàâåí âúâ âèäà

P (x) = l0(x).y0 + l1(x).y1 + l2(x).y2 + l3(x).y3.

Çà äà ñå óáåäèì â òîâà, íåêà ïðîâåðèì êàêâî ñå ñëó÷âà íàïðèìåð â òî÷êàòà
x = x1. Èìàìå l0(x1) = l2(x1) = l3(x1) = 0 è l1(x1) = 1. Òîãàâà

P (x1) = 0.y0 + 1.y1 + 0.y2 + 0.y3 = y1.

Àíàëîãè÷íî ñå âèæäà, ÷å òîçè ïîëèíîì óäîâëåòâîðÿâà èíòåðïîëàöèîííèòå óñëî-
âèÿ è â äðóãèòå âúçëè.

È òàêà, ïîëó÷èõìå

P (x) = l0(x).2 + l1(x).9 + l2(x).41 + l3(x).97.

Ñëåä çàìåñòâàíå è îïðîñòÿâàíå, ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî

P (x) = 3x2 − 2x+ 1.

Îòòóê íàòàòúê ñ Ln(f ;x) ùå áåëåæèì èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì îò ðåä n
çà ôóíêöèÿòà f , à ñ ω(x) ùå áåëåæèì (x− x0)(x− x1)...(x− xn), êúäåòî x0, x1,
..., xn ñà äàäåíè ðàçëè÷íè òî÷êè.

Äîòóê ïîêàçàõìå êàê ìîæåì äà ïîñòðîèì ïîëèíîì, ÷èÿòî ãðàôèêà ìèíàâà
ïðåç äàäåíè òî÷êè. Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå äàâà îòãîâîð íà âúïðîñà êàê äà
îöåíèì êàêâà å òî÷íîñòòà íà ïðèáëèæåíèåòî, êîåòî ñå ïîëó÷àâà, êîãàòî çàìåíèì
äàäåíà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ ñ íåéíèÿ èíòåðïîëàöèîíåí ïîëèíîì.

Òâúðäåíèå 3. Íåêà [a, b] å äàäåí êðàåí èíòåðâàë è x0, . . . , xn ñà ðàçëè÷íè òî÷-
êè â íåãî. Íåêà ôóíêöèÿòà f(x) èìà íåïðåêúñíàòà (n+1)-âà ïðîèçâîäíà â òîçè
èíòåðâàë. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ [a, b] ñúùåñòâóâà òî÷êà ξ ∈ [a, b] òàêàâà, ÷å

f(x)− Ln(f ;x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ω(x)
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Âå÷å ñìå ãîòîâè äà ðåøèì çàäà÷à 4, êîÿòî ôîðìóëèðàõìå â ïúðâèÿ ïàðàãðàô
è äà âèäèì êàê ìîæåì äà îöåíèì ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà äàäåíà ôóíêöèÿ
â íÿêîÿ òî÷êà, èçïîëçâàéêè èíòåðïîëàöèÿ.

Çàäà÷à 6. Äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà sin
π

5
è äà ñå äàäå îöåíêà

íà ãðåøêàòà ïðè àïðîêñèìàöèÿ.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî îöåíÿâàíåòî íà ôóíêöèÿòà f(x) = sin x â äàäåíà òî÷êà íå
å íèêàê ïðîñòà ðàáîòà. Åòî çàùî, âìåñòî äà ðàáîòèì ñ òàçè ôóíêöèÿ, íèå ùå
íàìåðèì íåéíî ïðèáëèæåíèå è ùå ðàáîòèì ñ íåãî. Äà èçáåðåì ïúðâî âúçëè, â
êîèòî äà èíòåðïîëèðàìå. Òî÷êè, â êîèòî ñòîéíîñòòà íà sinx íè å èçâåñòíà, ñà
íàïðèìåð x0 = 0, x1 = π

6
, x2 = π

3
, x3 = π

2
(ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè íà f(x) â òåçè

òî÷êè ñà 0, 1/2,
√

3/2, 1). Ùå íàìåðèì ïîëèíîìà L3(f ;x), êîéòî èíòåðïîëèðà
ôóíêöèÿòà f(x) â òåçè òî÷êè. Çà öåëòà ïúðâî íàìèðàìå áàçèñíèòå ïîëèíîìè
íà Ëàãðàíæ:

l0(x) =
(x− π

6
)(x− π

3
)(x− π

2
)

(0− π
6
)(0− π

3
)(0− π

2
)

;

l1(x) =
(x− 0)(x− π

3
)(x− π

2
)

(π
6
− 0)(π

6
− π

3
)(π

6
− π

2
)
;

l2(x) =
(x− 0)(x− π

6
)(x− π

2
)

(π
3
− 0)(π

3
− π

6
)(π

3
− π

2
)
;

l3(x) =
(x− 0)(x− π

6
)(x− π

3
)

(π
2
− 0)(π

2
− π

6
)(π

2
− π

3
)
.

Òîãàâà ïîëó÷àâàìå

L3(f ;x) = l0(x).0 + l1(x).
1

2
+ l2(x).

√
3

2
+ l3(x).1.

Ñëåä êðàòêè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àâàìå

L3(x) ≈ 1.02043x− 0.0654708x2 − 0.113872x3.

Ñåãà âå÷å ìîæåì äà íàìåðèì ñòîéíîñòòà íà ïîëèíîìà L3(x) ïðè x = π
5
, òúé

êàòî òÿ ùå áúäå ½áëèçî� äî èñòèíñêàòà ñòîéíîñò íà sin π
5
. Ïîëó÷àâàìå L3

(
π
5

)
≈

0.587061.
Îñòàíà äà äàäåì îöåíêà çà òîâà êîëêî ½áëèçî� âñúùíîñò å ñòîéíîñòòà, êîÿòî

íèå ñìå íàìåðèëè, äî òî÷íàòà ñòîéíîñò. Ñ äðóãè äóìè, èñêàìå äà äàäåì îöåíêà
çà ãðåøêàòà

R
(π

5

)
=
∣∣∣f (π

5

)
− L3

(
f ;
π

5

)∣∣∣ .
Îò Òâúðäåíèå 3 íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å

R
(π

5

)
=

∣∣f (4)(ξ)
∣∣

4!

∣∣∣ω (π
5

)∣∣∣ ,
êúäåòî ξ å ÷èñëî îò èíòåðâàëà

[
0, π

2

]
. Èìàìå f (4)(ξ) = sin ξ.Â èíòåðâàëà

[
0, π

2

]
ôóíêöèÿòà sinx ïðèåìà ñòîéíîñòè ìåæäó 0 è 1, ò.å. |f (4)(ξ)| ≤ 1. Òîãàâà

R
(π

5

)
≤ 1

24

∣∣∣ω (π
5

)∣∣∣ ≈ 0.00108232.
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Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå, ÷å ãðåøêàòà ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò íå íàäìèíàâà
0.0011. Àêî ñðàâíèì ñòîéíîñòòà, êîÿòî íèå ïîëó÷èõìå (0.587061) ñúñ ñòîéíîñòòà,
êîÿòî Mathematica âðúùà çà sin π

5
(0.587785), ùå ñå óáåäèì, ÷å òîâà äåéñòâè-

òåëíî å òàêà. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å òîâà å îöåíêà îòãîðå çà ãðåøêàòà, ò.å. òÿ
ìîæå è äà å çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêà.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå è ÷å ìîæåõìå äà íàìåðèì ïî-äîáðî ïðèáëèæåíèå íà
sin π

5
, àêî áÿõìå ïîäáðàëè èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè ïî ïî-ïîäõîäÿù íà÷èí èëè

áÿõìå âçåëè ïîâå÷å âúçëè.

Íåêà êîìåíòèðàìå îùå íÿêîëêî íåùà, ñâúðçàíè ñ ïðåäõîäíàòà çàäà÷à. Äà
èëþñòðèðàìå ïúðâî íåéíîòî ðåøåíèå ãðàôè÷íî � çàìåñòâàìå ôóíêöèÿòà sinx
(êîÿòî íà ôèãóðàòà å ñ ÷åðíàòà ïóíêòèðàíà ëèíèÿ) ñ èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëè-
íîì îò ñòåïåí 3, L3(f ;x) (æúëòàòà íåïðåêúñíàòà ëèíèÿ). Êàêòî âèæäàìå, äâåòå
ãðàôèêè ïî÷òè ñúâïàäàò â èíòåðâàëà íà èíòåðïîëàöèÿ [0, π/2], êîåòî îáîñíîâà-
âà ïðèáëèæàâàíåòî íà sin π

5
ñ L3(f ; π

5
).

Ïðèâåæäàìå è ãðàôèêàòà íà àáñîëþòíàòà ãðåøêà (ïî ìîäóë) ïðè ïðèáëè-
æàâàíåòî íà sinx ñ L3(f ;x) â ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë:

0.5 1.0 1.5

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

Äîïóñíàòàòà ãðåøêà, êàêòî ìîæåì äà î÷àêâàìå, âúâ âñè÷êè òî÷êè å íå ïî-
ãîëÿìà îò èçâåäåíàòà îöåíêà

R (x) ≤ 1

24
|ω (x)| :
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0.5 1.0 1.5

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

0.0025

0.0030

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ãðàôèêèòå íà sinx è L3(f ;x) â èíòåðâàëà [0, π]:

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Êàêòî âèæäàìå, èçâúí ãðàíèöèòå íà èíòåðïîëàöèÿ äâåòå ãðàôèêè ñåðèîçíî ñå
ðàçìèíàâàò.

Äåôèíèöèÿ 3. Êîãàòî èçïîëçâàìå èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì çà ïðèáëè-
æàâàíå íà ñòîéíîñò â èíòåðâàëà, îïðåäåëåí îò èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè,
ãîâîðèì çà èíòåðïîëàöèÿ. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ãîâîðèì çà åêñòðàïîëàöèÿ.

Ïðè åêñòðàïîëàöèÿ íå ìîæåì äà ðàç÷èòàìå íà òîâà, ÷å ùå ïîëó-

÷èì äîáðî ïðèáëèæåíèå. Ïîëèíîìúò íÿìà òî÷êè, çà êîèòî äà ñå ½õâàíå� è
åòî çàùî íÿìà êàê äà î÷àêâàìå íåãîâîòî ïîâåäåíèå äà ñëåäâà òîâà íà ïðèáëè-
æàâàíàòà ôóíêöèÿ.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ãðàôèêèòå íà áàçèñíèòå ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ, êîèòî
íàìåðèõìå â ïðåäõîäíàòà çàäà÷à:

0.5 1.0 1.5

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

l0

l1

l2

l3

Ãðàôèêàòà äîáðå èëþñòðèðà óñëîâèåòî, êîåòî íàëîæèõìå íà áàçèñíèòå ïîëè-
íîìè íà Ëàãðàíæ ïðè òÿõíîòî äåôèíèðàíå � âñåêè îò òÿõ èìà ñòîéíîñò 1 âúâ
âúçåëà, çà êîéòî �îòãîâàðÿ� è 0 âúâ âñè÷êè îñòàíàëè âúçëè.

Äåôèíèöèÿ 4. Íåêà ñà äàäåíè òî÷êèòå x0 < · · · < xn. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèè-
òå ϕ0(x), . . . , ϕn(x) îáðàçóâàò èíòåðïîëàöèîíåí áàçèñ, àêî

ϕi(xj) =

{
0 àêî i 6= j,

1 àêî i = j.
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ßñíî å, ÷å àêî ϕ0(x), . . . , ϕn(x) îáðàçóâàò èíòåðïîëàöèîíåí áàçèñ è âúâ ôîð-
ìóëàòà íà Ëàãðàíæ çàìåñòèì áàçèñíèòå ïîëèíîìè li(x) ñ ϕi(x), òî ïîëó÷åíàòà
ôóíêöèÿ ϕ(x) ùå èçïúëíÿâà óñëîâèÿòà ϕ(xi) = yi.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå îùå åäèí ïðèìåð, ïîêàçâàù êàê ñå îöåíÿâà ãðåøêàòà
ïðè ïðèáëèæàâàíå íà äàäåíà ôóíêöèÿ ñ íåéíèÿ èíòåðïîëàöèîíåí ïîëèíîì.

Çàäà÷à 7. Ñòîéíîñòòà íà ln 2 å íàìåðåíà ïðèáëèçèòåëíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
âçåòè ñà òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà ln 1 è ln e è å èçïîëçâàíà ëèíåéíà èíòåðïîëàöèÿ
(ïîñòðîåí å èíòåðïîëàöèîííèÿò ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí çà âúçëèòå x0 = 1 è
x1 = e). Íåêà ñ f è p ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíî òî÷íàòà è ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò
íà ln 2. Äîêàæåòå, ÷å

1

36
< |f − p| < 1

2
.

Ðåøåíèå. Íåêà f(t) = ln t. Òîãàâà ãðåøêàòà å

|f − p| =
∣∣∣∣f ′′(ξ)2!

(2− 1)(2− e)
∣∣∣∣ , ξ ∈ [1, e].

Òúé êàòî f ′′(t) = − 1

t2
, ïîëó÷àâàìå

|f − p| = |2− e|
2ξ2

.

Íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà äÿñíàòà ñòðàíà â èíòåðâàëà ñå äîñòèãà, êîãàòî çíàìå-
íàòåëÿò å íàé-ãîëÿì, ò.å. ïðè ξ = e, à íàé-ãîëÿìàòà � ïðè ξ = 1. Òîãàâà ìîæåì
äà îãðàíè÷èì ãðåøêàòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

|2− e|
2e2

≤ |2− e|
2ξ2

≤ |2− e|
2

, ∀ξ ∈ [1, e].

Îöåíÿâàéêè ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà äÿñíàòà ãðàíèöà, ïîëó÷àâàìå:

|2− e|
2
≈ 0.72

2
<

1

2
.

Çà çíàìåíàòåëÿ íà ëÿâàòà ãðàíèöà, ìîæåì äà çàáåëåæèì, ÷å 2.e2 < 2.32, a
÷èñëèòåëÿò å îãðàíè÷åí îòäîëó îò 0.7, ñëåäîâàòåëíî:

|2− e|
2e2

>
0.7

18
>

1

36
.

Çàäà÷à 8. Ñòîéíîñòòà íà ln 15.2 å íàìåðåíà ïðèáëèçèòåëíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
âçåòè ñà òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà ln 15 è ln 16 è å èçïîëçâàíà ëèíåéíà èíòåðïîëàöèÿ
(ïîñòðîåí å èíòåðïîëàöèîííèÿò ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí çà âúçëèòå x0 = 15 è
x1 = 16). Íåêà ñ f è p ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíî òî÷íàòà è ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò
íà ln 15.2. Äîêàæåòå, ÷å

0 < f − p < 4.10−4
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Ðåøåíèå. Íåêà f(t) = ln t. Òîãàâà ãðåøêàòà å

f − p =
f ′′(ξ)

2
(15.2− 15)(15.2− 16), ξ ∈ (15, 16)

Òúé êàòî f ′′(t) = − 1

t2
, ïîëó÷àâàìå

f − p = −0, 2.(−0, 8)

2ξ2
=

4

50ξ2
.

Îò åäíà ñòðàíà, x−y î÷åâèäíî å ïîëîæèòåëíî. Îò äðóãà, íàé-ãîëÿìàòà ñòîéíîñò
íà ãðåøêàòà ñå äîñòèãà, êîãàòî çíàìåíàòåëÿò å íàé-ìàëúê, ò.å. ïðè ξ = 15.
Òîãàâà èìàìå

0 < f − p < 4

50.152
=

4

2.32.54
<

4

104
.

Ïîíÿêîãà ñå èíòåðåñóâàìå îò ìàêñèìàëíàòà ãðåøêà, êîÿòî ñå ïîëó÷âà íå â
äàäåíà òî÷êà, à â öåëèÿ èíòåðâàë, â êîéòî èíòåðïîëèðàìå.

Çàäà÷à 9. Äà ñå íàìåðè îöåíêà íà ãðåøêàòà, êîÿòî ñå äîïóñêà ïðè ïðèáëèæà-
âàíåòî íà ôóíêöèÿòà f(x) = 1/(1 + x) â èíòåðâàëà [0, 1] ñ èíòåðïîëàöèîííèÿ
ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ îò ïúðâà ñòåïåí ñ âúçëè 0 è 1.

Ðåøåíèå. Èìàìå

f ′′(x) =
2

(x+ 1)3
.

Òîãàâà

|R(x)| = 2

2(ξ + 1)3
|(x− 0)(x− 1)| ≤ |(x− 0)(x− 1)|.

Â ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî èçïîëçâàõìå, ÷å 1/(ξ + 1)3 äîñòèãà ñâîÿ ìàêñèìóì â
èíòåðâàëà [0, 1] çà ξ = 0. È òàêà, çà äà íàìåðèì îöåíêà îòãîðå íà ãðåøêàòà |R(x)|
â öåëèÿ èíòåðâàë, îñòàíà äà âèäèì êîëêî íàé-ìíîãî ìîæå äà áúäå ñòîéíîñòòà
íà |(x − 0)(x − 1)|. ßñíî å, ÷å ìàêñèìóìúò íà ïîñëåäíàòà ôóíêöèÿ ñå äîñòèãà
çà x = 1/2 (ïàðàáîëà, êîÿòî ñå íóëèðà â 0 è 1 è ñëåäîâàòåëíî âúðõúò �è å â 1/2),
ò.å. îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî x ∈ [0, 1]

R(x) ≤ 1

4
, ∀x ∈ [0, 1].

Òâúðäåíèå 4. Àêî f(x) å ïîëèíîì îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà n, òî f(x) ≡
Ln(f ;x).

Ñëåäâàùèòå äâå çàäà÷è ñà ñâúðçàíè ñ åäèíñòâåíîñòòà íà èíòåðïîëàöèîííèÿ
ïîëèíîì è Òâúðäåíèå 4, êîåòî å ñëåäñòâèå îò íåÿ.

Çàäà÷à 10. Äà ñå äîêàæå, ÷å

n∑
k=0

lk(x) = 1.
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Ðåøåíèå. Íåêà f(x) = 1 ∈ πn,∀n. Òîãàâà îò Òâúðäåíèå 4 ñëåäâà, ÷å f(x) ≡
Ln(f ;x), íî

Ln(f ;x) =
n∑
k=0

lk(x).f(xk) =
n∑
k=0

lk(x),

îòêúäåòî ñëåäâà èñêàíîòî ðàâåíñòâî.

Çàäà÷à 11. Äà ñå äîêàæå, ÷å

n∑
k=0

xmk lk(x) = xm,

êúäåòî m å åñòåñòâåíî ÷èñëî, íåíàäìèíàâàùî n.

Ðåøåíèå. Íåêà f(x) = xm ∈ πn. Òîãàâà îò Òâúðäåíèå 4 ñëåäâà, ÷å

f(x) ≡ Ln(f ;x) =
n∑
k=0

xmk lk(x).

2.4 Ðàçäåëåíè ðàçëèêè. Èíòåðïîëàöèîííà ôîð-

ìóëà íà Íþòîí

Â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô ùå êîìåíòèðàìå îùå åäèí íà÷èí çà ïîñòðîÿâàíå íà
èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ � ôîðìóëàòà íà Íþòîí ñ ðàçäåëåíè
ðàçëèêè.

Äåôèíèöèÿ 5. Íåêà x0, x1, . . . , xn ñà äàäåíè ðàçëè÷íè òî÷êè. Ðàçäåëåíàòà
ðàçëèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) â òî÷êèòå x0, . . . , xn ñå áåëåæè ñ f [x0, . . . , xn] è
ñå äåôèíèðà èíäóêòèâíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

f [x0, . . . , xn] =
f [x1, . . . , xn]− f [x0, . . . , xn−1]

xn − x0
, n = 1, 2, . . . ,

êàòî ïðèåìàìå, ÷å f [xi] := f(xi) çà âñÿêà òî÷êà xi.

Òâúðäåíèå 5 (Èíòåðïîëàöèîííà ôîðìóëà íà Íþòîí). Èíòåðïîëàöèîííèÿò
ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç ôîðìóëàòà

Ln(f ;x) = f [x0] +
n∑
k=1

f [x0, . . . , xk](x− x0) . . . (x− xk−1).

Èäåÿ íà äîêàçàòåëñòâîòî. Ôîðìóëàòà íà Íþòîí ñå îñíîâàâà íà âðúçêàòà ìåæ-
äó ïîëèíîìà Ln(f, x), èíòåðïîëèðàù f(x) â òî÷êèòå x0, . . . , xn, è ïîëèíîìà
Ln−1(f, x), èíòåðïîëèðàù f(x) â òî÷êèòå x0, . . . , xn−1. Äà ðàçãëåäàìå ðàçëèêà-
òà Ln(f, x) − Ln−1(f, x) ∈ πn. ßñíî å, ÷å ñòîéíîñòòà íà òàçè ðàçëèêà å 0 çà
x = x0, . . . , xn−1, òúé êàòî â òåçè òî÷êè è äâàòà ïîëèíîìà ñúâïàäàò ñ f(x).
Òîãàâà

Ln(f, x)− Ln−1(f, x) = C(x− x0) . . . (x− xn−1),

21



ò.å.
Ln(f, x) = C(x− x0) . . . (x− xn−1) + Ln−1(f, x).

Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å C = f [x0, . . . , xn]. Ðàçñúæäàâàéêè èíäóêòèâíî, ìîæåì
äà èçðàçèì Ln−1 ÷ðåç Ln−2 è ò.í., ñ êîåòî ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà íà Íþòîí.

Çàäà÷à 12. Êàòî èçïîëçâàòå èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Íþòîí, íàìåðåòå
ïîëèíîìà P (x), êîéòî èíòåðïîëèðà ôóíêöèÿòà f(x) =

√
x+3x2−x+2 â òî÷êèòå

0,1,4.

Ðåøåíèå. Íåêà ïúðâî ñèñòåìàòèçèðàìå èíòåðïîëàöèîííèòå óñëîâèÿ â òàáëèöà.
Çà öåëòà òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì ñòîéíîñòòà íà f(x) â òî÷êèòå 0, 1, 4. Ïîëó÷àâàìå

x 0 1 4
f(x) 2 5 48

Èçïîëçâàéêè èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Íþòîí, ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíå-
òî

L2(f ;x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1).
Òîãàâà òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì ðàçäåëåíèòå ðàçëèêè, ó÷àñòâàùè âúâ ôîðìóëàòà.
Óäîáíî å òåçè ïðåñìÿòàíèÿ äà ñå ñèñòåìàòèçèðàò â ñëåäíàòà òàáëèöà:

Âúçëè Ðåä 0 Ðåä 1 Ðåä 2
x0 = 0 f [x0] = 2 f [x0, x1] = 3 f [x0, x1, x2] = 34

12
= 17

6

x1 = 1 f [x1] = 5 f [x1, x2] = 43
3

x2 = 4 f [x2] = 48

Êîåôèöèåíòèòå, íåîáõîäèìè íè çà ôîðìóëàòà íà Íþòîí, ñå íàìèðàò â ïúðâèÿ
ðåä íà òàêà ïîëó÷åíàòà òàáëèöà. Ïîëó÷àâàìå

L2(f ;x) = 2 + 3(x− 0) +
17

6
(x− 0)(x− 1) = 2 + 3x+

17

6
x2− 17

6
x = 2 +

1

6
x+

17

6
x2.

Çàäà÷à 13. Òî÷êèòå

x -2 1 4 -1 3 -4
y -1 2 59 4 24 -53

ëåæàò íà ïîëèíîì. Îïðåäåëåòå ñòåïåíòà íà òîçè ïîëèíîì.

Ðåøåíèå. Îò åäèíñòâåíîñòòà íà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì è ïðèëàãàéêè ôîð-
ìóëàòà íà Íþòîí, ïîëó÷àâàìå P (x) = f [x0] +

∑5
k=1 f [x0, . . . , xk](x− x0) . . . (x−

xk−1) Êàêòî â ïðåäèøíàòà çàäà÷à ïðàâèì òàáëèöà ñ íåîáõîäèìèòå íè ðàçäåëåíè
ðàçëèêè (îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å íå å íåîáõîäèìî âúçëèòå äà áúäàò â íàðàñòâàù
ðåä):

Âúçëè Ðåä 0 Ðåä 1 Ðåä 2 Ðåä 3 4 5
x0 = −2 f [x0] = −1 f [x0, x1] = 1 f [x0, x1, x2] = 3 f [x0, x1, x2, x3] = 1 0 0
x1 = 1 f [x1] = 2 f [x1, x2] = 19 f [x1, x2, x3] = 4 f [x1, x2, x3, x4] = 1 0
x2 = 4 f [x2] = 59 f [x2, x3] = 11 f [x2, x3, x4] = 6 f [x2, x3, x4, x5] = 1
x3 = −1 f [x3] = 4 f [x3, x4] = 5 f [x3, x4, x5] = −2
x4 = 3 f [x4] = 24 f [x4, x5] = 11
x5 = −4 f [x5] = −53
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Êîåôèöèåíòèòå âúâ ôîðìóëàòà íà Íþòîí ëåæàò íà ïúðâèÿ ðåä è òîãàâà ïîñëåä-
íèÿò íåíóëåâ ÷ëåí å f [x0, x1, x2, x3](x− x0)(x− x1)(x− x2). Ñëåäîâàòåëíî ïîëè-
íîìúò å îò òðåòà ñòåïåí.

Íåêà ñåãà êîìåíòèðàìå íàêðàòêî âúïðîñà çàùî ñà íåîáõîäèìè ðàçëè÷íè
ôîðìóëè çà ðåøàâàíå íà åäíà è ñúùà çàäà÷à.

Èìïëåìåíòèðàéêè äàäåí àëãîðèòúì, îñíîâåí å âúïðîñúò çà íåãîâîòî áúð-
çîäåéñòâèå. Èìåííî òóê ñå ïîÿâÿâà ðàçëèêàòà ìåæäó ðàçëè÷íèòå ôîðìóëè. Â
çàâèñèìîñò îò òîâà êàêâà êîíêðåòíà ïðàêòè÷åñêà çàäà÷à èñêàìå äà ðåøèì, ùå
èñêàìå ðàçëè÷íè íåùà îò ñúîòâåòíèÿ àëãîðèòúì.

• ×åñòî íà ïðàêòèêà, êîãàòî èñêàìå äà àïðîêñèìèðàìå ñòîéíîñòòà íà äàäåíà
ôóíêöèÿ â òî÷êàòà x, êàòî ñà èçâåñòíè ñòîéíîñòèòå â òî÷êèòå x0, x1, . . .,
ñå ïîñòðîÿâà ðåäèöà îò ïîëèíîìè � ïúðâî, ïîëèíîì p1(x) îò ïúðâà ñòåïåí
ïðåç äâåòå íàé-áëèçêè òî÷êè, ñëåä òîâà � ïîëèíîì p2(x) îò âòîðà ñòåïåí
ïðåç âå÷å èçïîëçâàíèòå äâå òî÷êè è ñëåäâàùàòà ïî îòäàëå÷åíîñò è ò.í.
Òîâà ñå ïðàâè, äîêàòî äâå ñúñåäíè ïðèáëèæåíèÿ äàäàò åäèí è ñúù (ñ
òî÷íîñò äî íÿêàêâà äîïóñòèìà ãðåøêà) ðåçóëòàò. Ñëåä êàòî ñìå ïîëó÷èëè
åäèí è ñúùè ðåçóëòàò ïî äâà ðàçëè÷íè íà÷èíà, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å òîçè
ðåçóëòàò å äîñòîâåðåí. Çà ïîñòðîÿâàíåòî íà òàêàâà ðåäèöà îò ïîëèíîìè å
ÿâíî ïðåèìóùåñòâîòî íà ôîðìóëàòà íà Íþòîí, òúé êàòî, çà äà äîáàâèì
íîâ âúçåë, å äîñòàòú÷íî äà äîáàâèì åäèí ðåä â òàáëèöàòà ñ ðàçäåëåíè
ðàçëèêè è åäèí ÷ëåí â ñóìàòà, îïèñâàùà ïîëèíîìà. Ñ äðóãè äóìè, ìîæåì
äà èçïîëçâàìå âå÷å íàïðàâåíèòå èç÷èñëåíèÿ. Ïî ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ
áè íè ñå íàëîæèëî äà íàïðàâèì âñè÷êè èç÷èñëåíèÿ îòíà÷àëî, òúé êàòî
áàçèñíèòå ïîëèíîìè çàâèñÿò îò âúçëèòå.

• Ïîíÿêîãà èñêàìå äà ïîñòðîèì ïîëèíîìè ñ ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè, íî åä-
íàêâè âúçëè. Íàïðèìåð â áèîëîãèÿòà, êîãàòî ñå ïðàâÿò åêñïåðèìåíòè çà
ðàçâèòèåòî íà åäíà ïîïóëàöèÿ îò ìèêðîîðãàíèçìè, ñå ñëåäâà åêñïåðèìåí-
òàëåí ïðîòîêîë. Èçìåðâàíèÿ ñå ïðàâÿò âúâ ôèêñèðàíè ìîìåíòè îò âðåìå.
Òîãàâà, àêî èñêàìå äà ñðàâíèì ðàçâèòèåòî íà äâå ïîïóëàöèè, ùå òðÿá-
âà äà ïîñòðîèì ïîëèíîìè ñ åäíè è ñúùè âúçëè (ôèêñèðàíèòå ìîìåíòè
îò âðåìå), íî ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè (÷èñëåíîñòèòå íà ðàçëè÷íèòå ïîïóëà-
öèè â äàäåíèòå ìîìåíòè îò âðåìå). Êîãàòî èñêàìå äà ïîñòðîèì ðàçëè÷íè
èíòåðïîëàöèîííè ïîëèíîìè, êîèòî èìàò îáà÷å åäíàêâè âúçëè, ïî-óäà÷íî
ùå áúäå äà èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ. Ñëåä êàòî âúçëèòå íå ñå
ïðîìåíÿò, áàçèñíèòå ïîëèíîìè îñòàâàò ñúùèòå è òðÿáâà ñàìî äà ñìåòíåì
ëèíåéíàòà èì êîìáèíàöèÿ ñ íîâèòå ñòîéíîñòè. Ôîðìóëàòà íà Íþòîí â
òîçè ñëó÷àé íå å óäîáíî äà ñå èçïîëçâà, òúé êàòî, ñìåíÿéêè ñòîéíîñòèòå,
òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì âñè÷êè ðàçäåëåíè ðàçëèêè îòíà÷àëî (äà îòáåëåæèì
îùå âåäíúæ, ÷å áàçàòà íà ðåêóðñèÿòà çàâèñè îò ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëè-
æàâàíàòà ôóíêöèÿ).

• Â ñëó÷àèòå, êîãàòî âúçëèòå ñà íà ðàâíè ðàçñòîÿíèÿ åäèí îò äðóã, ìîãàò
äà ñå èçïîëçâàò ôîðìóëèòå íà Íþòîí ñ êðàéíè ðàçëèêè. Ïî ôîðìóëàòà
íà Ëàãðàíæ ïîëèíîìúò ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà

n∑
i=0

yi
∏
k 6=i

x− xk
xi − xk

.
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Èìàìå n + 1 ñúáèðàåìè, êàòî çà âñÿêî òðÿáâà äà ñå èçâúðøàò îò ïîðÿ-
äúêà íà n îïåðàöèè, ò.å. ñëîæíîñòòà å O(n2). Ôîðìóëàòà íà Íþòîí çà
èíòåðïîëèðàíå íàïðåä (âæ. ó÷åáíèêà) ïðåäñòàâÿ ïîëèíîìà âúâ âèäà

n∑
i=0

(
t

i

)
∆if0,

ò.å. ñå èçâúðøâàò O(n) îïåðàöèè. Òàçè ôîðìóëà îáà÷å íå å ïðèëîæèìà â
îáùèÿ ñëó÷àé, à ñàìî ïðè ðàâíîîòäàëå÷åíè âúçëè

Ñ äðóãè äóìè, ðàçëè÷íèòå ôîðìóëè íè ïðåäîñòàâÿò ðàçëè÷íè èíñòðóìåí-
òè, êîèòî íè ïîçâîëÿâàò äà èçáåðåì ïîäõîäÿùîòî ñðåäñòâî çà âñåêè êîíêðåòåí
ñëó÷àé.

2.5 Íÿêîè ïðàêòè÷åñêè âúïðîñè, ñâúðçàíè ñ èí-

òåðïîëèðàíåòî ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè

×èñëåíèòå ìåòîäè, êàêòî êàçàõìå, âêëþ÷âàò ãîëÿì áðîé àðèòìåòè÷íè ïðåñìÿ-
òàíèÿ. Çàòîâà òÿõíîòî ïðèëàãàíå ñòàâà ïîñðåäñòâîì èìïëåìåíòèðàíåòî èì â
êîìïþòúðíè ïðîãðàìè. Íåêà ñåãà äåôèíèðàìå ôóíêöèÿ â Mathematica, êîÿòî
íàìèðà àâòîìàòè÷íî ïîëèíîìà íà Ëàãðàíæ ïî ôîðìóëàòà íà Íþòîí. Òúé êàòî
â Mathematica èíäåêñàöèÿòà â ñïèñúöèòå çàïî÷âà îò 1, íåêà îçíà÷èì èíòåðïî-
ëàöèîííèòå âúçëè ñ x1,. . . ,xn+1. Òîãàâà èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Íþòîí
ùå èçãëåæäà òàêà:

Ln(f ;x) = f [x1] +
n+1∑
k=2

f [x1, . . . , xk](x− x1) . . . (x− xk−1).

ßñíî å, ÷å çà äà èìïëåìåíòèðàìå ôîðìóëàòà íà Íþòîí, òðÿáâà äà ìîæåì äà
ïðåñìÿòàìå ðàçäåëåíè ðàçëèêè. Âçåìàéêè ïðåäâèä òîâà, ùå äåôèíèðàìå ñëåä-
íèòå ôóíêöèè:

• dividedDiff [nodes_, values_] � èç÷èñëÿâà ðàçäåëåíàòà ðàçëèêà íà ôóíê-
öèÿ ñúñ ñòîéíîñòè values â òî÷êèòå nodes (nodes è values ñå çàäàâàò êàòî
ñïèñúöè);

• newtonPoly[nodes_, values_, x_] � íàìèðà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íà
Ëàãðàíæ, ïîñòðîåí çà âúçëè nodes è ñòîéíîñòè values.

dividedDiff@nodes_, values_D := H
If@Length@nodesD � 1,

values@@1DD,

HdividedDiff@nodes@@2 ;; Length@nodesDDD, values@@2 ;; Length@nodesDDDD -

dividedDiff@nodes@@1 ;; Length@nodesD - 1DD, values@@1 ;; Length@nodesD - 1DDDL �
Hnodes@@Length@nodesDDD - nodes@@1DDLD

L
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newtonPoly@nodes_, values_, x_D := H
poly = 0;

product = 1;

For@i = 1, i £ Length@nodesD, i++,

poly += dividedDiff@nodes@@1 ;; iDD, values@@1 ;; iDDD * product;

product *= x - nodes@@iDD
D;

poly �� Expand

L
Ñåãà, èçïîëçâàéêè äåôèíèðàíèòå ôóíêöèè, ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè îñîáåíîñòè

íà èíòåðïîëèðàíåòî ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè, êîèòî òðÿáâà äà ñå èìàò ïðåäâèä,
êîãàòî ïðèáëèæaâàìå äàäåíà ôóíêöèÿ èëè ìîäåëèðàìå äàäåíî ÿâëåíèå. Ùå
çàïî÷íåì ñ åäíà äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 6. Êîãàòî èçïîëçâàìå èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì çà ïðèáëè-
æàâàíå íà ñòîéíîñò â èíòåðâàëà, îïðåäåëåí îò èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè,
ãîâîðèì çà èíòåðïîëàöèÿ. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ãîâîðèì çà åêñòðàïîëàöèÿ.

Çàäà÷à 14. Â òàáëèöàòà ñà äàäåíè äàííè çà íàñåëåíèåòî íà ÑÀÙ â ïåðèîäà
1920-1990. Äà ñå ïîñòðîè ïîëèíîì îò ñåäìà ñòåïåí, èíòåðïîëèðàù òàáëèöàòà.
Äà ñå äàäå ïðèáëèæåíèå íà íàñåëåíèåòî ïðåç 1952, 1974, 2000 ãîäèíà è äà ñå
ñðàâíè ñ äåéñòâèòåëíèòå ñòîéíîñòè � ñúîòâåòíî 157 ìëí., 214 ìëí., 281.42 ìëí.

Ãîäèíà 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
Íàñåëåíèå 106.46 123.08 132.12 152.27 180.67 205.05 227.23 249.46

Ðåøåíèå. Ùå èçïîëçâàìå ïðîãðàìàòà â Mathematica, êîÿòî ïðåäëîæèõìå â íà-
÷àëîòî íà íàñòîÿùèÿ ïàðàãðàô.

In[18]:= nodes = Range@1920, 1990, 10D;

values = 8106.46, 123.08, 132.12, 152.27, 180.67, 205.05, 227.23, 249.46<;

p@x_D := newtonPoly@nodes, values, xD;

p@1952D
p@1974D
p@2000D

Out[21]= 157.728

Out[22]= 213.511

Out[23]= 175.08

Ïîëó÷èõìå ñëåäíèòå ïðèáëèæåíèÿ:

• Ïðåç 1952 ãîäèíà � 157.728 ìëí. (â äåéñòâèòåëíîñò 157 ìëí.)

• Ïðåç 1974 ãîäèíà � 213.511 ìëí. (â äåéñòâèòåëíîñò 214 ìëí.)

• Ïðåç 2000 ãîäèíà � 175.08 ìëí. (â äåéñòâèòåëíîñò 281,42 ìëí.)

Â ïúðâèòå äâà ñëó÷àÿ ïðèáëèæåíèåòî å äîáðî è îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà å
ìàëêà. Â òðåòèÿ îáà÷å ïîëó÷åíèÿò ñ èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì ðåçóëòàò íÿ-
ìà íèùî îáùî ñ äåéñòâèòåëíîñòòà. Îòíîâî âèæäàìå, ÷å ïðè åêñòðàïîëàöèÿ íå
ìîæåì äà ðàç÷èòàìå íà äîáðè ðåçóëòàòè. Îáúðíåòå âíèìàíèå êàê â ãðàíèöèòå
íà èíòåðïîëàöèÿ (ìåæäó 1920 è 1990) ïîâåäåíèåòî ìó äîáðå ìîäåëèðà íàðàñò-
âàíåòî íà íàñåëåíèåòî, à èçâúí òÿõ òîâà íå å òàêà.
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Ñúñ ñëåäâàùàòà çàäà÷à ùå ïîêàæåì, ÷å, ïðîòèâíî íà èíòóèöèÿòà, ÷åñòî ïðè
íàëàãàíå íà ïîâå÷å èíòåðïîëàöèîííè óñëîâèÿ (ñúîòâåòíî èçïîëçâàéêè ïîëèíî-
ìè îò ïî-âèñîêà ñòåïåí) ïîëó÷àâàìå ïî-ëîøî ïðèáëèæåíèå. Òîâà å òàêà, çàùîòî
ïîëèíîìèòå îò ïî-âèñîêà ñòåïåí èìàò ½ïî-ëîøî� ïîâåäåíèå � ïîÿâÿâàò ñå îñöè-
ëàöèè.

Çàäà÷à 15. Äà ñå ïðèáëèæè ôóíêöèÿòà2 f(x) =
1

1 + 25x2
â èíòåðâàëà, êàòî ñå

íàìåðÿò èíòåðïîëàöèîííèòå ïîëèíîìè îò ñòåïåíè 10 è 4 ïðè ðàâíîîòäàëå÷åíè
âúçëè â èíòåðâàëà.

Äà ñå ïîñòðîÿò ãðàôèêèòå íà àáñîëþòíèòå ãðåøêè â äâàòà ñëó÷àÿ.

Ðåøåíèå. Ïúðâî äà íàìåðèì ïîëèíîìà îò äåñåòà ñòåïåí.

In[85]:= f@x_D :=
1

1 + 25 x2

nodes = Range@-1, 1, 0.2D;

values = Table@f@xD, 8x, -1, 1, 0.2<D;

p@x_D = newtonPoly@nodes, values, xD
Plot@8p@xD, f@xD<, 8x, -1, 1<,

PlotStyle ® 88Blue, Thick<, 8Red, Thick<<, PlotRange ® 88-1, 1<, 8-1, 2<<D

Ïðè èíòåðïîëèðàíå ñ ïîëèíîìè îò âèñîêà ñòåïåí ìîæåì äà î÷àêâàìå íà-
ëè÷èåòî íà îñöèëàöèè. Ìåæäó âúçëèòå íà èíòåðïîëàöèÿ ïîâåäåíèåòî íà èí-
òåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì å ½ëîøî� - âèæäàòå êàê â äâàòà êðàÿ íà èíòåðâàëà
ãðåøêàòà ïðè àïðîêñèìàöèÿ å ìíîãî ãîëÿìà.

Ïðèáëèæåíèåòî (êàòî öÿëî) å ïî - äîáðî ñ ïîëèíîìà îò ïî - íèñêàòà ñòåïåí:

2Òîâà å ò.íàð. ôóíêöèÿ íà Ðóíãå, íîñåùà èìåòî íà Êàðë Ðóíãå � íåìñêè ìàòåìàòèê, çàáå-
ëÿçàë îñîáåíîñòòà ïðè èíòåðïîëèðàíå ñ ïîëèíîìè îò âèñîêà ñòåïåí, êîÿòî êîìåíòèðàìå. Òàçè
îñîáåíîñò å èçâåñòíà â ëèòåðàòóðàòà êàòî ½ôåíîìåí íà Ðóíãå�.
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In[91]:= f@x_D :=
1

1 + 25 x2

nodes = Range@-1, 1, 0.5D;

values = Table@f@xD, 8x, -1, 1, 0.5<D;

p4@x_D = newtonPoly@nodes, values, xD
Plot@8p4@xD, f@xD<, 8x, -1, 1<,

PlotStyle ® 88Blue, Thick<, 8Red, Thick<<, PlotRange ® 88-1, 1<, 8-1, 2<<D

Íåêà ñåãà ïîñòðîèì ãðàôèêèòå íà àáñîëþòíèòå ãðåøêè ïðè àïðîêñèìàöè-
ÿòà ñ ïîëèíîìèòå îò äåñåòà è ÷åòâúðòà ñòåïåí. Çà ïîëèíîìà îò äåñåòà ñòåïåí
ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ãðàôèêà:

In[90]:= Plot@Abs@f@xD - p@xDD, 8x, -1, 1<, PlotRange ® AllD

-1.0 -0.5 0.5 1.0

0.5

1.0

1.5

Çà ïîëèíîìà îò ÷åòâúðòà ñòåïåí èìàìå:
In[96]:= Plot@Abs@f@xD - p4@xDD, 8x, -1, 1<, PlotRange ® AllD

Out[96]=

-1.0 -0.5 0.5 1.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Âèæäà ñå, ÷å è â äâàòà ñëó÷àÿ ãðåøêàòà â ñðåäàòà íà èíòåðâàëà å ïî-ìàëêà
îòêîëêîòî â êðàèùàòà. Òîâà îñîáåíî äîáðå ñè ëè÷è çà ïîëèíîìà îò äåñåòà ñòå-
ïåí. Çàòîâà å äîáðå, êîãàòî èíòåðïîëèðàìå, âúçëèòå äà ñà ïîäáðàíè òàêà, ÷å
òî÷êàòà, â êîÿòî èñêàìå äà íàìåðèì ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò, äà å áëèçî äî
ñðåäàòà íà èíòåðâàëà.

27



Íåêà ñåãà âèäèì êàê ìîæåì äà íàïðàâèì åäíà ïðîñòè÷êà àíèìàöèÿ.

Çàäà÷à 16. Äàäåíè ñà òðè ñöåíè:

-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Äà ñå íàïðàâè àíèìàöèÿ íà áàçàòà íà òåçè òðè ñöåíè

Ðåøåíèå. Ìîæåì äà íàìåðèì ôóíêöèÿ, êîÿòî îïèñâà òðàåêòîðèÿòà íà öåíòúðà
íà îêðúæíîñòòà. Çà öåëòà ìîæåì äà ïîñòðîèì ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí (çàùîòî
èìàìå òðè òî÷êè), êîéòî ìèíàâà ïðåç òî÷êèòå (0,0), (0.2,0.5), (0.4,0.8) (òîâà å
öåíòúðúò íà îêðúæíîñòòà íà òðèòå ñöåíè). Ðåøàâàéêè òàçè èíòåðïîëàöèîííà
çàäà÷à, ìîæåì äà ðèñóâàìå îêðúæíîñòòà ïðåç äîñòàòú÷íî ìàëêè èíòåðâàëè îò
âðåìå ñ öåíòúð âúðõó òàçè ïàðàáîëà è òàêà ùå ïîëó÷èì àíèìèðàíî äâèæåíèå
íà îêðúæíîñòòà.
p@x_D = newtonPoly@80, 0.2, 0.4<, 80, 0.5, 0.8<, xD;

Animate@Graphics@Circle@8x, p@xD<, 0.1D, Axes ® True,

AxesOrigin ® 80, 0<, PlotRange ® 88-0.5, 1<, 8-0.5, 1<<D,

8x, 0, 0.4, 0.01<D

Çàäà÷à 17. Ïðîâåäåíè ñà åêñïåðèìåíòè, çà äà ñå îïðåäåëè áúðçîäåéñòâèåòî íà
åäèí àëãîðèòúì çà ñîðòèðàíå â çàâèñèìîñò îò áðîÿ åëåìåíòè. Ðåçóëòàòèòå ñà
ïðåäñòàâåíè â ñëåäíàòà òàáëèöà:

áð.å/òè (x1000) 10 20 50 100 150 200 250
âðåìå, ñåê 0.1639275 0.53282 3.00007 11.20784 26.7486723 47.3297 76.80605

Äà ñå îïðåäåëè êîëêî íàé-ìíîãî åëåìåíòà ìîãàò äà ñå ñîðòèðàò çà íå ïîâå÷å îò
30ñåê.

Ðåøåíèå. Íåêà ñ x îçíà÷èì áðîÿ åëåìåíòè. Ùå èçïîëçâàìå îáðàòíà èíòåð-

ïîëàöèÿ. Ò.å. ùå ïîñòðîèì èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì f(x), ñúîòâåòñâàù íà
òàáëèöàòà, è ùå íàìåðèì ñòîéíîñòòà íà x, çà êîÿòî f(x) = 30. Îò ïðîâåäåíèòå
åêñïåðèìåíòè å ÿñíî, ÷å òúðñåíàòà ñòîéíîñò çà x ùå å ìåæäó 150 è 200 õèë.
Íåêà ïîñòðîèì èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì îò òðåòà ñòåïåí ñ âúçëè 100, 150,
200, 250 è ñòîéíîñòè � 11.20784, 26.7486723, 47.3297, 76.80605. Ïî òîçè íà÷èí
òî÷êàòà, â êîÿòî èñêàìå äà àïðîêñèìèðàìå ñòîéíîñòòà, ùå èìà ïî äâà âúçåëà
îò äâåòå ñè ñòðàíè.

p@x_D = newtonPoly@8100, 150, 200, 250<,

811.20784, 26.7486723, 47.3297, 76.80605<, xD;

Solve@p@xD � 30, xD
Out[103]= 88x ® 47.4033 - 243.128 ä<, 8x ® 47.4033 + 243.128 ä<, 8x ® 159.083<<
Ïîëó÷àâàìå x ≈ 159.083. Ñëåäîâàòåëíî çà ïîä 30 ñåê. ìîæåì äà ñîðòèðàìå

ìàñèâ ñ ïðèáëèçèòåëíî 159 õèë. åëåìåíòà.
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2.6 Èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à íà Åðìèò. Ðàçäåëå-

íè ðàçëèêè ñ êðàòíè âúçëè.

Îñâåí äà íàëàãàìå óñëîâèÿ âúðõó ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà, ìîæåì äà íàëàãà-
ìå óñëîâèÿ è âúðõó ñòîéíîñòèòå íà íåéíèòå ïðîèçâîäíè â äàäåíè òî÷êè. Òîâà
íè ïîçâîëÿâà ïî-äîáðå äà ½êîíòðîëèðàìå� íåéíîòî ïîâåäåíèå. Íèå ñåãà ùå ðàç-
ãëåäàìå èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à íà Åðìèò.

Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà. Íåêà

x0, . . . , xn

ñà äàäåíè ðàçëè÷íè òî÷êè îò ðåàëíàòà ïðàâà (âúçëè). Íåêà

ν0, . . . , νn

ñà öåëè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà (êðàòíîñòè) è

{ykλ, k = 0, . . . , n, λ = 0, . . . , νk − 1}

å òàáëèöà îò ïðîèçâîëíè ðåàëíè ñòîéíîñòè. Íåêà

N := ν0 + · · ·+ νn − 1.

Èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à íà Åðìèò å äà ñå ïîñòðîè ïîëèíîì P îò ñòåïåí N ,
êîéòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà

P (λ)(xk) = ykλ, k = 0, . . . , n, λ = 0, . . . , νk − 1.

Ñ äðóãè äóìè, çà âñåêè âúçåë xk íàëàãàìå óñëîâèÿ çà ñòîéíîñòòà íà ôóí-
êöèÿòà è ïúðâèòå �è νk − 1 ïðîèçâîäíè (èëè îáùî òîëêîâà óñëîâèÿ êîëêîòî å
êðàòíîñòòà íà âñåêè âúçåë) â ñúîòâåòíèÿ âúçåë. Ïî òîçè íà÷èí èìàìå îáùî
ν0 + · · · + νn óñëîâèÿ, êîèòî ìîãàò äà îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî êîåôèöèåíòèòå íà
ïîëèíîì îò ñòåïåí N := ν0 + · · ·+ νn − 1.

Òâúðäåíèå 6. Çàäà÷àòà íà Åðìèò èìà, ïðè òîâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå ïðè
âñåêè èçáîð íà èíòåðïîëàöèîííè âúçëè, êðàòíîñòè è ñòîéíîñòè.

Îêàçâà ñå, ÷å çà äà íàìåðèì èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íà Åðìèò, ìîæåì
äà èçïîëçâàìå îòíîâî ôîðìóëàòà íà Íþòîí. Åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà å, ÷å òðÿáâà
äà îáîáùèì ïîíÿòèåòî çà ðàçäåëåíè ðàçëèêè òàêà, ÷å äà ìîæåì äà ïðåñìÿòàìå
ðàçäåëåíè ðàçëèêè ñ êðàòíè âúçëè.

Òâúðäåíèå 7. Íåêà f ∈ C(k)[a, b]. Òîãàâà çà ïðîèçâîëíè òî÷êè x0 ≤ . . . ≤ xn å
â ñèëà ðåêóðåíòíàòà âðúçêà

f [x0, . . . , xn] =


f [x1, . . . , xn]− f [x0, . . . , xn−1]

xn − x0
, àêî x0 < xn

f (n)(x0)

n!
, àêî x0 = xn.

Çàäà÷à 18. Äà ñå ïîñòðîè ïîëèíîì, óäîâëåòâîðÿâàù èíòåðïîëàöèîííèòå óñëî-
âèÿ
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0 0 1 1 1
-1 -2 0 10 40

Ðåøåíèå. Êàçàíî ñ äðóãè äóìè, òðÿáâà äà ïîñòðîèì ïîëèíîì P (x) ∈ π4 òàêúâ,
÷å

P (0) = −1, P ′(0) = −2, P (1) = 0, P ′(1) = 10, P ′′(1) = 40.

Ùå ãî ïîñòðîèì, èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Íþòîí. Çà öåëòà òðÿáâà ïúðâî
äà ïðåñìåòíåì íåîáõîäèìèòå íè ðàçäåëåíè ðàçëèêè. Òàì, êúäåòî ïðåñìÿòàìå
ðàçäåëåíà ðàçëèêà, â êîÿòî âñè÷êè âúçëè ñà ðàâíè, ùå îòáåëÿçâàìå ñ ∗ (f [., ., .]∗),
çà äà îáðúùàìå âíèìàíèå íà òîçè ôàêò.

Âúçëè Ðåä 0 Ðåä 1 Ðåä 2 Ðåä 3 Ðåä 4
x0 = 0 f [x0] = −1 f [x0, x1]

∗ = −2 f [x0, x1, x2] = 3 f [x0, x1, x2, x3] = 6 5
x1 = 0 f [x1] = −1 f [x1, x2] = 1 f [x1, x2, x3] = 9 f [x1, x2, x3, x4] = 11
x2 = 1 f [x2] = 0 f [x2, x3]

∗ = 10 f [x2, x3, x4]
∗ = 20

x3 = 1 f [x3] = 0 f [x3, x4]
∗ = 10

x4 = 1 f [x4] = 0

Îáúðíåòå âíèìàíèå êàê å ïîïúëíåíà ïúðâàòà êîëîíà. f [x1] å ðàâíî íà -1 à íå
íà -2, òúé êàòî f [x1] = f [0] = f(0). Ïî ñúùàòà ïðè÷èíà f [x3] = f [x4] = 0.

Ñåãà êîåôèöèåíòèòå ëåæàò â ïúðâèÿ ðåä. Ïîëó÷àâàìå

P (x) = −1 + (−2)(x− 0) + 3(x− 0)(x− 0) + 6(x− 0)(x− 0)(x− 1)

+ 5(x− 0)(x− 0)(x− 1)(x− 1) = 5x4 − 4x3 + 2x2 − 2x− 1.

Çàäà÷à 19. Äà ñå ïîñòðîè ïîëèíîìúò, èíòåðïîëèðàù òàáëèöàòà

0 0 0 1
1 0 2 -1

Ðåøåíèå. Èìàìå

Âúçëè Ðåä 0 Ðåä 1 Ðåä 2 Ðåä 3
x0 = 0 f [x0] = 1 f [x0, x1]

∗ = 0
1!

= 0 f [x0, x1, x2]
∗ = 2

2!
= 1 f [x0, x1, x2, x3] = −3

x1 = 0 f [x1] = 1 f [x1, x2]
∗ = 0

1!
= 0 f [x1, x2, x3] = −2

x2 = 0 f [x2] = 1 f [x2, x3] = −2
x3 = 1 f [x3] = −1

Ïîëó÷àâàìå

P (x) = 1 + 0.(x− 0) + 1(x− 0)(x− 0) + (−3)(x− 0)(x− 0)(x− 0) = 1 + x2− 3x3.

Â ñîôòóåðà çà ãðàôè÷åí äèçàéí åäíà îò áàçîâèòå ôóíêöèîíàëíîñòè, êîèòî
òðÿáâà äà áúäàò ðåàëèçèðàíè, å èçîáðàçÿâàíåòî íà êðèâè. Äà ðàçãëåäàìå åäèí
ïðîñòè÷úê íà÷èí êàê ìîæå äà ñòàíå òîâà. Çà äà èëþñòðèðàìå òîâà, çà êîåòî
ñòàâà âúïðîñ, íåêà èçïîëçâàìå ïðîãðàìàòà Paint, êîÿòî å äîñòúïíà çà âñåêè.
Çà äà ïîñòðîèì êðèâà, ïúðâî òðÿáâà äà ïðîâëà÷èì ìèøêàòà ìåæäó äâå òî÷êè,
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íåêà ãè íàðå÷åì A è B (ïîñòðîÿâàéêè îòñå÷êà), è ñëåä òîâà äà êëèêíåì ñ íåÿ
íÿêúäå (íàïðèìåð â òî÷êà C), çà äà îïðåäåëèì ½êðèâèíàòà� �è. Êàêòî ìîæåòå
äà ñå óâåðèòå, îêàçâà ñå, ÷å ïðåç òî÷êà C ìèíàâàò äîïèðàòåëíèòå êúì êðèâàòà
â òî÷êèòå A è B. Äà âèäèì êàê ìîæå äà áúäå ðåàëèçèðàíî òîâà.

Îò ãëåäíà òî÷êà íà ìàòåìàòèêàòà, èíôîðìàöèÿòà, êîÿòî èìàìå, ñà êîîðäè-
íàòèòå íà 3 òî÷êè â ðàâíèíàòà. Íåêà ãè îçíà÷èì ñ A = (x0, y0), B = (x1, y1) è
C = (x2, y2). Çàäà÷àòà íè å äà ïîñòðîèì êðèâà, êîÿòî ìèíàâà ïðåç òî÷êèòå A è
B, a äîïèðàòåëíèòå êúì íåÿ â òî÷êèòå A è B ìèíàâàò ïðåç òî÷êàòà C.

æ æ

æ

A B

C

2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

2.5

3.0

3.5

4.0

Çà äà îïèøåì êðèâàòà, íåêà ÿ ðàçãëåäàìå êàòî ãðàôèêà íà íÿêàêúâ êóáè÷åí
ïîëèíîì

p(x) = ax3 + bx2 + cx+ d.

Òîãàâà ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ïðîèçâîäíàòà íà p(x) â òî÷êèòå x0 è x1 (ãåîìåò-
ðè÷íî, òîâà å òàíãåíñúò íà úãúëà, êîéòî äîïèðàòåëíàòà ñêëþ÷âà ñ àáñöèñíàòà

îñ). Ñúîòâåòíèòå ñòîéíîñòè ñà p′(x0) =
y2 − y0
x2 − x0

è p′(x1) =
y1 − y2
x1 − x2

. Ñåãà âå÷å

èìàìå ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà è íà ïúðâèòå ïðîèçâîäíè â x0 è x1. Íàìèðà-
íåòî íà ïîëèíîìà ïðè òåçè äàííè å èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à íà Åðìèò. Ðåøà-
âàéêè ÿ, èìàìå ôóíêöèÿ, êîÿòî îïèñâà êðèâàòà è êîÿòî ìîæåì äà èçîáðàçèì
íà åêðàíà. Ðàçáèðà ñå, íà ïðàêòèêà êðèâèòå ñå îïèñâàò ñ ìíîãî ðàçíîîáðàçíè
ôóíêöèè è óñëîâèÿòà, êîèòî ñå íàëàãàò âúðõó òÿõ, ìîãàò äà áúäàò ðàçëè÷íè.

2.7 Èíòåðïîëèðàíå ñ îáîáùåíè ïîëèíîìè. Èíòåð-

ïîëèðàíå ñ òðèãîíîìåòðè÷íè ïîëèíîìè.

Äîòóê ðàçãëåæäàõìå çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà àëãåáðè÷åí ïîëèíîì, ÷èÿòî ãðà-
ôèêà ìèíàâà ïðåç äàäåíè òî÷êè. Ïî-îáùî âúïðîñúò çà àïðîêñèìèðàíå íà äà-
äåíà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà òàêà. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà f è èñêàìå äà
íàìåðèì ôóíêöèÿ g îò îïðåäåëåí âèä, êîÿòî ÿ ïðèáëèæàâà (íàïðèìåð êàòî ÿ
èíòåðïîëèðà â äàäåíè âúçëè). Äîñåãà íèå òúðñèõìå ôóíêöèÿòà g âúâ âèä íà àë-
ãåáðè÷åí ïîëèíîì, íåíàäìèíàâàù äàäåíà ñòåïåí, ò.å. ÿ òúðñèõìå â ìíîæåñòâîòî
πn.

Ìíîæåñòâîòî îò àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè πn e ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî,
òúé êàòî, àêî p, q ∈ πn, òî

p+ q ∈ πn, λp ∈ πn
çà êîå äà å ÷èñëî λ. Êàçàíî ñ äðóãè äóìè, ìîæåì äà ñúáèðàìå äâà ïîëèíîìà
èëè äà óìíîæàâàìå ïîëèíîì ñ ÷èñëî è òîâà, êîåòî ïîëó÷àâàìå, å ñúùî ïîëèíîì
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îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà n. Íàé-ïðîñòèÿò áàçèñ â ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî πn
å {1, x, x2, ..., xn} è ñëåäîâàòåëíî πn å êðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî, òúé êàòî
ñå ïîðàæäà îò êðàåí áðîé áàçèñíè ôóíêöèè.

Ðàçáèðà ñå, âìåñòî äà òúðñèì �íàé-äîáðîòî� (â íÿêàêúâ ñìèñúë) ïðèáëè-
æåíèå íà f âúâ âèä íà àëãåáðè÷åí ïîëèíîì, ò.å. â ïðîñòðàíñòâîòî πn, ìîæåì
äà òúðñèì äðóãà ïî âèä ôóíêöèÿ, ò.å. îò äðóãî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, êîÿ-
òî äà å �áëèçî� äî f (âæ. ôèãóðàòà ïî-äîëó). Íàïðèìåð, àêî èìàìå ôóíêöèÿ
f , êîÿòî ðàñòå ìíîãî áúðçî, áèõìå ìîãëè äà ÿ ïðèáëèæàâàìå ñ åêñïîíåíöè-
àëåí ïîëèíîì, ò.å. ñ ôóíêöèÿ îò ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî, ïîðîäåíî îò áàçèñà
{1, ex, . . . , enx}. Àêî èìàìå ïåðèîäè÷íà ôóíêöèÿ f èëè ïåðèîäè÷íî ÿâëåíèå, ìî-
æåì äà èçïîëçâàìå ïðîñòðàíñòâîòî îò òðèãîíîìåòðè÷íè ïîëèíîìè (îïðåäåëÿùî
ñå îò áàçèñà {1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . . , sinnx, cosnx}). Èçîáùî, èìàéêè äà-
äåíà ôóíêöèÿ, ìîæåì äà òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî �è âúâ âèä, êîéòî å íàé-óäîáåí,
ò.å. îòãîâàðÿ íà ñâîéñòâàòà íà îðèãèíàëíàòà ôóíêöèÿ. Íåêà îòáåëåæèì âñå ïàê,
÷å íà ïðàêòèêà íàé-÷åñòî ñå èçïîëçâàò àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè, òúé êàòî
èìàò ðåäèöà õóáàâè ñâîéñòâà � ëåñíî ñå íàìèðà ñòîéíîñòòà èì â äàäåíà òî÷êà,
ëåñíî ñå äèôåðåíöèðàò, èíòåãðèðàò è ò.í.

Äåôèíèöèÿ 7. Íåêà {ϕ0(x), ϕ1(x), . . . , ϕn(x)} îáðàçóâàò áàçèñ íà äàäåíî êðàé-
íîìåðíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Òîãàâà ëèíåéíàòà êîìáèíàöèÿ

ϕ(x) = a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + . . .+ anϕn(x)

íàðè÷àìå îáîáùåí ïîëèíîì ïî ñèñòåìàòà {ϕk(x)}nk=0.

Çàáåëåæêà. Îáîáùåíèòå ïîëèíîìè ñà îáîáùåíèå íà àëãåáðè÷íèòå ïîëèíîìè. Â
ñëó÷àÿ, êîãàòî áàçèñúò íè å {1, x, x2, . . . , xn}, îáîáùåíèòå ïîëèíîìè ñà âñúùíîñò
àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè.

Çàáåëåæêà. Âñÿêî êðàéíîìåðíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî èìà êðàåí áàçèñ {ϕ0(x), . . . , ϕn(x)}.
Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèèòå â íåãî ïðåäñòàâëÿâàò îáîáùåíè ïîëèíîìè ïî äàäåíèÿ
áàçèñ. Îáîáùåíèòå ïîëèíîìè ïðåäñòàâëÿâàò íàé-îáùèÿ âèä íà ôóíê-

öèè îò êîå äà å êðàéíîìåðíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî.
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Ïðåäèìñòâîòî íà òîâà äà ðàáîòèì â êðàéíîìåðíè ïðîñòðàíñòâà å,

÷å çíàåì âèäà íà ôóíêöèèòå â òÿõ. Àêî òúðñèì îáîáùåì ïîëèíîì îò âèäà

ϕ(x) = a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + . . .+ anϕn(x),

åäèíñòâåíèòå íåèçâåñòíè ñà êîåôèöèåíòèòå â íåãî. Íåêà ñà äàäåíè òî÷êèòå
(x0, y0), . . . , (xn, yn). Çà äà íàìåðèì îáîáùåíèÿ ïîëèíîì ϕ(x), êîéòî ìèíàâà ïðåç
òÿõ, òðÿáâà äà ðåøèì ëèíåéíàòà ñèñòåìà ϕ(x0) = y0, . . . , ϕ(xn) = yn, ò.å.

a0ϕ0(x0) + · · ·+ anϕn(x0) = y0,

a0ϕ0(x1) + · · ·+ anϕn(x1) = y1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
a0ϕ0(xn) + · · ·+ anϕn(xn) = yn.

Çàäà÷à 1. Â òàáëèöàòà ñà äàäåíè äàííè çà ðàçâèòèåòî íà áàêòåðèàëíà ïîïóëà-
öèÿ.

t,h 1 2 3 4 5
êëåòêè (x1000) 1 12 110 1037 12218

Äà ñå íàìåðè ïîäõîäÿùà ôóíêöèÿ, êîÿòî èíòåðïîëèðà äàäåíèòå äàííè.

Ðåøåíèå. Äàäåíèòå äàííè ïðåäïîëàãàò äà òúðñèì ôóíêöèÿòà â ëèíåéíî ïðîñò-
ðàíñòâî îò áúðçî ðàñòÿùè ôóíêöèè, íàïðèìåð åêñïîíåíöèàëíè. Èìàìå 5 äàäåíè
òî÷êè, ñëåäîâàòåëíî ùå èçáåðåì 5 áàçèñíè ôóíêöèè. Íåêà òîâà ñà {1, ex, e2x, e3x, e4x}.
Îáùèÿò âèä íà ôóíêöèèòå â ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî, ïîðîäåíî îò òîçè áàçèñ,
å

ϕ(x) = a0 + a1e
x + a2e

2x + a3e
3x + a4e

4x.

Ùå îïðåäåëèì êîåôèöèåíòèòå òàêà, ÷å

ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 12, ϕ(3) = 110, ϕ(4) = 1037, ϕ(5) = 12218,

êàòî ðåøèì ñúîòâåòíàòà ëèíåéíà ñèñòåìà.
In[1]:= Φ@x_D := a0 + a1 Ex

+ a2 E2 x
+ a3 E3 x

+ a4 E4 x

sol = NSolve@
8Φ@1D � 1, Φ@2D � 12, Φ@3D � 110, Φ@4D � 1037, Φ@5D � 12 218<, 8a0, a1, a2, a3, a4<D

Out[2]= 99a0 ® 0.10506, a1 ® -0.382376, a2 ® 0.25728, a3 ® 0.00165052, a4 ® 2.4983 ´ 10-6==
Çàìåñòâàéêè êîåôèöèåíòèòå, ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî.
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Φ@x_D = Φ@xD �. sol@@1DD
plot1 = Plot@Φ@xD, 8x, 0, 6<D;

plot2 =

ListPlot@881, 1<, 82, 12<, 83, 110<, 84, 1037<, 85, 12 218<<, PlotMarkers ® æD;

Show@plot1, plot2, PlotRange ® AllD
0.10506 - 0.382376 ãx + 0.25728 ã2 x + 0.00165052 ã3 x + 2.4983 ´ 10-6 ã4 x

æ æ æ

æ

æ
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Òðúãâàéêè äà ðåøàâàìå äàäåíà èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à, áèõìå èñêàëè äà
çíàåì äàëè òÿ èìà ðåøåíèå è äàëè òî å åäèíñòâåíî. Îòãîâîðúò íà òîçè âúïðîñ
ñå äàâà îò ò.íàð. ×åáèøîâè ñèñòåìè.

Äåôèíèöèÿ 8. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèèòå {ϕk(x)}nk=0 îáðàçóâàò×åáèøîâà ñèñ-

òåìà (T-ñèñòåìà) â èíòåðâàëà [a, b], àêî âñåêè íåíóëåâ îáîáùåí ïîëèíîì ïî
òàçè ñèñòåìà èìà íå ïîâå÷å îò n ðàçëè÷íè íóëè â äàäåíèÿ èíòåðâàë.

Ðàçãëåæäàíåòî íà ôóíêöèè, êîèòî îáðàçóâàò ñèñòåìè íà ×åáèøîâ å âàæíî,
òúé êàòî å â ñèëà ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Òâúðäåíèå 8. Íåêà ôóíêöèèòå ϕ0(x), . . . , ϕn(x) îáðàçóâàò ñèñòåìà íà ×åáè-
øîâ â èíòåðâàëà [a, b]. Òîãàâà ïðè äàäåíè ïðîèçâîëíè âúçëè x0 < · · · < xn â
[a, b] è ñòîéíîñòè y0, . . . , yn èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à

a0ϕ0(xk) + · · ·+ anϕn(xk) = yk, k = 0, . . . , n

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

Ñ äðóãè äóìè, àêî äàäåíè ôóíêöèè îáðàçóâàò ñèñòåìà íà ×åáèøîâ â äàäåí
èíòåðâàë, ìîæåì äà èçïîëçâàìå îáîáùåíèòå ïîëèíîìè ïî òàçè ñèñòåìà ôóíê-
öèè, çà ðåøàâàíå íà èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à, â ñëó÷àé, ÷å âúçëèòå íà èíòåð-
ïîëàöèÿ ñà ïðîèçâîëíè òî÷êè â äàäåíèÿ èíòåðâàë.

Äà ðàçãëåäàìå ïðèìåðè çà ôóíêöèè, îáðàçóâàùè ×åáèøîâà ñèñòåìà.

Çàäà÷à 20. Äà ñå äîêàæå, ÷å {1, x, x2, . . . , xn} îáðàçóâàò ×åáèøîâà ñèñòåìà âúâ
âñåêè èíòåðâàë [a, b].

Ðåøåíèå. Íåêà âçåìåì åäèí ïðîèçâîëåí îáîáùåí ïîëèíîì ïî òàçè ñèñòåìà, ò.å.
åäíà òÿõíà ïðîèçâîëíà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ:

ϕ(x) = a0.1 + a1.x+ a2.x
2 + . . .+ an.x

n.
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Èñêàìå äà äîêàæåì, ÷å ϕ(x) èìà íå ïîâå÷å îò n ðàçëè÷íè íóëè â èíòåðâàëà [a, b].
Íî òîâà å àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí íàé-ìíîãî n è îò Îñíîâíàòà òåîðåìà
íà àëãåáðàòà íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å òîé èìà íå ïîâå÷å îò n íóëè â êîé äà å
èíòåðâàë. Ñ òîâà çàäà÷àòà å äîêàçàíà.

Çàáåëåæêà. Ïî òîçè íà÷èí îùå âåäíúæ äîêàçàõìå, ÷å àêî P (x) ∈ πn, òî èíòåð-
ïîëàöèîííàòà çàäà÷à P (xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n (ò.å. èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à
íà Ëàãðàíæ) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

Çàäà÷à 21. Äà ñå äîêàæå, ÷å {x2k+1}nk=0 îáðàçóâàò ×åáèøîâà ñèñòåìà âúâ âñåêè
èíòåðâàë [α, β], 0 < α < β.

Ðåøåíèå. Âçåìàìå îáîáùåí ïîëèíîì ïî òàçè ñèñòåìà:

ϕ(x) = a0x+ a1x
3 + a2x

5 + . . .+ anx
2n+1.

Èñêàìå äà ïîêàæåì, ÷å òîé èìà íå ïîâå÷å îò n ðàçëè÷íè íóëè â èíòåðâàëà [α, β]
è çàòîâà ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî

ϕ(x) = a0x+ a1x
3 + a2x

5 + . . .+ anx
2n+1 = 0

Òúé êàòî 0 íå å â ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë, ìîæåì ñïîêîéíî äà ðàçäåëèì äâåòå
ñòðàíè íà x. Ïîëàãàìå x2 = y è ïîëó÷àâàìå

ϕ(x) = a0 + a1y + a2y
2 + . . .+ any

n = 0.

Òîâà óðàâíåíèå èìà íàé-ìíîãî n êîðåíà y∗. Íà âñåêè òàêúâ êîðåí ñúîòâåòñâàò
äâà êîðåíà çà x � ±

√
y∗. Ñúñ ñèãóðíîñò îáà÷å íàé-ìíîãî 1 îò òÿõ å ïîëîæèòåëåí,

ò.å. íàé-ìíîãî 1 îò òÿõ å â èíòåðâàëà [α, β]. Ñëåäîâàòåëíî ϕ(x) èìà íàé-ìíîãî
n íóëè â [α, β] è çàäà÷àòà å äîêàçàíà.

Ñúñ ñëåäâàùàòà çàäà÷à ùå èëþñòðèðàìå ôàêòà, ÷å òîâà äàëè äàäåíè ôóí-
êöèè îáðàçóâàò ñèñòåìà íà ×åáèøîâ çàâèñè ñúùåñòâåíî îò èíòåðâàëà, â êîéòî
ãè ðàçãëåæäàìå.

Çàäà÷à 22. Äà ñå äîêàæå, ÷å {1, cosx} îáðàçóâàò ×åáèøîâà ñèñòåìà â èíòåð-
âàëà [0, π), íî íå îáðàçóâàò â [0, 2π).

Ðåøåíèå. Ùå äîêàæåì, ÷å

ϕ(x) = a.1 + b. cosx

èìà íàé-ìíîãî 1 íóëà â èíòåðâàëà [0, π). Ïúðâî äà îòáåëåæèì, ÷å àêî b = 0, òî,
çà äà èìà óðàâíåíèåòî ϕ(x) = 0 êîðåíè, å íåîáõîäèìî a = 0, íî òîãàâà ϕ(x) å
íóëåâèÿò ïîëèíîì. Ñëåäîâàòåëíî å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåæäàìå b 6= 0 è íóëèòå
íà ϕ(x) ñå ïîëó÷àâàò ïðè cosx = −a

b
. Àêî −1 ≤ −a

b
≤ 1 óðàâíåíèåòî èìà 1

ðåøåíèå â èíòåðàëà [0, π), èíà÷å � íÿìà ðåøåíèÿ. Ñ äðóãè äóìè ϕ(x) íàèñòèíà
èìà íàé-ìíîãî 1 íóëà â ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë è {1, cosx} îáðàçóâàò ×åáèøîâà
ñèñòåìà â íåãî.

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà ñúùèòå ôóíêöèè âúðõó èíòåðâàëà [0, 2π). Äîñòàòú÷íî å
äà ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà ïîíå åäèí îáîáùåí ïîëèíîì ïî òàçè ñèñòåìà, êîéòî
äà èìà ïîâå÷å îò 1 íóëà â [0, 2π). Íåêà âçåìåì

ψ(x) = 0.1 + 1. cosx = cosx.

Òîé î÷åâèäíî èìà 2 êîðåíà â [0, 2π) è òîâà ñà π
2
è 3π

2
, ò.å. {1, cosx} íå îáðàçóâàò

ñèñòåìà íà ×åáèøîâ â èíòåðâàëà [0, 2π).
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Ìíîãî âàæåí ÷àñòåí ñëó÷àé íà îáîáùåíè ïîëèíîìè ñà ò.íàð. òðèãîíîìåò-
ðè÷íè ïîëèíîìè.

Äåôèíèöèÿ 9. Îáîáùåíèòå ïîëèíîìè ïî ñèñòåìàòà

{1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . . , sinnx, cosnx},

êîèòî èìàò âèäà

τn(x) = a0 +
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

íàðè÷àìå òðèãîíîìåòðè÷íè ïîëèíîìè îò ðåä n.

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ñëåäíîòî òâúðäåíèå

Òâúðäåíèå 9. Íåêà α ≤ x0 < x1 < . . . < x2n < α + 2π. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíê-
öèÿ f , îïðåäåëåíà â òî÷êèòå {xi}2n0 ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí òðèãîíîìåòðè÷åí
ïîëèíîì τn îò ðåä n òàêúâ, ÷å

τn(xi) = f(xi), i = 0, . . . , 2n.

Òúé êàòî òðèãîíîìåòðè÷íèòå ïîëèíîìè ñà î÷åâèäíî 2π-ïåðèîäè÷íè ôóíê-
öèè, òå ñå ÿâÿâàò óäîáåí àïàðàò çà ìîäåëèðàíå íà ïåðèîäè÷íè ÿâëåíèÿ. Íåêà
ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð:

Çàäà÷à 23. Äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî ôóíêöèÿ f(x), êîÿòî ìîäåëèðà áðîÿ
÷àñîâå ñëúí÷åâà ñâåòëèíà. Ïðîìåíëèâàòà x å äåíÿò îò ãîäèíàòà.

Ðåøåíèå. Ïúðâî, äà îòáåëåæèì, ÷å çà äà èìà ñìèñúë äà ïðèáëèæàâàìå åä-
íà ôóíêöèÿ ñ òðèãîíîìåòðè÷åí ïîëèíîì, òàçè ôóíêöèÿ òðÿáâà äà áúäå 2π-
ïåðèîäè÷íà. ßñíî å, ÷å ïåðèîäúò íà ðàçãëåæäàíîòî ÿâëåíèå å 365 äíè. Òîãàâà
ùå íàïðàâèì ëèíåéíàòà ñìÿíà

t =
2π

365
x.

Â òåðìèíèòå íà íîâàòà ïðîìåíëèâà ôóíêöèÿòà f(t) å 2π-ïåðèîäè÷íà. Íåêà èç-
ïîëçâàìå ñëåäíèòå äàííè

t 0 π
3

5π
6

4π
3

11π
6

f(t) 9 11.1 14.9 12.9 9

Òåçè 5 äàííè ìîãàò äà îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî 5 êîåôèöèåíòà è ñëåäîâàòåëíî
ìîæåì äà ïîñòðîèì âúðõó òÿõ òðèãîíîìåòðè÷åí ïîëèíîì îò ðåä 2. Òúðñèì ãî
âúâ âèäà

τ2(t) = a0 + a1 cos t+ b1 sint +a2 cos 2t+ b2 sin 2t.

Ðåøàâàìå ñèñòåìàòà, êîÿòî ñå çàäàâà îò óñëîâèÿòà â òàáëèöàòà, îòíîñíî êîå-
ôèöèåíòèòå, è ïîëó÷àâàìå ïðèáëèçèòåëíî

τ2(t) = 11.975− 3.00477 cos t+ 0.0297749 cos 2t+ 0.695577 sin t+ 0.0460581 sin 2t.
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Çà äà äîáèåì ïî-äîáðà ïðåäñòàâà çà õàðàêòåðà íà ðàçãëåæäàíîòî ÿâëåíèå íåêà
èçðèñóâàìå ãðàôèêàòà ìó:

Îò ãðàôèêàòà âèæäàìå êàê ïåðèîäè÷íî äåíÿò ñå óâåëè÷àâà è íàìàëÿâà.

Äà ðàçãëåäàìå äâèæåíèåòî íà ìàõàëî. Íåêà â ìîìåíòèòå îò âðåìå t = 0,
t = 1, t = 2, t = 3, t = 4 ïîëîæåíèÿòà íà ìàõàëîòî ñà ñúîòâåòíî:

-0.5 0.5 1.0 1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

-0.5 0.5 1.0 1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

-0.5 0.5 1.0 1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

-0.5 0.5 1.0 1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

-0.5 0.5 1.0 1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Î÷åâèäíî òåçè ïîçèöèè îïèñâàò åäèí ïúëåí ïåðèîä íà äâèæåíèåòî. Íåêà
îçíà÷èì êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà ñ (x(t), y(t)). Ùå ìîäåëèðàìå èçìåíåíèåòî
íà x-êîîðäèíàòàòà è y-êîîðäèíàòàòà êàòî ôóíêöèè íà âðåìåòî, èíòåðïîëèðàé-
êè äàííèòå, êîèòî èìàìå, ñ òðèãîíîìåòðè÷íè ïîëèíîìè îò ðåä 2. Çà öåëòà å
íåîáõîäèìî ïúðâî äà íàïðàâèì ñìÿíà íà íåçàâèñèìàòà ïðîìåíëèâà

t =
π

2
t,

çà äà ìîæå ïåðèîäúò íà äâèæåíèåòî äà ñå îïèñâà ñ èíòåðâàëà [0, 2π]. Túé êàòî,
ñïîðåä Òâúðäåíèå 9 âúçëèòå íà èíòåðïîëàöèÿ òðÿáâà äà ëåæàò â èíòåðâàëà
[0, 2π), íåêà ïðèåìåì çà ïîñëåäíàòà ïîçèöèÿ, ÷å å èçìåðåíà â ìîìåíòà îò âðåìå
t = 2π − 0.01, çà äà ìîæåì äà îïðåäåëèì åäíîçíà÷íî èíòåðïîëàöèîííèòå ïî-
ëèíîìè. È òàêà äàííèòå, êîèòî èìàìå, ìîæåì äà ñèñòåìàòèçèðàìå â ñëåäíàòà
òàáëèöà:
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t 0 1 2 3 4
t 0 π/2 π 3π/2 2π − 0.01

x(t) 0 0.5 1 0.5 0
y(t) 0 -0.4 0 -0.4 0

Òúé êàòî èìàìå ïî 5 èíòåðïîëàöèîííè óñëîâèÿ, ìîæåì äà îïðåäåëèì åäíîç-
íà÷íî 5 êîåôèöèåíòà, ò.å. òðèãîíîìåòðè÷íè ïîëèíîìè îò âòîðè ðåä. Òúðñèì ãè
âúâ âèäà:

x(t) = a0 + a1 cos t+ a2 sin t+ a3 cos 2t+ a4 sin 2t

y(t) = b0 + b1 cos t+ b2 sin t+ b3 cos 2t+ b4 sin 2t

Çà äà îïðåäåëèì êîåôèöèåíòèòå, ðåøàâàìå ñèñòåìàòà, îïðåäåëåíà îò èíòåð-
ïîëàöèîííèòå óñëîâèÿ.

xCoord@t_D:=a0+a1Cos@tD+a2Sin@tD+a3Cos@2tD+a4Sin@2tD
yCoord@t_D:=b0+b1Cos@tD+b2Sin@tD+b3Cos@2tD+b4Sin@2tD
xSol=Solve@8xCoord@0D�0, xCoord@Pi�2D�0.5,xCoord@PiD�1,

xCoord@3Pi�2D�0.5,xCoord@2Pi-0.01D�0<,Table@ai,8i,0,4<DD;

ySol=Solve@8yCoord@0D�0, yCoord@Pi�2D�-0.4,yCoord@PiD�0,

yCoord@3Pi�2D�-0.4,yCoord@2Pi-0.01D�0<,Table@bi,8i,0,4<DD;

xCoord@t_D=xCoord@tD�.xSol@@1DD;

yCoord@t_D=yCoord@tD�.ySol@@1DD;

Ñåãà âå÷å ñìå ãîòîâè äà àíèìèðàìå äâèæåíèåòî íà ìàõàëîòî:
Animate@Graphics@8Disk@8xCoord@tD,yCoord@tD<,0.1D,Line@880.5,0.5<,

8xCoord@tD,yCoord@tD<<D<,Axes®True,AxesOrigin®80.5,0.5<,

PlotRange®88-0.5,1.5<,8-1.3,1<<D,8t,0,100,0.001<D
Êàêòî âèäÿõìå, ìîæåì äà íàìåðèì äàäåíà èíòåðïîëàöèîííà ôóíêöèÿ, êàòî

ðåøèì ñèñòåìàòà, îïðåäåëåíà îò èíòåðïîëàöèîííèòå óñëîâèÿ. Âúçíèêâà âúïðî-
ñúò çàùî íå èçïîëçâàìå ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè çà ðåøàâàíåòî
íà çàäà÷àòà íà Ëàãðàíæ íàïðèìåð. Ùå îòãîâîðèì íà òîçè âúïðîñ, êàòî ðàçãëå-
äàìå ñëåäíàòà çàäà÷à:

Çàäà÷à 24. Äàäåíè ñà òî÷êèòå (i, i + 1), i = 1, n. Äà ñå íàìåðè àëãåáðè÷åí
ïîëèíîì, p(x) = a0 +a1x+ · · ·+anx

n, êîéòî ãè èíòåðïîëèðà çà n = 10 è n = 250.
Äà ñå ñðàâíè ñ òî÷íîòî ðåøåíèå, êîåòî è â äâàòà ñëó÷àÿ î÷åâèäíî å p(x) = x+1.

Ðåøåíèå. Êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìà â äâàòà ñëó÷àÿ ñà ðåøåíèÿòà íà ñèñòå-
ìèòå Ac = b, êúäåòî

A =


1 1 1 · · · 1
1 2 4 · · · 2n

...
...

...
. . .

...
1 n n2 · · · nn


è

b = (2, 3, . . . , n+ 1)T .

Íåèçâåñòíèÿò âåêòîð c ñúäúðæà êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìà (a0, . . . , an)T .
Ðåøàâàìå ñèñòåìàòà ïúðâî çà n = 10:
n = 10;

A = Table@Table@i^Hj - 1L, 8j, 1, n<D, 8i, 1, n<D �� N;

b = Table@i + 1, 8i, 1, n<D �� N;

LinearSolve@A, bD
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Êàòî ðåçóëòàò ïîëó÷àâàìå ïðåäóïðåæäåíèå îò Mathematica, ÷å ìîæå äà ñå
ñúäúðæàò çíà÷èòåëíè ãðåøêè îò çàêðúãëÿâàíå:

LinearSolve::luc : Result for LinearSolve of badly conditioned matrix 

981., 1., 1., 1., 1., 1., 1., 1., 1., 1.<, 81., 2., 4., 8., 16., 32., 64., 128., 256., 512.<, 81., 3., 9., 27., 81., 243., 729., 2187.,

6561., 19683.<, �5�, 91., 9., 81., 729., 6561., 59049., 531441., 4.78297´10
6
, 4.30467´10

7
, 3.8742´10

8=,
91., 10., 100., 1000., 10000., 100000., 1.´10

6
, 1.´10

7
, 1.´10

8
, 1.´10

9== 
may contain significant numerical errors. �

Out[8]= 91., 1., -1.26461 ´ 10-13, 7.68156 ´ 10-14, -2.80325 ´ 10-14, 6.43128 ´ 10-15,

-9.33821 ´ 10-16, 8.31786 ´ 10-17, -4.14131 ´ 10-18, 8.81129 ´ 10-20=
Ñðàâíÿâàéêè ñ òî÷íèÿ ðåçóëòàò, êîéòî áè òðÿáâàëî äà å (1, 1, 0, . . . , 0) âèæ-

äàìå, ÷å ïîëó÷åíèòå ãðåøêè, ìàêàð è äà ñà ìàëêè ñà íàä ìàøèííàòà òî÷íîñò
(ïðèáëèçèòåëíî 10−15), ò.å. ìîæåì äà ãè ñ÷èòàìå çà çíà÷èìè.

Òîçè åôåêò îáà÷å ñòàâà äðàñòè÷åí ïðè n = 250:
In[12]:= n = 250;

A = Table@Table@i^Hj - 1L, 8j, 1, n<D, 8i, 1, n<D �� N;

b = Table@i + 1, 8i, 1, n<D �� N;

LinearSolve@A, bD
Ïðèëàãàìå ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò çà ïúðâèòå íÿêîëêî êîåôèöèåíòà:
9-4.3192 ´ 1051, 4.74552 ´ 1051, -4.63088 ´ 1050, 4.16713 ´ 1049, -5.31441 ´ 1048,

4.30144 ´ 1047, -2.0622 ´ 1046, 6.27201 ´ 1044, -1.27835 ´ 1043, 1.88361 ´ 1041,

Âèæäàìå, ÷å òóê òîé íÿìà íèùî îáùî ñ äåéñòâèòåëíîñòòà.
Ïðè÷èíàòà å â åäíî ñâîéñòâî íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà, êîåòî ñå íàðè÷à

ëîøà îáóñëîâåíîñò. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å çà íÿêîè ìàòðèöè (ñðåä êîèòî å è ìàòðè-
öàòà íà èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à) ìàëêè ãðåøêè âúâ âõîäíèòå äàííè (êîèòî
ñà íåèçáåæíè, êîãàòî ðàáîòèì ñ ÷èñëà ñ ïëàâàùà òî÷êà) âîäÿò äî ãîëåìè ãðåø-
êè â ðåçóëòàòà. Åòî çàùî â ñëó÷àèòå, êîãàòî ìîæåì äà èçáåãíåì íåîáõîäèìîñòòà
îò ðåøàâàíå íà ñèñòåìà çà îïðåäåëÿíå íà äàäåíà èíòåðïîëàöèîííà ôóíêöèÿ, å
äîáðå äà ãî íàïðàâèì.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å àêî ðåøàâàõìå çàäà÷àòà ñèìâîëíî, Mathematica
ùåøå äà âúðíø íàïúëíî òî÷åí ðåçóëòàò. Ñèìâîëíîòî ñìÿòàíå îáà÷å å íåïðèëî-
æèìî ïðè ãîëÿì áðîé îïåðàöèè, òúé êàòî íèçîâåòå (îñîáåíî ïðè íàëè÷èåòî íà
äðîáè, èðàöèîíàëíè ÷èñëà è äð.) áúðçî ñòàâàò òâúðäå ãîëåìè è êîìïþòúðúò íå
ìîæå äà ðàáîòè ñ òÿõ.

Êàêòî ñòàíà ÿñíî, ïðè âúçìîæíîñò å äîáðå äà èçáÿãâàìå îò ðåøàâàíåòî
íà ñèñòåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ, îïðåäåëåíà îò èíòåðïîëàöèîííèòå óñëîâèÿ.
Âèäÿõìå, ÷å ïðè àëãåáðè÷íèòå ïîëèíîìè åäèí óäà÷åí âàðèàíò å èçïîëçâàíåòî
íà èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å èäåèòå,
êîèòî ñìå èçïîëçâàëè ïðè åäèí ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò (â ñëó÷àÿ àëãåáðè÷íèòå
ïîëèíîìè), â ìíîãî ñëó÷àè ìîæå äà ñå îáîáùè è çà äðóãè.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð.
Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å ôóíêöèèòå

τk(x) =
n∏

i=0,i 6=k

sin x−xi
2

sin xk−xi
2

îáðàçóâàò èíòåðïîëàöèîíåí áàçèñ çà ïðîñòðàíñòâîòî îò òðèãîíîìåòðè÷íè ïî-
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ëèíîìè, ò.å. òå ñà òàêèâà òðèãîíîìåòðè÷íè ïîëèíîìè, ÷å

τk(xk) = 1, τk(xi) = 0, i 6= k.

Òîãàâà, èçïîëçâàéêè òîçè áàçèñ, ìîæåì ëåñíî äà ðåøèì çàäà÷àòà çà ÷àñîâåòå
ñëúí÷åâà ñâåòëèíà, êàòî èçïîëçâàìå îòíîâî ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ:

In[7]:= nodes = 80, Pi � 3, 5 Pi � 6, 4 Pi � 3, 11 Pi � 6< �� N;

values = 89, 11.1, 14.9, 12.9, 9<
trigBasis@k_, x_D :=

ProductBIfBi ¹ k,
Sin@Hx - nodes@@iDDL � 2D

Sin@Hnodes@@kDD - nodes@@iDDL � 2D
, 1F, 8i, 1, Length@nodesD<F

trigPoly@x_D = Sum@values@@kDD trigBasis@k, xD, 8k, 1, Length@nodesD<D

2.8 Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà

Çàäà÷à 25. Äà ñå ïîñòðîè èíòåðïîëàöèîííèÿò ïîëèíîì íà Ëàãðàíæ çà òàáëè-
öàòà

x 0 0.5 1 1.5
f(x) 1 2 3 4

à) ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè;
á) ñ ôîðìóëàòà íà Ëàãðàíæ

Çàäà÷à 26. Äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî f(x) = ex çà x = 0.15, êàòî ñå èçïîëçâà
òàáëèöàòà

x 0 0.1 0.2 0.3
f(x) 1 1.10517 1.2214 1.34986

è äà ñå äàäå îöåíêà íà ãðåøêàòà ïðè èíòåðïîëèðàíå.

Çàäà÷à 27. Êàòî èçïîëçâàòå èíòåðïîëàöèîííàòà ôîðìóëà íà Íþòîí ñ ðàçäå-
ëåíè ðàçëèêè, íàìåðåòå ïîëèíîìà îò âúçìîæíî íàé-íèñêà ñòåïåí, êîéòî óäîâ-
ëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:

x -3 2 -1 3 1
y 0 5 -4 12 0

Çàäà÷à 28. Âçåìàéêè ïðåäâèä äàííèòå

x 1 2 2.5 3 4 5
f(x) 0 5 6.5 7 3 1

ïðåñìåòíåòå f(3.4), êàòî èçïîëçâàòå ïîñëåäîâàòåëíî èíòåðïîëàöèîííè ïîëèíî-
ìè îò ñòåïåíè 1, 2, 3. Çà öåëòà èçáèðàéòå ïîñëåäîâàòåëíîñòòà îò èíòåðïîëàöè-
îííè âúçëè îò òàáëèöàòà òàêà, ÷å äà ïîëó÷èòå âúçìîæíî íàé-äîáðà òî÷íîñò.

Óïúòâàíå. Êàòî âçåìåì ïðåäâèä ïðåäñòàâÿíåòî íà ãðåøêàòà, êîåòî çíàåì

R(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ω(x),

ÿñíî å, ÷å íàé-äîáðàòà âúçìîæíà òî÷íîñò ùå ïîëó÷èì, êîãàòî âúçëèòå ñà ìàê-
ñèìàëíî áëèçî äî òî÷êàòà 3.4, â êîÿòî òúðñèì ñòîéíîñòòà íà f . Òàêà íàïðèìåð
àêî èñêàìå äà ïîñòðîèì ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí, òðÿáâà äà âçåìåì òî÷êèòå
x0 = 3 è x1 = 4.
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0 1 2 2 2
1 4 23 37 50

Çàäà÷à 29. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò, èíòåðïîëèðàù òàáëèöàòà

Çàäà÷à 30. Íàìåðåòå ïîëèíîìà, óäîâëåòâîðÿâàù ñëåäíèòå èíòåðïîëàöèîííè
óñëîâèÿ:

P (0) = 8, P (1) = 9, P ′(1) = 2, P (2) = 12, P ′(2) = 4.

Çàäà÷à 31. Äà ñå äàäå îöåíêà íà ãðåøêàòà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà â äàäåíà òî÷êà
îò èíòåðâàëà [0, 1], êîãàòî èíòåðïîëèðàìå ôóíêöèÿòà f(x) = ex âúâ âúçëèòå
x0 = 0 è x1 = 1, ñúîòâåòíî ñ êðàòíîñòè 3 è 1.
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Ãëàâà 3

Ïðèáëèæåíèÿ â ëèíåéíè

íîðìèðàíè ïðîñòðàíñòâà.

3.1 Ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè

Äîòóê ðàçãëåäàõìå ðàçëè÷íè íà÷èíè çà ðåøàâàíå íà ñëåäíàòà çàäà÷à:
Äàäåíè ñà òî÷êèòå (x0, y0),. . . ,(xn, yn). Òúðñèì ôóíêöèÿ, ÷èÿòî ãðàôèêà ìè-

íàâà òî÷íî ïðåç òåçè òî÷êè. Êàêòî îòáåëÿçàõìå, åäíà âúçìîæíà èíòåðïðåòàöèÿ
íà òàçè çàäà÷à, îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðàêòèêàòà, å ÷å ñà íàïðàâåíè êðàåí áðîé
èçìåðâàíèÿ (åêñïåðèìåíòè) ïðè èçñëåäâàíåòî íà äàäåíî ÿâëåíèå è òúðñèì ôóí-
êöèÿ, êîÿòî äà ìîäåëèðà ÿâëåíèåòî, êàòî îòãîâàðÿ íà òåçè åìïèðè÷íè ðåçóë-
òàòè. È ñ íàé-ñúâúðøåíàòà òåõíèêà îáà÷å èìà íÿêàêâà äîïóñòèìà ãðåøêà ïðè
ïðàâåíåòî íà òåçè èçìåðâàíèÿ. Â ìíîãî ñëó÷àè òàçè ãðåøêà íå ìîæå äà áúäå
ïðåíåáðåãíàòà. Òîãàâà êàêúâ áè áèë ñìèñúëúò äà íàìåðèì ôóíêöèÿ, êîÿòî äà
ìèíàâà ïðåç òåçè òî÷êè, ñëåä êàòî äîðè ñàìèòå òå íå ñà ½íà ìÿñòîòî ñè�? Äðóã
ïðîáëåì, êîéòî âèäÿõìå ïðè èíòåðïîëàöèÿòà å, ÷å ÷åñòî ïîëèíîìèòå îò âèñîêà
ñòåïåí èìàò ½ëîøî� ïîâåäåíèå, ò.å. ìîæå äà èìàìå ïðîáëåìè ïðè ìîäåëèðàíåòî
íà ÿâëåíèå, çà êîåòî èñêàìå äà ïðèáëèæèì ãîëÿìî êîëè÷åñòâî äàííè.

Îêàçâà ñå, ÷å ìîæåì äà ïîñòúïèì è ïî äðóã íà÷èí � äà òúðñèì ôóíêöèÿ,
êîÿòî ñëåäâà ïîâåäåíèåòî íà äàííèòå (áåç çàäúëæèòåëíî äà ñúâïàäà ñ òÿõ â
êîÿòî è äà å òî÷êà) è êîÿòî å ½áëèçî� äî òåçè äàííè.

Ïðåäè äà êîìåíòèðàìå ñàìèÿ ìåòîä, íåêà ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ðåàëíè ïðî-
öåñà è äà êîìåíòèðàìå êàêâà ôóíêöèÿ å ïîäõîäÿùà, çà äà ãè îïèøå (íà áàçà
íà äàííèòå, êîèòî èìàìå).

• Â òàáëèöàòà ñà äàäåíè äàííè çà òîâà êàê íèâîòî íà âúãëåðîäíèÿ äèîêñèä
â àòìîñôåðàòà ñå å èçìåíÿëî â ïåðèîäà 1980 � 2000.

Ãîä. 1980 1982 1984 1986 1988 1990
CO2 338.7 341.1 344.4 347.2 351.5 354.2

Ãîä. 1992 1994 1996 1998 2000
CO2 356.4 358.9 362.6 366.6 369.4

In[169]:= ListPlot@881980, 338.7<, 81982, 341.1<, 81984, 344.4<,

81986, 347.2<, 81988, 351.5<, 81990, 354.2<, 81992, 356.4<,

81994, 358.9<, 81996, 362.6<, 81998, 366.6<, 82000, 369.4<<D
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Out[169]=
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Ãðàôèêàòà íè ïîêàçâà, ÷å áè áèëî óäà÷íî äà ìîäåëèðàìå ðàçãëåæäàíîòî
ÿâëåíèå ñ ëèíåéíà ôóíêöèÿ. Ñ äðóãè äóìè, ùå òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî
âúâ âèäà f(x) = ax+ b.

• Òîïêà å ïóñíàòà îò âèñî÷èíà 450m. Íåéíàòà âèñî÷èíà å èçìåðâàíà ïðåç
èíòåðâàëè îò 1 ñåê.

t, sec 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
h,m 450 445 431 408 375 332 279 216 143 61

In[170]:= ListPlot@880, 450<, 81, 445<, 82, 431<, 83, 408<,

84, 375<, 85, 332<, 86, 279<, 87, 216<, 88, 143<, 89, 61<<D

Out[170]=
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Òóê òî÷êèòå èçãëåæäàò âúðõó ïàðàáîëà. Çàòîâà ùå òúðñèì ôóíêöèÿòà,
ìîäåëèðàùà ïðîöåñà, âúâ âèäà f(x) = ax2 + bx+ c.

• Ðàçãëåæäàìå êàê ñå èçìåíÿ áðîÿ íà òðàíçèñòîðèòå â åäèí ïðîöåñîð â õè-
ëÿäè, â çàâèñèìîñò îò ãîäèíàòà

Ãîä. 1971 1972 1974 1978 1982 1985 1989 1993 1997 1999 2000

Áð. (×1000) 2.25 2.5 5 29 120 275 1180 3100 7500 24000 42000

In[48]:= x = 81971, 1972, 1974, 1978, 1982, 1985, 1989, 1993, 1997, 1999, 2000<;

y = 82250, 2500, 5000, 29 000, 120 000,

275 000, 1 180 000, 3 100 000, 7 500 000, 24 000 000, 42 000 000<;

pointsPlot = ListPlot@Transpose@8x, y<D, PlotMarkers ® æD
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Òóê, íà áàçà íà åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè, ñëåäâà äà òúðñèì åêñïîíåíöè-
àëíà çàâèñèìîñò. Ùå òúðñèì ôóíêöèÿòà âúâ âèäà f(x) = aebx.

Ùå îñòàâèì òåçè 3 ïðîöåñà çà ìàëêî è ùå ñå âúðíåì êúì òÿõ, ñëåä êàòî
ïúðâî èçÿñíèì ìåòîäà, ïî êîéòî ùå òúðñèì ñúîòâåòíèòå ôóíêöèè.È òàêà, îò
ãîðíèòå ïðèìåðè å ÿñíî, ÷å ñëåä êàòî ñìå èçáðàëè âèäà íà ôóíêöèÿòà, ñ êîÿòî
ùå ïðèáëèæàâàìå, òðÿáâà äà îïðåäåëèì ïàðàìåòðèòå â íåÿ (íàïðèìåð êîåôè-
öèåíòèòå íà êâàäðàòíèÿ òðè÷ëåí âúâ âòîðèÿ ïðèìåð) òàêà, ÷å ôóíêöèÿòà äà ñå
îêàæå âúçìîæíî ½íàé-áëèçî� äî äàííèòå, êîèòî ïðèáëèæàâàìå. Ïúðâîòî, êîåòî
òðÿáâà äà íàïðàâèì, å âå÷å äà ôîðìàëèçèðàìå ïîíÿòèåòî ½áëèçî�.

Íåêà òî÷êèòå, êîèòî èñêàìå äà ïðèáëèæèì, èìàò êîîðäèíàòè

(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn),

à f(x) å ôóíêöèÿ, ñ êîÿòî ãè ïðèáëèæàâàìå. Äà îçíà÷èì ñ ei ãðåøêàòà, ò.å.
ðàçëèêàòà ìåæäó äåéñòâèòåëíàòà è ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò â òî÷êàòà xi

ei := f(xi)− yi.

Äà ðàçãëåäàìå íÿêîè âúçìîæíè (íî, ïî åäíà èëè äðóãà ïðè÷èíà, íåóäà÷íè)
íà÷èíè çà äà äåôèíèðàìå ïîíÿòèåòî ½íàé-áëèçî�:

• Ïúðâàòà î÷åâèäíà èäåÿ å äà òúðñèì ôóíêöèÿòà f(x) òàêà, ÷å ñóìàòà îò
âñè÷êè ãðåøêè äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêà, ò.å. äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêî

n∑
i=0

ei.

Äà ðàçãëåäàìå îáà÷å ñëåäíèÿ ïðèìåð (âæ. ôèãóðàòà). Èìàìå äâå òî÷êè â
ðàâíèíàòà A = (x0, y0), B = (x1, y1). Òúðñèì ëèíåéíà ôóíêöèÿ, êîÿòî äà å
½íàé-áëèçî� äî òÿõ. Î÷åâèäíî, òîâà áè ñëåäâàëî äà å ïðàâàòà, êîÿòî ìèíàâà
ïðåç òåçè äâå òî÷êè. Íî, àêî âçåìåì ïðîèçâîëíà äðóãà ïðàâà, êîÿòî ìèíàâà
ïðåç ñðåäàòà íà îòñå÷êàòà AB, çà íåÿ ñúùî ùå å èçïúëíåíî e0 + e1 = 0,
òúé êàòî â òî÷êèòå A è B ãðåøêèòå ùå èìàò åäíà è ñúùà àáñîëþòíà
ñòîéíîñò è ùå ñà ðàçëè÷íè ïî çíàê. Ñ äðóãè äóìè, âñÿêà òàêàâà ïðàâà ùå

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî
n∑
i=0

ei äà å ìèíèìàëíî.
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• Âúçìîæåí íà÷èí äà èçáåãíåì ïðîáëåìà å äà íå ïîçâîëèì ãðåøêèòå äà áú-
äàò ñ ðàçëè÷íè çíàöè, ò.å. äà ãè âçåìàìå ïî ìîäóë è äà ïîñòàâèì óñëîâèåòî
ôóíêöèÿòà f(x) äà å èçáðàíà òàêà, ÷å

n∑
i=0

|ei|

äà å ìèíèìàëíî. Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å è ïðè òîâà óñëîâèå (ìàêàð è íàïúë-
íî ëîãè÷íî è óäîâëåòâîðèòåëíî) â îáùèÿ ñëó÷àé íå ìîæåì äà íàìåðèì
åäèíñòâåíà ôóíêöèÿ, êîÿòî äà ãî èçïúëíÿâà.

• Ìîæåì äà ïîäáåðåì ôóíêöèÿòà f(x) òàêà, ÷å äà å íàé-ìàëêà ìàêñèìàë-
íàòà ãðåøêà, ò.å. äà å íàé-ìàëêî

n
max
i=0

ei.

Äà âçåìåì îáà÷å ñëåäíèÿ ïðèìåð:

Out[206]=
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Âñè÷êè òî÷êè, ñ èçêëþ÷åíèå íà åäíà, ëåæàò ïðèáëèçèòåëíî íà ïðàâà, íî
òàçè ½ñòðàíè÷íà� òî÷êà, êîÿòî âåðîÿòíî å ðåçóëòàò îò øóì èëè ãðåøêà â
èçìåðâàíèÿòà, èìà â íÿêàêúâ ñìèñúë ñúùîòî âëèÿíèå âúðõó èçáîðà íà
ïðàâàòà, êàêòî âñè÷êè îñòàíàëè, âçåòè çàåäíî.
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È òàêà, ñëåä êàòî ïîêàçàõìå íÿêîè íåóäà÷íè íà÷èíè, ñåãà âå÷å äà ñå êîí-
öåíòðèðàìå âúðõó ñúùíîñòòà íà ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè. Òúðñèì
ôóíêöèÿòà f(x) òàêà, ÷å

n∑
i=0

e2i

äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêî. Îñâåí, ÷å ðåøàâà ïðîáëåìà ñ íàëè÷èåòî íà ðàçëè÷-
íè çíàöè ïðè ñóìèðàíåòî íà ãðåøêèòå, îêàçâà ñå, ÷å òîçè ïîäõîä âîäè è äî
åäèíñòâåíî ðåøåíèå.

Çàäà÷àòà çà ìèíèìèçèðàíå íà òàçè ñóìà ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà è ïî äðóã
íà÷èí. Íåêà îçíà÷èì ñ y è F ñúîòâåòíî âåêòîðèòå ñ åëåìåíòè òî÷íèòå è ïðèáëè-
æåíèòå ñòîéíîñòè

y = (y0, y1, . . . , yn)

F = (f(x0), f(x1), . . . , f(xn)).

Òîãàâà e = F − y ùå áúäå âåêòîðúò ñ ãðåøêèòå

e = (e0, e1, . . . , en).

Çà íåãî èìàìå

|e| =
√
e20 + e21 + . . .+ e2n,

ò.å. çàäà÷àòà çà ìèíèìèçèðàíå íà ñóìàòà

n∑
i=0

e2i

ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå è êàòî ìèíèìèçèðàíå íà äúëæèíàòà íà âåêòîðà íà ãðåø-
êàòà.

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà ïîêàæåì êàê òî÷íî ùå íàìåðèì ôóíêöèÿòà f(x)
òàêà, ÷å òàçè ñóìà äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêà. Ùå ãî ïîêàæåì ñ ïðèìåð

Çàäà÷à 32. Äà ñå íàìåðè ëèíåéíà ôóíêöèÿ, êîÿòî ïðèáëèæàâà ïî ìåòîäà íà
íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè òàáëèöàòà

xi 0 1 2 3 4
yi 1 2 1 0 4

Ðåøåíèå. Îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å ùå òúðñèì ôóíêöèÿòà âúâ âèäà f(x) = ax+b.
Òðÿáâà äà îïðåäåëèì ïàðàìåòðèòå a è b òàêà, ÷å

4∑
i=0

e2i =
4∑
i=0

(f(xi)− yi)2

äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêî. Èìàìå

f(0) = b; f(1) = a+ b; f(2) = 2a+ b; f(3) = 3a+ b; f(4) = 4a+ b.

Òîãàâà

4∑
i=0

e2i = (b− 1)2 + (a+ b− 2)2 + (2a+ b− 1)2 + (3a+ b− 0)2 + (4a+ b− 4)2.
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Ðàçãëåæäàìå òîçè èçðàç êàòî ôóíêöèÿ íà äâåòå ïðîìåíëèâè a è b (íåêà ÿ îçíà-
÷èì ñ Φ(a, b)). Íåîáõîäèìî óñëîâèå òàçè ôóíêöèÿ äà èìà ìèíèìóì â äàäåíà
òî÷êà å ïúðâèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè ïî îòíîøåíèå íà âñåêè ïàðàìåòúð äà ñà
íóëè. Ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣∣∣

∂Φ

∂a
= 0

∂Φ

∂b
= 0

Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå ñèñòåìà ñ òîëêîâà óðàâíåíèÿ, êîëêîòî ñà è ïàðàìåò-
ðèòå â çàäà÷àòà. Ðåøàâàìå ÿ è åäíîçíà÷íî îïðåäåëÿìå a è b.∣∣∣∣∣ 2(a+ b− 2) + 2(2a+ b− 1).2 + 2(3a+ b).3 + 2(4a+ b− 4).4 = 0

2(b− 1) + 2(a+ b− 2) + 2(2a+ b− 1) + 2(3a+ b) + 2(4a+ b− 4) = 0

Îêîí÷àòåëíî èìàìå a =
2

5
, b =

4

5
. Òàêà ïîëó÷èõìå òúðñåíàòà ôóíêöèÿ âúâ âèäà

f(x) =
2

5
x+

4

5
.

Çàäà÷à 33. Ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè äà ñå íàìåðè ïàðàáîëà, êîÿòî
ïðèáëèæàâà òàáëèöàòà

xi -2 -1 0 1 2 3
yi -4 15 -9 10 7 6

Ðåøåíèå. Òúðñèì ôóíêöèÿòà âúâ âèäà f(x) = ax2 + bx+ c. Òðÿáâà äà ìèíèìè-
çèðàìå ñóìàòà

5∑
i=0

e2i = (f(−2)− (−4))2 + (f(−1)− 15)2 + (f(0)− (−9))2 + (f(1)− 10)2

+ (f(2)− 7)2 + (f(3)− 6)2

= (4a− 2b+ c+ 4)2 + (a− b+ c− 15)2 + (c+ 9)2 + (a+ b+ c− 10)2

+ (4a+ 2b+ c− 7)2 + (9a+ 3b+ c− 6)2 = Φ(a, b, c)

Çà äà áúäå ìèíèìàëíà òàçè ñóìà êîåôèöèåíòèòå a, b, c òðÿáâà äà ñà òàêèâà, ÷å
äà óäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Φ

∂a
= 0

∂Φ

∂b
= 0

∂Φ

∂c
= 0

.

Íåêà ðåøèì òàçè ñèñòåìà ñ ïîìîùòà íà ñèñòåìàòà Mathematica:
In[5]:= F@a_, b_, c_D := H4 a - 2 b + c + 4L^2 + Ha - b + c - 15L^2 +

Hc + 9L^2 + Ha + b + c - 10L^2 + H4 a + 2 b + c - 7L^2 + H9 a + 3 b + c - 6L^2

Solve@8¶a F@a, b, cD � 0, ¶b F@a, b, cD � 0, ¶c F@a, b, cD � 0<, 8a, b, c<D

Out[6]= ::a ® -
2

7
, b ®

11

7
, c ®

30

7
>>
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Òîãàâà ïîëó÷èõìå îêîí÷àòåëíî

f(x) = −2

7
x2 +

11

7
x+

30

7

È òàêà, ñëåä êàòî èçÿñíèõìå ñàìèÿ ìåòîä, íåêà ñå âúðíåì êúì òðèòå ìîäåëà,
êîèòî ðàçãëåäàõìå.

Çàäà÷à 34. Äà ñå íàìåðè ïîäõîäÿùà ôóíêöèÿ, êîÿòî ìîäåëèðà èçìåíåíèåòî
íà íèâîòî íà âúãëåðîäåí äèîêñèä â àòìîñôåðàòà (âæ. òàáëèöàòà íà ñòð. 42).

Ðåøåíèå. Êàçàõìå, ÷å ùå òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà f(x) = ax+ b. Çà äà
îïðåäåëèì êîåôèöèåíòèòå a è b, òðÿáâà äà ðåøèì ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣

∂Φ

∂a
= 0

∂Φ

∂b
= 0

,

êúäåòî

Φ(a, b) =
10∑
i=0

(f(xi)− yi)2.

Íåêà íàïðàâèì òîâà â Mathematica:
In[19]:= f@x_D := a x + b

F@a_, b_D := Hf@1980D - 338.7L^2 + Hf@1982D - 341.4L^2 +

Hf@1984D - 344.4L^2 + Hf@1986D - 347.2L^2 + Hf@1988D - 351.5L^2 +

Hf@1990D - 354.2L^2 + Hf@1992D - 356.4L^2 + Hf@1994D - 358.9L^2 +

Hf@1996D - 362.6L^2 + Hf@1998D - 366.6L^2 + Hf@2000D - 369.4L^2

coeffs = Solve@8¶a F@a, bD � 0, ¶b F@a, bD � 0<, 8a, b<D
Out[21]= 88a ® 1.53273, b ® -2696.37<<
Äà èëþñòðèðàìå ãðàôè÷íî:
In[27]:= plot1 = ListPlot@881980, 338.7<, 81982, 341.1<, 81984, 344.4<,

81986, 347.2<, 81988, 351.5<, 81990, 354.2<, 81992, 356.4<,

81994, 358.9<, 81996, 362.6<, 81998, 366.6<, 82000, 369.4<<D;

plot2 = Plot@f@xD �. coeffs@@1DD, 8x, 1975, 2005<D;

Show@plot1, plot2D

Out[29]=
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Ïðåäè äà ñå êîíöåíòðèðàìå âúðõó òðåòèÿ ìîäåë ùå êîìåíòèðàìå åäíà òåõ-
íèêà, êîÿòî å ïîëåçíà â îïðåäåëåíè ñèòóàöèè.

Íåêà òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà f(x) = αeβx. Î÷åâèäíî â òîçè ñëó÷àé
ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ, êîÿòî ùå ïîëó÷èì çà ïàðàìåòðèòå a è b ùå áúäå íåëè-
íåéíà. Ðàçáèðà ñå, ìîæåì äà ÿ ðåøàâàìå â òîçè âèä, íî ìîæåì äà ïîäõîäèì è
ïî äðóã íà÷èí. Èìàìå

yi ≈ f(xi) = αeβxi

Òîãàâà, ëîãàðèòìóâàéêè äâåòå ñòðàíè, ïîëó÷àâàìå

ln yi ≈ lnα + βxi

è ñåãà îòíîâî îïðåäåëÿìå êîåôèöèåíòèòå òàêà, ÷å äà ìèíèìèçèðàò

n∑
i=0

ei
2,

íî çà ei âçåìàìå ln yi − (lnα + βxi) (ò.å. ìèíèìèçèðàìå
n∑
i=0

(ln yi − ln f(xi))
2.

Ïîëàãàéêè lnα = c, ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà ùå å ëèíåéíà ñïðÿìî c è β. Ñëåä êàòî
íàìåðèì c, âðúùàéêè ñå â ïîëàãàíåòî, èìàìå α = ec.

Ùå èëþñòðèðàìå òàçè òåõíèêà ñ ïðèìåð ñëåä ìàëêî, íî ïúðâî äà âèäèì îùå
åäíà ïîäîáíà ñèòóàöèÿ (íå å ïðàâåíî íà óïðàæíåíèÿ):

Òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà

f(x) =
αx

β + x
.

Ñ äðóãè äóìè, èìàìå

yi ≈
αxi
β + xi

Âçåìàìå ðåöèïðî÷íèòå ñòîéíîñòè íà äâåòå ñòðàíè è èìàìå

1

yi
≈ β

α
xi +

1

α
.

Äåôèíèðàìå

ei :=
1

yi
−
(
β

α
xi +

1

α

)
,

ïîëàãàìå
β

α
= A è

1

α
= B è ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà ùå áúäå ëèíåéíà ñïðÿìî A è

B.
Ñëåä òåçè ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ âå÷å ñìå ãîòîâè äà ìîäåëèðàìå è òðåòèÿ

ïðèìåð îò íà÷àëîòî íà ïàðàãðàôà (çà áðîÿ íà òðàíçèñòîðèòå).

Çàäà÷à 35. Äà ñå íàìåðè ôóíêöèÿ îò âèäà f(x) = AeBx, êîÿòî ïðèáëèæàâà ïî
ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè òàáëèöàòà îò ñòð. 43

Ðåøåíèå. Îò ãðàôèêàòà íà òàáëèöàòà âèäÿõìå, ÷å å óäà÷íî äà òúðñèì ïðèáëè-
æåíèåòî âúâ âèäà

f(x) = aebx
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Êàêòî êàçàõìå, ùå ìèíèìèçèðàìå ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íå íà f(xi) − yi, à íà
ln f(xi) − ln yi, ò.å. íà ðàçëèêàòà îò ëîãàðèòìèòå íà ïðèáëèæåíàòà è òî÷íàòà
ñòîéíîñò. Ñ äðóãè äóìè, èñêàìå äà îïðåäåëèì êîåôèöèåíòèòå a è b òàêà, ÷å∑

(f(xi)− (c+ bxi))
2,

êúäåòî c = ln a, äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêî.
In[72]:= linearExp@x_D := c + b * x

errLinearExp = SumAHLog@y@@iDDD - linearExp@x@@iDDDL2, 8i, 1, Length@xD<E;

sLinearExp = NSolve@8D@errLinearExp, cD � 0, D@errLinearExp, bD � 0<, 8c, b<D@@1DD
ShowAPlotAIEc+b*xM �. sLinearExp, 8x, 1971, 2001<, PlotRange ® AllE, pointsPlotE

æ æ æ æ æ æ
æ

æ

æ

æ

æ

1980 1985 1990 1995 2000

1 ´ 107

2 ´ 107

3 ´ 107

4 ´ 107

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå â îáù âèä çàäà÷àòà çà ïðèáëèæàâàíå íà òî÷êèòå

(x1, y1), . . . , (xs, ys)

ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè. Ò.å. ùå òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n.

Ôóíêöèÿòà, êîÿòî òðÿáâà äà ìèíèìèçèðàìå, èìà âèäà

Φ(a0, a1, . . . , an) =
s∑
i=0

(f(xi)− yi)2 =
s∑
i=0

(a0 + a1xi + a2x
2
i · · ·+ anx

n
i − yi)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Φ

∂a0
= 0

∂Φ

∂a1
= 0

. . . . . . . . . . . . . . .

∂Φ

∂an
= 0

Çà äà îïðåäåëèì êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìà, òðÿáâà äà ðåøèì ñèñòåìàòà
Ñëåä êàòî äèôåðåíöèðàìå è ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà âñÿêî óðàâíåíèå íà 2,
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ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s∑
i=0

(a0 + a1xi + a2x
2
i + · · ·+ anx

n
i − yi) = 0

s∑
i=0

[(a0 + a1xi + a2x
2
i + · · ·+ anx

n
i − yi)xi] = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..
s∑
i=0

[(a0 + a1xi + a2x
2
i + · · ·+ anx

n
i − yi)xni ] = 0

Çàïèñàíà â ìàòðè÷åí âèä, òàçè ñèñòåìà èçãëåæäà òàêà:

s∑
i=0

1
s∑
i=0

xi

s∑
i=0

x2i · · ·
s∑
i=0

xni

s∑
i=0

xi

s∑
i=0

x2i

s∑
i=0

x3i · · ·
s∑
i=0

xn+1
i

s∑
i=0

x2i

s∑
i=0

x3i

s∑
i=0

x4i · · ·
s∑
i=0

xn+2
i

...
...

...
. . .

...
s∑
i=0

xni

s∑
i=0

xn+1
i

s∑
i=0

xn+2
i · · ·

s∑
i=0

x2ni





a0

a1

a2
...

an

 =



s∑
i=0

yi

s∑
i=0

xiyi

s∑
i=0

x2i yi

...
s∑
i=0

xni yi


. (3.1)

Íåêà îçíà÷èì ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà ñ X, âåêòîð-ñòúëáà ñ êîåôèöèåíòèòå ñ a
è âåêòîð-ñòúëáà ñ äåñíèòå ñòðàíè ñ y. Òîãàâà ñèñòåìàòà äîáèâà âèäà

Xa = y

è ïîëó÷àâàìå êîåôèöèåíòèòå ïî ôîðìóëàòà

a = X−1y.

Âçåìàéêè ïðåäâèä ìàòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ, íåêà
îòíîâî ïðèáëèæèì äàííèòå îò çàäà÷à 32:

Çàäà÷à 36. Ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè äà ñå íàìåðè ïîëèíîì îò ïúðâà
ñòåïåí, êîéòî ïðèáëèæàâà òî÷êèòå

x 0 1 2 3 4
y 1 2 1 0 4

Ðåøåíèå. Òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà f(x) = a0 + a1x. Âçåìàéêè ïðåäâèä
(3.1), ïîëó÷àâàìå ìàòðè÷íîòî óðàâíåíèå[

5 10
10 30

]
︸ ︷︷ ︸

X

[
a0
a1

]
︸ ︷︷ ︸

a

=

[
8
20

]
︸ ︷︷ ︸

y

Ñåãà èìàìå c = A−1y. Ðåøàâàìå â Mathematica:
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In[4]:= X = 885, 10<, 810, 30<<;

y = 888<, 820<<;

a = Inverse@XD.y �� MatrixForm

Out[6]//MatrixForm=
4

5

2

5

Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷èõìå f(x) =
4

5
+

2

5
x.

Äà äàäåì îùå åäèí ïðèìåð.

Çàäà÷à 37. Äà ñå íàìåðè ïàðàáîëàòà, êîÿòî ïðèáëèæàâà ïî ìåòîäà íà íàé-
ìàëêèòå êâàäðàòè òàáëèöàòà

x -3 -2 -1 0 1 2 3
y 7 4 -1 1 5 6 13

Ðåøåíèå. Òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà f(x) = a0 +a1x+a2x
2. Ùå ðàáîòèì

îòíîâî â Mathematica:
In[22]:= Do@xi = i - 4, 8i, 1, 7<D;

y1 = 7; y2 = 4; y3 = -1; y4 = 1; y5 = 5; y6 = 6; y7 = 13;

X = ::7, â
i=1

7

xi, â
i=1

7

xi
2>, :â

i=1

7

xi, â
i=1

7

xi
2, â

i=1

7

xi
3>, :â

i=1

7

xi
2, â

i=1

7

xi
3, â

i=1

7

xi
4>>;

Y = ::â
i=1

7

yi>, :â
i=1

7

xi yi>, :â
i=1

7

xi
2 yi>>;

a = Inverse@XD.Y �� MatrixForm
Out[12]//MatrixForm=

1
1
1

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å f(x) = 1 + x + x2. Íåêà èëþñòðèðàìå ãðàôè÷íî, êàòî
èç÷åðòàåì ãðàôèêàòà íà ïîëèíîìà è òî÷êèòå â åäíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà:

In[19]:= plot1 = ListPlot@Table@8xi, yi<, 8i, 1, 7<D, PlotStyle ® Red, PlotMarkers ® æD;

plot2 = PlotAx2
+ x + 1, 8x, -3, 3<E;

Show@plot1, plot2D

Out[21]=

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

-3 -2 -1 1 2 3

2

4

6

8

10

12
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Ñåãà ùå ïîêàæåì êàê ìîæåì äà èçïîëçâàìå ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðà-
òè, çà äà ðåøàâàìå ïðåîïðåäåëåíè ñèñòåìè. Ñ äðóãè äóìè ùå òúðñèì âúçìîæíî
íàé-äîáðîòî ðåøåíèå (â ñìèñúë, êîéòî ùå äåôèíèðàìå ïî-äîëó) çà ñèñòåìà, êî-
ÿòî èìà ïîâå÷å óðàâíåíèÿ, îòêîëêîòî íåèçâåñòíè.

Çàäà÷à 38. Äà ñå ðåøè ïðåîïðåäåëåíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− y = 1

x+ y = 1

x+ y = −1

x− y = −1

Ðåøåíèå. Îòíîâî ùå ïðèëîæèì ñúùàòà èäåÿ, êîÿòî ïðèëîæèìå è ïî-ãîðå �
òúðñèì ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå (x, y) òàêà, ÷å

Φ(x, y) =
∑

e2i

äà å ìèíèìàëíî. Òóê ñ ei ñìå îçíà÷èëè ãðåøêàòà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà â i-òîòî
óðàâíåíèå, ò.å. ðàçëèêàòà ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà.

Ïîëó÷àâàìå

Φ(x, y) = (x− y − 1)2 + (x+ y − 1)2 + (x+ y + 1)2 + (x− y + 1)2

Íåîáõîäèìîòî óñëîâèå äà èìà ôóíêöèÿòà Φ(x, y) ìèíèìóì å∣∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ

∂x
= 0

∂Φ

∂y
= 0

Ðåøàâàìå òàçè ñèñòåìà è ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíî (x, y) = (0, 0).
Íåêà âèäèì ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà òàêà ïîëó÷åíîòî ðåøåíèå. Âñÿêî åäíî

îò óðàâíåíèÿòà îïðåäåëÿ åäíà ïðàâà. Òîãàâà òúðñèì òàêàâà òî÷êà, êîÿòî äà å
âúçìîæíî íàé-áëèçî äî âñè÷êè òåçè ïðàâè. Î÷åâèäíî òîâà å òî÷íî öåíòúðúò íà
êâàäðàòà, çàêëþ÷åí ìåæäó ïðàâèòå:
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Òâúðäåíèå 10. Íåêà òúðñèì íàé-äîáðîòî ðåøåíèå x íà ïðåîïðåäåëåíàòà ñèñ-
òåìà

Ax = b.

Òîãàâà x óäîâëåòâîðÿâà ìàòðè÷íîòî óðàâíåíèå

ATAx = AT b

Äà ïðèëîæèì òîâà òâúðäåíèå êúì ñèñòåìàòà îò çàäà÷à 38.

Çàäà÷à 39. Äà ñå ðåøè ïðåîïðåäåëåíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− y = 1

x+ y = 1

x+ y = −1

x− y = −1

,

êàòî ñå èçïîëçâà Òâúðäåíèå 10.

Ðåøåíèå. Ðåøàâàìå çàäà÷àòà â Mathematica:

In[19]:= A = 881, -1<, 81, 1<, 81, 1<, 81, -1<<;

b = 881<, 81<, 8-1<, 8-1<<;

x = Inverse@Transpose@AD.AD.Transpose@AD.b

Out[21]= 880<, 80<<

3.2 Íîðìà è ðàçñòîÿíèå

Â ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô ðàçãëåäàõìå âúïðîñà çà íàìèðàíå íà ôóíêöèÿ, êîÿòî
ìèíàâà �áëèçî� äî äàäåíè òî÷êè, áåç çàäúëæèòåëíî äà ìèíàâà ïðåç òÿõ. Çà òàçè
öåë âúâåäîõìå êðèòåðèé, êîéòî äà îöåíÿâà êîëè÷åñòâåíî êîëêî �áëèçî� å äàäåíà
ôóíêöèÿ äî òî÷êèòå. Èçîáùî êàçàíî, å íåîáõîäèìî äà èìàìå íà÷èíè äà îöåíèì
êîëêî �áëèçî� ñà äâå ôóíêöèè åäíà äî äðóãà. Äâå ôóíäàìåíòàëíè ïîíÿòèÿ â
ìàòåìàòèêàòà, êîèòî îòãîâàðÿò íà òàçè íåîáõîäèìîñò, ñà ïîíÿòèÿòà ðàçñòîÿíèå
è íîðìà.

Äåôèíèöèÿ 10. Íåêà F å äàäåíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Êàçâàìå, ÷å â F
å âúâåäåíà íîðìà, àêî íà âñåêè åëåìåíò f îò F å ñúïîñòàâåíî ÷èñëî ‖f‖
(íàðå÷åíî íîðìà íà f), êàòî ïðè òîâà ñà óäîâëåòâîðåíè óñëîâèÿòà

1) ‖f‖ ≥ 0 (ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ò.ñ.ò.ê. f = 0);

2) ‖λf‖ = |λ|‖f‖, ∀λ;

3) ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖, ∀f, g ∈ F .
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Äåôèíèöèÿ 11. Íåêà F å äàäåíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Êàçâàìå, ÷å â F å
âúâåäåíî ðàçñòîÿíèå, àêî íà âñåêè äâà åëåìåíòà f, g ∈ F ñúïîñòàâÿìå ÷èñëî
ρ(f, g), êîåòî óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå èçèñêâàíèÿ:

1) ρ(f, g) ≥ 0, êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ò.ñ.ò.ê. f = g;

2) ρ(f, g) = ρ(g, f);

3) ρ(f, g) ≤ ρ(f, h) + ρ(h, g),∀f, g, h ∈ F .

Çàáåëåæêà. Ïîíÿòèÿòà íîðìà è ðàçñòîÿíèå ñà åñòåñòâåíè îáîáùåíèÿ ñúîòâåòíî
íà ðàçñòîÿíèåòî íà äàäåíà òî÷êà îò íóëàòà è ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå òî÷êè â
ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë.

Çàáåëåæêà. Âñÿêà íîðìà ïîðàæäà ðàçñòîÿíèå. Ò.å. àêî èìàìå íîðìàòà ‖.‖ â F ,
òî ìîæåì äà äåôèíèðàìå ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâà åëåìåíòà â F , êàòî íîðìàòà
íà ðàçëèêàòà èì (‖f − g‖). Íå å òðóäíî äà ñå ïðîâåðè, ÷å òàêà äåôèíèðàíîòî
ðàçñòîÿíèå óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà îò Äåôèíèöèÿ 11.

Ùå ðàçãëåäàìå äâå ÷åñòî èçïîëçâàíè íà ïðàêòèêà íîðìè è ïîðîäåíèòå îò
òÿõ ðàçñòîÿíèÿ.

Äåôèíèöèÿ 12. Íåêà ðàçãëåäàìå C[a, b] � ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íåïðå-
êúñíàòè â èíòåðâàëà [a, b] ôóíêöèè. Â íåãî äåôèíèðàìå ðàâíîìåðíà íîðìà

ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
‖f‖C[a,b] := max

x∈[a,b]
|f(x)|.

Òÿ ïîðàæäà ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå:

ρ(f, g) := ‖f − g‖C[a,b] = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|

Çàáåëåæêà. Òúé êàòî ôóíêöèèòå f è g ñà íåïðåêúñíàòè, òî ñïîðåä Òåîðåìàòà
íà Âàéåðùðàñ â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a, b] ìàêñèìóìúò ñå äîñòèãà.

Çàäà÷à 40. Äà ñå íàìåðÿò ðàâíîìåðíèòå íîðìè â èíòåðâàëà [0, 1] íà ôóíêöèèòå
f(x) = x è g(x) = x2 è ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó òÿõ â ñúùèÿ èíòåðâàë.

Ðåøåíèå. Ïðèëàãàìå äåôèíèöèÿòà

‖f‖C[0,1] = max
x∈[0,1]

|x| = 1

‖g‖C[0,1] = max
x∈[0,1]

|x2| = 1

Ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâåòå ôóíêöèè å

‖f − g‖C[0,1] = max
x∈[0,1]

|x− x2| = 1

4
.

Äà îòáåëåæèì, ÷å ïîñëåäíèÿò åêñòðåìóì ñå äîñòèãà ïðè x = 1
2
(âúðõúò íà

ïàðàáîëàòà). Ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó f(x) è
g(x) å èëþñòðèðàí íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà. Òîâà å íàé-ãîëÿìàòà (ïî àáñîëþòíà
ñòîéíîñò) ðàçëèêà ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà äâåòå ôóíêöèè â èíòåðâàëà.
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Äåôèíèöèÿ 13. Ðàçãëåæäàìå ïðîñòðàíñòâîòî L2[a, b] îò âñè÷êè ôóíêöèè ñ
èíòåãðóåì êâàäðàò â èíòåðâàëà [a, b]. Â íåãî âúâåæäàìå íîðìàòà

‖f‖L2[a,b] :=

{∫ b

a

µ(x)f 2(x)dx

}1/2

.

Ùå ÿ íàðè÷àìå ñðåäíîêâàäðàòè÷íà íîðìà ñ òåãëî µ(x) â èíòåðâàëà [a, b].
Òÿ ïîðàæäà ñðåäíîêâàäðàòè÷íî ðàçñòîÿíèå:

ρ(f, g) := ‖f − g‖L2[a,b] =

{∫ b

a

µ(x)(f(x)− g(x))2dx

}1/2

Çàáåëåæêà. Äúëæèíàòà íà âåêòîða x = (x0, x1, . . . , xn) â Rn å

|x| =
√
x20 + x21 + · · ·+ x2n =

√√√√ n∑
i=0

x2i

(ïî-òî÷íî Åâêëèäîâàòà ìó íîðìà). Òîãàâà ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî ðàçñòîÿíèå ñå
ÿâÿâà àíàëîã íà äúëæèíàòà íà âåêòîðà, êúäåòî ñóìàòà å çàìåíåíà ñ èíòåãðàë.

Çàäà÷à 41. Äà ñå íàìåðè ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî ðàçñòîÿíèå ñ òåãëî µ(x) = 1
ìåæäó ôóíêöèèòå f(x) = x è g(x) = x2 â èíòåðâàëà [0, 1].

Ðåøåíèå.

‖f − g‖L2[0,1] =

{∫ 1

0

(x− x2)2dx
}1/2

=

{∫ 1

0

(x2 − 2x3 + x4)dx

}1/2

=

√(
x3

3
− 2.

x4

4
+
x5

5

)∣∣∣∣1
0

=

√
1

30

Çàáåëåæêà. Àêî ñðàâíèì ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó f(x) è g(x)
â äàäåíèÿ èíòåðâàë ñ ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó ñúùèòå ôóíêöèè, êîåòî
íàìåðèõìå â Çàäà÷à 40, ùå âèäèì, ÷å ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî ðàçñòîÿíèå å ïî-
ìàëêî. Òîâà, ðàçáèðà ñå, å åñòåñòâåíî, òúé êàòî ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå äàâà
ìàêñèìóìà íà ðàçëèêàòà ìåæäó äâåòå ôóíêöèè, äîêàòî ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî
â íÿêàêúâ ñìèñúë óñðåäíÿâà ðàçëèêèòå âúâ âñè÷êè òî÷êè.
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Äà ðàçãëåäàìå îòíîâî çàä. 15, â êîÿòî ïðèáëèæèõìå ôóíêöèÿòà íà Ðóíãå
ñ ïîëèíîìè îò 4-òà è 10-òà ñòåïåí. Ãëåäàéêè ãðàôèêèòå, èíòóèòèâíî êàçàõìå,
÷å ïðèáëèæåíèåòî ñ ïîëèíîìà îò 10-òà ñòåïåí å �ïî-ëîøî�. Ñåãà îáà÷å èìàìå
ñðåäñòâî, ñ ïîìîùòà íà êîåòî ìîæåì äà ñðàâíèì ïðèáëèæåíèåòî â äâàòà ñëó÷àÿ.

Çàäà÷à 42. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà

f(x) =
1

1 + 25x2
.

Òÿ å àïðîêñèìèðàíà ñ ïîëèíîìèòå

p4(x) = 1− 4.22719x2 + 3.31565x4

è

p10(x) = 1− 16.8552x2 + 123.36x4 − 381.434x6 + 494.91x8 − 220.942x10.

Äà ñå íàìåðÿò è ñðàâíÿò ðàâíîìåðíèòå è ñðåäíîêâàäðàòè÷íèòå ðàçñòîÿíèÿ â
èíòåðâàëà [−1, 1] ìåæäó f è äâàòà ïîëèíîìà.

Ðåøåíèå. Äà íàìåðèì ïúðâî ðàâíîìåðíèòå ðàçñòîÿíèÿ â äâàòà ñëó÷àÿ:

In[11]:= f@x_D :=

1

1 + 25 x2

p4@x_D := 1 - 4.27719 x2
+ 3.31565 x4

p10@x_D := 1 - 16.8552 x2
+ 123.36 x4

- 381.434 x6
+ 494.91 x8

- 220.942 x10

In[5]:= Maximize@8Abs@f@xD - p4@xDD, -1 £ x £ 1<, xD
Out[5]= 80.438357, 8x ® -0.79475<<
In[6]:= Maximize@8Abs@f@xD - p10@xDD, -1 £ x £ 1<, xD

Out[6]= 81.91566, 8x ® -0.940219<<
È òàêà, ðàâíîìåðíèòå ðàçñòîÿíèÿ ñà ñúîòâåòíî ‖f − p4‖C[−1,1] = 0.438357

è ‖f − p10‖C[−1,1] = 1.91566. Âòîðîòî å çíà÷èòåëíî ïî-ãîëÿìî. Ðàçáèðà ñå, äî
òîçè èçâîä áèõìå ìîãëè äà ñòèãíåì è ãëåäàéêè ãðàôèêèòå íà ïîëèíîìèòå è
ôóíêöèÿòà â äâàòà ñëó÷àÿ, òúé êàòî ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå å íàé-ãîëÿìàòà
ãðåøêà, âçåòà ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò, â äàäåíèÿ èíòåðâàë.

Äà ñðàâíèì ñåãà ñðåäíîêâàäðàòè÷íèòå ðàçñòîÿíèÿ, êîèòî âçåìàò ïðåäâèä
ãðåøêèòå, ïîëó÷åíè ïðè àïðîêñèìàöèÿòà âúâ âñÿêà òî÷êà îò èíòåðâàëà.

In[14]:= SqrtAIntegrateAHf@xD - p4@xDL2, 8x, -1, 1<EE
Out[14]= 0.394831

In[15]:= SqrtAIntegrateAHf@xD - p10@xDL2, 8x, -1, 1<EE
Out[15]= 0.820905

Âèæäàìå, ÷å è â òîçè ñëó÷àé ðàçñòîÿíèåòî å ïî-ãîëÿìî ïðè ïîëèíîìà îò
äåñåòà ñòåïåí.

Ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî ðàçñòîÿíèå (êàêòî è êîå äà å äðóãî ðàçñòîÿíèå) íè äà-
âà êðèòåðèé çà òîâà êîëêî �áëèçî� ñà äâå ôóíêöèè åäíà äî äðóãà. Íåêà å äàäåíà
ôóíêöèÿòà f . Ìîæåì äà èçïîëçâàìå òîçè êðèòåðèé, çà äà íàìåðèì ôóíêöèÿ
îò îïðåäåëåí êëàñ, íàïðèìåð àëãåáðè÷åí ïîëèíîì, êîÿòî äà ïðèáëèæàâà f âúç-
ìîæíî íàé-äîáðå (ò.å. äà å âúçìîæíî �íàé-áëèçî�) â ñìèñúëà íà òîçè êðèòåðèé.
Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð.
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Çàäà÷à 43. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò íà íàé-äîáðî ñðåäíîêâàäðàòè÷íî ïðèáëè-
æåíèå îò âòîðà ñòåïåí â èíòåðâàëà [0, 1.5] çà ôóíêöèÿòà f(x) = ex ïðè òåãëî
µ(x) = 1 .

Ðåøåíèå. Òúðñèì ïîëèíîìà âúâ âèäà g(x) = ax2 + bx+ c. Èñêàìå äà îïðåäåëèì
êîåôèöèåíòèòå òàêà, ÷å ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó f è g äà å
âúçìîæíî íàé-ìàëêî. Èìàìå

‖f − g‖L2[0,1] =

{∫ 1.5

0

(f(x)− g(x))2dx

}1/2

.

Èñêàìå òîâà ðàçñòîÿíèå äà å ìèíèìàëíî è ñëåäîâàòåëíî òúðñèì ìèíèìóìà íà

Φ(a, b, c) =

∫ 1.5

0

(f(x)− g(x))2dx.

Óñëîâèÿòà çà òîâà ñà ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Φ

∂a
= 0

∂Φ

∂b
= 0

∂Φ

∂c
= 0

.

Ðåøàâàìå òàçè ñèñòåìà ñ Mathematica:

In[35]:= f@x_D := E^x

p@x_D := a x2
+ b x + c

F@a_, b_, c_D := IntegrateAHf@xD - p@xDL2, 8x, 0, 1.5<E
coeffs = NSolve@¶a F@a, b, cD � 0 && ¶b F@a, b, cD � 0 && ¶c F@a, b, cD � 0, 8a, b, c<D

Out[38]= 88a ® 1.1017, b ® 0.58595, c ® 1.05539<<

Òîãàâà ïîëèíîìúò íà íàé-äîáðî ñðåäíîêâàäðàòè÷íî ïðèáëèæåíèå å

g(x) ≈ 1.1017x2 + 0.58595x+ 1.05539.

Íà ñëåäâàùàòà ôèãóðà àïðîêñèìàöèÿòà å èëþñòðèðàíà ãåîìåòðè÷íî:

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5
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3.3 Çàäà÷è çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà

Çàäà÷à 44. Òîïêà å ïóñíàòà îò âèñî÷èíà 450m. Âèñî÷èíàòà, íà êîÿòî ñå íàìè-
ðà, å èçìåðâàíà ïðåç èíòåðâàëè îò 1 ñåê.

t, sec 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
h,m 450 445 431 408 375 332 279 216 143 61

Ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè äà ñå íàìåðè êâàäðàòíàòà ôóíêöèÿ,
êîÿòî îïèñâà ïàäàíåòî íà òîïêàòà.

Çàäà÷à 45. Äà ñå íàìåðè ïîäõîäÿùà ôóíêöèÿ, ïðèáëèæàâàùà òàáëèöàòà

x 1 2 3 4 5
y 1 2 4 8 32

Çàäà÷à 46. Äà ñå ðåøè ïðåîïðåäåëåíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ y = 3

2x− y = 0.2

x+ 3y = 7

3x+ y = 5

Çàäà÷à 47. Äà ñå ðåøè ïðåîïðåäåëåíàòà ñèñòåìà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ y + z = 1

x+ 2y + z = 2

x+ 3y + z = 3

x− 4y + z = 4

x+ 5y + z = 4

.

Çàäà÷à 48. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí íà íàé-äîáðî ñðåäíîêâàä-
ðàòè÷íî ïðèáëèæåíèå â èíòåðâàëà [0, π

2
] ïðè òåãëî µ(x) = 1 çà ôóíêöèÿòà

f(x) = sinx. Äà ñå èëþñòðèðà ãðàôè÷íî.
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Ãëàâà 4

×èñëåíî äèôåðåíöèðàíå è

èíòåãðèðàíå

4.1 Èíòåðïîëàöèîííè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè

Âàæåí êëàñ îò ÷èñëåíè ìåòîäè ñà òåçè çà ïðèáëèæåíî íàìèðàíå íà îïðåäåëåíè
èíòåãðàëè. ßñíî å, ÷å ãîëÿìà ÷àñò îò èíòåãðàëèòå íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè
òî÷íî. Åòî çàùî îò èçêëþ÷èòåëíà âàæíîñò å äà ñå íàìåðÿò íà÷èíè, ïî êîèòî
ñòîéíîñòòà íà ñúîòâåòíèòå èíòåãðàëè äà ìîæå äà ñå íàìèðà ñ äîñòàòú÷íî äîáðà
òî÷íîñò.

Ïúðâèÿò íà÷èí, êîéòî ùå ðàçãëåäàìå ñà ò.íàð. èíòåðïîëàöèîííè êâàäðàòóð-
íè ôîðìóëè:

• Êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà ïðàâîúãúëíèöèòå∫ b

a

f(x)dx ≈ (b− a)f

(
a+ b

2

)
Ãðåøêàòà ïðè ïðèáëèæàâàíå å

R(f) =
f ′′(ξ)

24
(b− a)3, ξ ∈ (a, b)

Ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà òàçè ôîðìóëà å ñëåäíèÿò � âìåñòî ëèöåòî íà
êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö, çàêëþ÷åí ïîä ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x), íà-
ìèðàìå ëèöåòî íà ïðàâîúãúëíèêà ñúñ ñòðàíè b− a è f

(
a+b
2

)
.
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• Êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà òðàïåöèòå∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
2

(f(a) + f(b))

R(f) = −f
′′(ξ)

12
(b− a)3

• Êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ñèìïñúí∫ b

a

f(x)dx ≈ b− a
6

[
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]

R(f) = −f
(4)(ξ)

2880
(b− a)5

Ùå èçâåäåì êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà íà òðàïåöèòå, çà äà ïîêàæåì êàê ñòàâà
òîâà. Çà äðóãèòå ôîðìóëè íåùàòà ñòîÿò ïî ïîäîáåí íà÷èí.

Òúðñèì ïðèáëèæåíèå çà ∫ b

a

f(x)dx.

Òîãàâà ìîæåì äà çàìåñòèì ôóíêöèÿòà f(x) ñ èíòåðïîëàöèîííèÿ �è ïîëèíîì îò
ñòåïåí 1 çà âúçëèòå x0 = a è x1 = b è òîãàâà ùå èìàìå∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

L1(f ;x)dx.

Ïîëó÷àâàìå ∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

L1(f ;x)dx

=

∫ b

a

(
x− a
b− a

.f(b) +
x− b
a− b

.f(a)

)
dx

=
f(b)

b− a
(x− a)2

2

∣∣∣∣b
a

− f(a)

b− a
(x− b)2

2

∣∣∣∣b
a

=
f(b)

b− a
(b− a)2

2
− f(a)

b− a
.
(b− a)2

2

=
b− a

2
(f(a) + f(b)).
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Àíàëîãè÷íî ìîãàò äà ñå èçâåäàò è ôîðìóëèòå íà ïðàâîúãúëíèöèòå è Ñèì-
ïñúí, êàòî ôóíêöèÿòà f(x) ñå àïðîêñèìèðà ñúîòâåòíî ñ L0(f ;x) âúâ âúçåëà
x0 = a+b

2
è L2(f ;x) âúâ âúçëèòå x0 = a, x1 = a+b

2
, x2 = b.

Çàäà÷à 49. Äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà

I =

∫ 1

0.5

x6dx

è äà ñå äàäå îöåíêà íà ãðåøêàòà (ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò) R, êàòî ñå èçïîëçâà
ôîðìóëàòà íà:

à) ïðàâîúãúëíèöèòå;

á) òðàïåöèòå;

â) Ñèìïñúí.

Äà ñå ñðàâíè ñ òî÷íàòà ñòîéíîñò 127
896
≈ 0.141741.

Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì f(x) := x6. Âúâ âñåêè îò òðèòå ñëó÷àÿ ïúðâî ùå äàäåì
îöåíêà íà ãðåøêàòà, à ñëåä òîâà è ùå íàìåðèì ñúîòâåòíèòå ïðèáëèæåíèÿ íà I.
Èìàìå:

à) Çà ãðåøêàòà èìàìå

R =

∣∣∣∣f ′′(ξ)24
(b− a)3

∣∣∣∣ =
30 |ξ4|

24
.0.53 ≤ 30

24
.0.125 = 0.15625

Ïðè îöåíÿâàíåòî íà ãðåøêàòà èçïîëçâàõìå, ÷å ξ ∈ (0.5, 1). Ñåãà ïîëó÷àâàìå

I ≈ 0.5f(0.75) ≈ 0.0889893.

Äåéñòâèòåëíàòà ãðåøêà å ïðèáëèçèòåëíî 0.05, êîåòî å â ñúîòâåòñòâèå ñ îöåí-
êàòà, êîÿòî äàäîõìå.

á) Çà îöåíêà íà ãðåøêàòà ïîëó÷àâàìå

R =

∣∣∣∣−f ′′(ξ)12
(b− a)3

∣∣∣∣ =
30 |ξ4|

12
.0.53 ≤ 30

12
.0.125 = 0.3125.

Çà ïðèáëèæåíèåòî ïîëó÷àâàìå

I ≈ 0.5
f(0.5) + f(1)

2
≈ 0.253906.

Äåéñòâèòåëíàòà ãðåøêà å ïðèáëèçèòåëíî 0.11.

â) Çà îöåíêàòà íà ãðåøêàòà èìàìå

R =

∣∣∣∣−f (4)(ξ)

2880
(b− a)5

∣∣∣∣ =
360 |ξ2|

2880
.0.55 ≤ 360

2880
.0.03125 = 0.00390625.

I ≈ 0.5

6
(f(0.5) + 4f(0.75) + f(1)) ≈ 0.143962

Â äåéñòâèòåëíîñò ãðåøêàòà å ïðèáëèçèòåëíî 0.0022.
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Îáèêíîâåíî, ñ öåë äà ñå ïîñòèãíå ïî-äîáðà òî÷íîñò, ñå èçïîëçâàò ò.íàð. ñúñ-
òàâíè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè. Íåêà òúðñèì ïðèáëèæåíèå çà

I(f) =

∫ b

a

f(x)dx.

Ðàçäåëÿìå èíòåðâàëà [a, b] íà n ðàâíè ïîäèíòåðâàëa ñ äúëæèíà h = b−a
n
. Íåêà

âçåìåì òî÷êèòå {xi = a+ ih}ni=0. Òîãàâà∫ b

a

f(x)dx =
n∑
i=1

∫ xi

xi−1

f(x)dx

Ñåãà, ïðèëàãàéêè êúì âñåêè îò ïîäèíòåðâàëèòå åäíà îò êâàäðàòóðíèòå ôîðìó-
ëè (íà ïðàâîúãúëíèöèòå, íà òðàïåöèòå, íà Ñèìïñúí), ïîëó÷àâàìå ñúîòâåòíî:

• Ñúñòàâíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà ïðàâîúãúëíèöèòå

I(f) ≈ b− a
n

n∑
i=1

f

(
xi−1 + xi

2

)
Çà ãðåøêàòà ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å

R(f) =
(b− a)3

24n2
f ′′(ξ).

• Ñúñòàâíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà òðàïåöèòå

I(f) ≈ b− a
2n

n∑
i=1

[f(xi−1) + f(xi)]

R(f) = −(b− a)3

12n2
f ′′(ξ)
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• Ñúñòàâíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ñèìïñúí

I(f) =
b− a
6n

n∑
i=1

[
f(xi−1) + 4f

(
xi−1 + xi

2

)
+ f(xi)

]

R(f) = −(b− a)5

2880n4
f (4)(ξ)

Çàäà÷à 50. Äà ñå íàìåðè n òàêà, ÷å n-òàòà ñúñòàâíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà
ïðàâîúãúëíèöèòå (òðàïåöèòå, Ñèìïñúí) äà ïðèáëèæàâà

I =

∫ 1

0

dx

1 + x

ñ ãðåøêà, íå ïî-ãîëÿìà îò ε = 0.00001. Äà ñå íàìåðè òîâà ïðèáëèæåíèå.

Ðåøåíèå. à) Ïî ôîðìóëàòà íà ïðàâîúãúëíèöèòå èìàìå çà ïðåäñòàâÿíåòî íà
ãðåøêàòà

Rrect =
(b− a)3

24n2
f ′′(ξ) =

f ′′(ξ)

24n2
.

Äèôåðåíöèðàìå f(x) è ïîëó÷àâàìå

f ′(x) = − 1

(1 + x)2

f ′′(x) =
2

(1 + x)3

f ′′(x) å íàìàëÿâàùà (è ïîëîæèòåëíà) â èíòåðâàëà [0, 1] (ïðîâåðåòå, ÷å f ′′′(x) <
0 â òîçè èíòåðâàë) è òîãàâà äîñòèãà ìàêñèìàëíàòà ñè ïî ìîäóë ñòîéíîñò â
òîçè èíòåðâàë çà x = 0. Òîãàâà

Rrect =
2

24n2(1 + ξ)3
≤ 1

12n2
.

Èñêàìå ãðåøêàòà äà å ïî-ìàëêà îò ε è òîãàâà

1

12n2
≤ 10−5 ⇐⇒ n2 ≥ 105

12

Ñëåäîâàòåëíî n òðÿáâà äà å ïîíå 92. Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å òîâà å íàé-
ìàëêàòà ñòîéíîñò íà n, êîÿòî ãàðàíòèðà ãðåøêà, ïî-ìàëêà îò ε. Âúçìîæíî
å äîñòàòú÷íî äîáðî ïðèáëèæåíèå äà ñå ïîëó÷è è çà çíà÷èòåëíî ïî-ìàëêè
ñòîéíîñòè íà n.

Ñåãà äà íàìåðèì ñàìîòî ïðèáëèæåíèå çà I.
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In[1]:= f@x_D :=

1

1 + x
h = 1. � 92;

nodes = Table@i h, 8i, 0, 92<D;

i =

1

92
â
i=2

93

fB nodes@@i - 1DD + nodes@@iDD
2

F
Out[4]= 0.693143

Àêî ñðàâíèì òàêà íàìåðåíîòî ïðèáëèæåíèå ñ òîâà, êîåòî äàâà Mathematica
êàòî ðåçóëòàò (0.693147), ùå âèäèì, ÷å ðåçóëòàòúò å äåéñòâèòåëíî òî÷åí äî
ïåòèÿ çíàê ñëåä äåñåòè÷íàòà çàïåòàÿ.

á) Ïðèáëèæåíèåòî ïî ôîðìóëàòà íà òðàïåöèòå ìîæåòå äà íàïðàâèòå ñàìîñòî-
ÿòåëíî çà óïðàæíåíèå.

â) f (4)(x) =
24

(1 + x)5
. Òîãàâà çà ïðåäñòàâÿíåòî íà ãðåøêàòà, èçïîëçâàéêè ôîð-

ìóëàòà íà Ñèìïñúí, èìàìå

Rsimp ≤
24

2880n4
=⇒ 24

2880n4
≤ 10−5,

ò.å. n ≥ 6. Íàìèðàìå ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò çà I:

f@x_D :=

1

1 + x
h = 1. � 6;

nodes = Table@j h, 8j, 0, 6<D;

i =

1

6 * 6
â
j=2

7

f@nodes@@j - 1DDD +

4 fB nodes@@j - 1DD + nodes@@jDD
2

F + f@nodes@@jDDD
Out[16]= 0.693149

Ïðàêòè÷åñêè ìåòîä çà ïðèáëèæåíî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè ñ

îïðåäåëåíà òî÷íîñò(Íå å ïðàâåíî íà óïðàæíåíèÿ)
Íà ïðàêòèêà â ìíîãî ñëó÷àè å íåâúçìîæíî (èëè ìíîãî òðóäíî) äà ñå äàäå

îöåíêà íà ãðåøêàòà, èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà, êàêòî íàïðàâèõìå â çàäà÷à 50.
Òîãàâà ìîæå äà ñå èçïîëçâà ñëåäíàòà èäåÿ. Íåêà òúðñèì ïðèáëèæåíà ñòîéíîñò
íà èíòåãðàëà

I =

∫ b

a

f(x)dx

ñ òî÷íîñò, íå ïî-ëîøà îò íÿêàêâî îòíàïðåä çàäàäåíî ε. Ùå èçïîëçâàìå íàïðè-
ìåð ñúñòàâíàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ñèìïñúí. Ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàìå
ïðèáëèæåíèÿ ïî ôîðìóëàòà, êàòî ðàçäåëÿìå èíòåðâàëà [a, b] íà 2, 3, . . . ïîäèí-
òåðâàëà. Ïðàâèì òîâà, äîêàòî äâå ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ, êîèòî ñìå íà-
ìåðèëè, ñå ðàçëè÷àâàò ïîìåæäó ñè ñ íå ïîâå÷å îò ε. Òîãàâà ìîæåì äà ñ÷èòàìå,
÷å ñìå íàìåðèëè I ñ áëèçêà äî æåëàíàòà òî÷íîñò. Íåêà äàäåì ïðèìåð, êàòî
ðàçãëåäàìå îòíîâî ñúùèÿ èíòåãðàë, êàêòî è â çàäà÷à 50.
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Çàäà÷à 51. Êàòî èçïîëçâàòå îïèñàíèÿ ïî-ãîðå ìåòîä, íàìåðåòå ïðèáëèæåíî
ñòîéíîñòòà íà

I =

∫ 1

0

dx

1 + x
.

Àëãîðèòúìúò äà ïðèêëþ÷âà, êîãàòî ðàçëèêàòà ìåæäó ïðèáëèæåíèÿòà â äâå
ñúñåäíè èòåðàöèè ñòàíå ïî-ìàëêà îò 10−10 èëè äîêàòî áðîÿò íà èòåðàöèèòå
ñòàíå 1000.

Ðåøåíèå. Ùå ðåàëèçèðàìå îïèñàíèÿ ïî-ãîðå àëãîðèòúì â Mathematica:

Ε = 10-10;

f@x_D :=
1

1 + x
n = 2;

h =
1

n
;

Do@xi = i h, 8i, 0, n<D;

IApprox1 =
1

6 * n
â
j=1

n

fAxj-1E + 4 fB xj-1 + xj

2
F + fAxjE �� N;

DoB
n++;

h =
1

n
;

Do@xi = i h, 8i, 0, n<D;

IApprox2 =
1

6 * n
â
j=1

n

fAxj-1E + 4 fB xj-1 + xj

2
F + fAxjE ;

If @Abs@IApprox1 - IApprox2D < Ε, Break@DD;

IApprox1 = IApprox2

, 81000<
F
Print@"I»", N@IApprox2, 10DD
Print@"Iterations:", nD

I»0.6931471814

Iterations:39

Çà óïðàæíåíèå ìîæåòå äà ðåàëèçèðàòå òîçè àëãîðèòúì çà ôîðìóëèòå íà
ïðàâîúãúëíèöèòå è òðàïåöèòå. Íàïðàâåòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè è ñðàâíåòå
áðîÿ èòåðàöèè, íåîáõîäèìè ïðè âñÿêà îò ôîðìóëèòå, çà äà ñå ïîñòèãíå æåëàíàòà
òî÷íîñò.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ðàçãëåäàíàòà èäåÿ ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà øèðîê
êëàñ çàäà÷è, à íå ñàìî çà ïðèáëèæåíîòî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè (íàïðèìåð ïî
ôîðìóëàòà íà Íþòîí ìîæåì äà ïîñòðîÿâàìå ïîëèíîìè ñ íàðàñòâàùè ñòåïåíè,
äîêàòî ïðèáëèæåíèåòî íà ôóíêöèÿ â äàäåíà òî÷êà ñòàíå äîñòàòú÷íî äîáðî).
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4.2 Îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè

Äåôèíèöèÿ 14. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèèòå f(x) è g(x) ñà îðòîãîíàëíè â [a, b]
ñ òåãëî µ(x), àêî (f, g) = 0. Òóê ñ (f, g) ñìå îçíà÷èëè ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå
íà ôóíêöèèòå f è g

(f, g) =

∫ b

a

µ(x)f(x)g(x)dx.

Äåôèíèöèÿ 15. Êàçâàìå, ÷å P0(x), P1(x), P2(x), . . . å (êðàéíà èëè áåçêðàéíà)
ðåäèöà îò îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè â [a, b] ñ òåãëî µ(x), àêî

1) Pi ∈ πi, ∀i,
2) (Pi, Pi) 6= 0, ∀i,
3) (Pi, Pj) = 0, ∀i 6= j.

Çàäà÷à 52. Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèèòå f(x) = 1 è g(x) = cos x ñà îðòîãîíàëíè
â [0, π] ñ òåãëî µ(x) = 1.

Ðåøåíèå. Êàçàíî ñ äðóãè äóìè, òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å∫ π

0

µ(x)f(x)g(x)dx = 0.

Èìàìå ∫ π

0

cosxdx = sinx |π0 = sinπ − sin 0 = 0

è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèèòå äåéñòâèòåëíî ñà îðòîãîíàëíè ñ òåãëî µ(x) = 1 â
[0, π].

Çàäà÷à 53. Äà ñå äîêàæå, ÷å ôóíêöèèòå x è 1
2
(3x2−1) ñà îðòîãîíàëíè â [−1, 1]

ñ òåãëî µ(x) = 1.

Ðåøåíèå. ∫ 1

−1

1

2
(3x3 − x)dx =

1

2

(
3
x4

4
− x2

2

)∣∣∣∣1
−1

= 0

Çàäà÷à 54. Äà ñå íàìåðÿò ïúðâèòå 3 îðòîãîíàëíè ïîëèíîìà (P0, P1, P2) â èí-
òåðâàëà [0, 1] è òåãëî µ(x) = x ñúñ ñòàðøè êîåôèöèåíò 1.

Ðåøåíèå. Ñïîðåä óñëîâèå 1) îò Äåôèíèöèÿ 15, P0 ∈ π0, ò.å. P0 å êîíñòàíòà è
òúé êàòî èñêàìå ñòàðøèÿò êîåôèöèåíò íà òúðñåíèòå ïîëèíîìè äà áúäå 1, òî

P0(x) ≡ 1.

Ïàê âçåìàéêè ïðåäâèä óñëîâèå 1 íà äåôèíèöèÿòà, çàêëþ÷àâàìå, ÷å P1 òðÿáâà
äà áúäå ïîëèíîì îò π1 è çàòîâà ãî òúðñèì âúâ âèäà P1(x) = x + a (ñòàðøèÿò
êîåôèöèåíò èñêàìå äà áúäå 1). Íåèçâåñòíèÿò ñâîáîäåí ÷ëåí a ùå íàìåðèì, êàòî
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èìàìå ïðåäâèä, ÷å P0 è P1 òðÿáâà äà ñà îðòîãîíàëíè â [0, 1] ñ òåãëî µ(x) = x,
ò.å.∫ 1

0

x.1.(x+ a)dx = 0⇐⇒
(
x3

3
+
ax2

2

)∣∣∣∣1
0

= 0⇐⇒ 1

3
+
a

2
= 0⇐⇒ a = −2

3
.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å

P1(x) = x− 2

3
.

Àíàëîãè÷íî ïîñòúïâàìå è çà äà íàìåðèì P2. Òúðñèì ãî âúâ âèäà P2(x) = x2 +
bx+ c. Èìàìå ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

0

x(x2 + bx+ c)dx = 0∫ 1

0

x

(
x− 2

3

)
(x2 + bx+ c)dx = 0

Ðåøàâàìå òàçè ñèñòåìà íàïðèìåð ñ Mathematica:
In[2]:= SolveB:IntegrateAx Ix2

+ b x + cM, 8x, 0, 1<E � 0,

IntegrateBx x -
1

3
Ix2

+ b x + cM, 8x, 0, 1<F � 0>, 8b, c<F

Ïîëó÷àâàìå, b = −6
5
, c = 3

10
. Òîãàâà

P2 = x2 − 6

5
x+

3

10
.

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà è ÷å ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (Pi, Pi) 6= 0, i = 0, 1, 2.

4.3 Êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ãàóñ

Äåôèíèöèÿ 16. Êàçâàìå, ÷å åäíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà èìà àëãåáðè÷åñêà
ñòåïåí íà òî÷íîñò (ÀÑÒ) m, àêî òÿ å òî÷íà çà âñè÷êè àëãåáðè÷íè ïîëè-
íîìè îò ñòåïåí ≤ m è ñúùåñòâóâà ïîëèíîì îò ñòåïåí m + 1, çà êîéòî òÿ
íå å òî÷íà.

Äà ðàçãëåäàìå êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà â îáùèÿ âèä∫ b

a

µ(x)f(x)dx ≈
n∑
k=1

Akf(xk), (4.1)

êúäåòî µ(x) å äàäåíî òåãëî, äåôèíèðàíî â [a, b], òî÷êèòå {xk}nk=1 (a ≤ x0 <
· · · < xn ≤ b) ñà âúçëèòå íà êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà, a {Ak}nk=1 ñà ðåàëíè ÷èñëà
� êîåôèöèåíòèòå íà êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà. Èñêàìå äà îïðåäåëèì âúçëèòå è
êîåôèöèåíòèòå òàêà, ÷å ñúîòâåòíàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà äà èìà âúçìîæíî
íàé-âèñîêà ÀÑÒ. Òàçè ôîðìóëà ñå íàðè÷à êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà Ãàóñ.
Ïîñòðîÿâàíåòî �è ñå îñíîâàâà íà ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå 11. Ïðè âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà êâàä-
ðàòóðíà ôîðìóëà îò âèäà (4.1) ñ ÀÑÒ 2n− 1 (è íèòî åäíà ñ ïî-ãîëÿìà ÀÑÒ).
Âúçëèòå {xk}nk=1 íà òàçè êâàäðàòóðíà ôîðìóëà ñà íóëèòå íà ïîëèíîìà îò
ñòåïåí n, îðòîãîíàëåí â [a, b] ñ òåãëî µ(x) íà âñè÷êè àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè îò
ñòåïåí n− 1.
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Ïúðâî ùå ïîêàæåì êàê ìîæåì äà èçâåäåì ôîðìóëèòå ïðè òåãëî µ(x) = 1 ïî
ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè. Ñ äðóãè äóìè, ùå èçâåäåì ôîðìóëè çà
ïðèáëèæåíîòî ïðåñìÿòàíå íà

I =

∫ 1

−1
f(x)dx.

Òåçè ôîðìóëè ñà èçâåñòíè êàòî ôîðìóëè íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð. Îáúðíåòå âíèìà-
íèå, ÷å îáèêíîâåíî òå ñå çàäàâàò çà ïðèáëèæåíî èíòåãðèðàíå â ãðàíèöè îò -1
äî 1. Ïðîèçâîëåí èíòåãðàë â ãðàíèöè îò a äî b ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå, êàòî ñå
íàïðàâè ëèíåéíà ñìÿíà. Ùå ïîêàæåì êàê ñòàâà òîâà.

Çàäà÷à 55. Äà ñå íàìåðè ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè ôîðìó-
ëàòà íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð ñ äâà âúçåëà.

Ðåøåíèå. Òúðñèì ïðèáëèæåíèåòî âúâ âèäà

I ≈ A1f(x1) + A2f(x2).

Íåèçâåñòíèòå ïàðàìåòðè, êîèòî ïîäëåæàò íà îïðåäåëÿíå ñà A1, A2, x1, x2. Ñúã-
ëàñíî Òâúðäåíèå 11, ôîðìóëàòà òðÿáâà äà èìà ÀÑÒ 3, ò.å. äà å òî÷íà çà âñè÷êè
ïîëèíîìè îò π3. Ùå âçåìåì íàé-ïðîñòèÿ áàçèñ {1, x, x2, x3} è ïîëó÷àâàìå ñèñ-
òåìàòà ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

−1
1.dx = A1.1 + A2.1∫ 1

−1
x.dx = A1.x1 + A2.x2∫ 1

−1
x2.dx = A1.x

2
1 + A2.x

2
2∫ 1

−1
x3.dx = A1.x

3
1 + A2.x

3
2

Ðåøàâàìå òàçè ñèñòåìà, âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å x1 < x2:

In[5]:= SolveA
9A1 + A2 == Integrate@1, 8x, -1, 1<D,

A1 x1 + A2 x2 == Integrate@x, 8x, -1, 1<D,

A1 x1
2

+ A2 x2
2

== IntegrateAx2, 8x, -1, 1<E,

A1 x1
3

+ A2 x2
3

== IntegrateAx3, 8x, -1, 1<E,

x1 < x2

=, 8A1, A2, x1, x2<E

Out[5]= ::A1 ® 1, A2 ® 1, x1 ® -
1

3
, x2 ®

1

3
>>

Òàêà, òúðñåíàòà ôîðìóëà èìà âèäà∫ 1

−1
f(x)dx ≈ f

(
− 1√

3

)
+ f

(
1√
3

)
.
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Àíàëîãè÷íî ìîãàò äà ñå èçâåäàò è ôîðìóëè ñ ïîâå÷å âúçëè. Ùå äàäåì íÿêîè
ôîðìóëè â ñëåäíàòà òàáëèöà, êàòî óêàæåì âúçëèòå è êîåôèöèåíòèòå çà âñÿêà
îò òÿõ.

Áðîé âúçëè Êîåôèöèåíòè Âúçëè ÀÑÒ

1 A1 = 2 x1 = 0 1

2 A1 = 1 x1 = −1/
√

3 3

A2 = 1 x2 = 1/
√

3

3 A1 = 5/9 x1 = −
√

3/5 5
A2 = 8/9 x2 = 0

A3 = 5/9 x3 =
√

3/5

4 A1 = (18−
√

30)/36 x1 = −
√

525 + 70
√

30/35 7

A2 = (18 +
√

30)/36 x2 = −
√

525− 70
√

30/35

A3 = (18 +
√

30)/36 x3 =
√

525− 70
√

30/35

A4 = (18−
√

30)/36 x4 =
√

525 + 70
√

30/35

Çà äà èíòåãðèðàìå â ïðîèçâîëíè ãðàíèöè, ò.å. çà äà íàìåðèì ïðèáëèæåíî
ñòîéíîñòòà íà ∫ b

a

f(x)dx,

ïúðâî òðÿáâà äà íàïðàâèì ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà:

x =
b+ a

2
+
b− a

2
t

Çàäà÷à 56. Äà ñå ïðåñìåòíå ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà∫ 0.8

0

f(x)dx,

êúäåòî
f(x) = 0.2 + 25x− 200x2 + 675x3 − 900x4 + 400x5,

êàòî ñå èçïîçâàò ôîðìóëèòå íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð ñ 2 è 3 âúçåëà. Äà ñå ñðàâíè
ñ òî÷íàòà ñòîéíîñò (1.640533). Äà ñå ñðàâíè ñúñ ñòîéíîñòòà, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà
ïî ôîðìóëèòå íà òðàïåöèòå è Ñèìïñúí.

Ðåøåíèå. Çà äà ìîæåì äà ïðèëîæèì ôîðìóëèòå íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð, òðÿáâà
äà èíòåãðèðàìå â ãðàíèöè îò -1 äî 1. Ñëåäîâàòåëíî ïúðâî òðÿáâà äà íàïðàâèì
ñìÿíà íà ïðîìåíëèâàòà. Ïîëàãàìå

x = 0.4 + 0.4t

Òîãàâà èíòåãðàëúò äîáèâà âèäà∫ 1

−1
[0.2 + 25(0.4 + 0.4t)− 200(0.4 + 0.4t)2 + 675(0.4 + 0.4t)3

− 900(0.4 + 0.4t)4 + 400(0.4 + 0.4t)5]× 0.4dt

Íåêà îçíà÷èì ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ ñ ϕ(t).
Äâóòî÷êîâà ôîðìóëà íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð. Ïîëó÷àâàìå

I ≈ ϕ

(
− 1√

3

)
+ ϕ

(
1√
3

)
.
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In[8]:= j@t_D := H0.2 + 25 H0.4 + 0.4 tL - 200 H0.4 + 0.4 tL^2 +

675 H0.4 + 0.4 tL^3 - 900 H0.4 + 0.4 tL^4 + 400 H0.4 + 0.4 tL^5L 0.4

jB-1 � 3 F + jB1 � 3 F

Out[9]= 1.82258

Òðèòî÷êîâà ôîðìóëà íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð. Èìàìå

I ≈ 5

9
ϕ
(
−
√

3/5
)

+
8

9
ϕ(0) +

5

9
ϕ
(√

3/5
)
.

In[18]:= j@t_D := H0.2 + 25 H0.4 + 0.4 tL - 200 H0.4 + 0.4 tL^2 +

675 H0.4 + 0.4 tL^3 - 900 H0.4 + 0.4 tL^4 + 400 H0.4 + 0.4 tL^5L 0.4

NumberFormB
5

9
jB- 3 � 5 F +

8

9
j@0D +

5

9
jB 3 � 5 F, 7F

Out[19]//NumberForm=

1.640533

Ôîðìóëà íà òðàïåöèòå. Ìîæåì äà ïðèëîæèì ôîðìóëàòà íà òðàïåöèòå äèðåêò-
íî êúì èíòåãðàëà, êàêòî å çàäàäåí â óñëîâèåòî (â ãðàíèöè îò 0 äî 0.8). Ïîëó-
÷àâàìå

I ≈ 0.8

2
(f(0) + f(0.8))

In[50]:= f@x_D := 0.2 + 25 x - 200 x^2 + 675 x^3 - 900 x^4 + 400 x^5

0.8

2
Hf@0D + f@0.8DL

Out[51]= 0.1728

Ôîðìóëà íà Ñèìïñúí.

I ≈ 0.8

6
(f(0) + 4f(0.4) + f(0.8))

In[46]:= f@x_D := 0.2 + 25 x - 200 x^2 + 675 x^3 - 900 x^4 + 400 x^5

0.8

6
Hf@0D + 4 f@0.4D + f@0.8DL

Out[47]= 1.36747

Äà îáîáùèì ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè

Ôîðìóëà ÀÑÒ Ðåçóëòàò Ãðåøêà(ïî ìîäóë)
íà òðàïåöèòå 1 0.1728 1.468
íà Ñèìïñúí 3 1.36747 0.27
Ãàóñ(2 âúçåëà) 3 1.82258 0.182
Ãàóñ(3 âúçåëà) 5 1.640533 0.0

Ðåçóëòàòèòå â òàáëèöàòà ïîêàçâàò, ÷å ÀÑÒ å âàæåí êðèòåðèé çà òî÷íîñòòà íà
êâàäðàòóðíèòå ôîðìóëè. Ôîðìóëèòå íà Ñèìïñúí è äâóòî÷êîâàòà ôîðìóëà íà
Ãàóñ-Ëüîæàíäúð ñà ñ åäíà è ñúùà ÀÑÒ è äàâàò ïðèáëèçèòåëíî åäíàêâà ãðåøêà.
Ïðåäèìñòâîòî íà ôîðìóëàòà íà Ãàóñ îáà÷å å, ÷å ôóíêöèÿòà ñå îöåíÿâà ñàìî â
2 òî÷êè, à ïî ôîðìóëàòà íà Ñèìñïúí � 3. Òðèòî÷êîâàòà ôîðìóëà íà Ãàóñ å
òî÷íà çà âñè÷êè ïîëèíîìè îò π5 è çàòîâà íÿìà ãðåøêà ïðè ïðèáëèæàâàíåòî íà
f(x). Ïîó÷èòåëíî å äà ñå âèäè è ãðàôè÷íî çàùî ôîðìóëàòà íà òðàïåöèòå äàâà
òîëêîâà ãîëÿìà ãðåøêà â òîçè ñëó÷àé:
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Ãëàâà 5

×èñëåíî ðåøàâàíå íà óðàâíåíèÿ

Íàêðàÿ ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ìåòîäà çà ïðèáëèæåíîòî ðåøàâàíå íà óðàâíå-
íèÿ. Êàêòî çíàåì, â îáùèÿ ñëó÷àé å òðóäíî èëè äîðè íåâúçìîæíî äà íàìåðèì
òî÷íî ðåøåíèå çà äàäåíî íåëèíåéíî óðàâíåíèå. Åòî çàùî â òåçè ñëó÷àè òðÿáâà
äà ñå îáúðíåì êúì ÷èñëåíè ìåòîäè çà íàìèðàíå íà ïðèáëèæåíî ðåøåíèå (ñ ïðî-
èçâîëíà òî÷íîñò). Òóê ùå ðàçãëåäàìå ñàìî àëãîðèòìè÷íàòà ñòðàíà íà âúïðîñà,
êàòî ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å çàäà÷èòå, êîèòî ùå ðåøàâàìå, ìîãàò äà áúäàò ðåøå-
íè ñúñ ñúîòâåòíèòå ÷èñëåíè ìåòîäè. Çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ � âèæ ëåêöèèòå è
ó÷åáíèêà.

È òàêà, ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà çàäà÷à � òúðñèì ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî

f(x) = 0

ñ ãðåøêà, íå ïî-ãîëÿìà îò ε. Ïúðâèÿò ìåòîä, êîéòî ùå ðàçãëåäàìå, å ò.íàð.
ìåòîä íà ðàçïîëîâÿâàíåòî. Èäåÿòà å ñëåäíàòà:

1. Íåêà ñìå îãðàíè÷èëè êîðåíà íà óðàâíåíèåòî â äàäåí èíòåðâàë [a, b] è çà
íåãî èìàìå f(a).f(b) < 0.

2. Îöåíÿâàìå ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà f
(
a+b
2

)
.

• Àêî f(a).f
(
a+b
2

)
< 0, òîâà îçíà÷àâà ÷å ôóíêöèÿòà èìà ðàçëè÷íè çíà-

öè â òî÷êèòå a è a+b
2

è êîðåíúò ñå íàìèðà â èíòåðâàëà, îïðåäåëåí îò
òåçè äâå òî÷êè. Âçåìàìå b = a+b

2
è òúðñèì êîðåíà â òàêà ïîëó÷åíèÿ

(äâà ïúòè ïî-ìàëúê) èíòåðâàë [a, b].

• Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, âçåìàìå a = a+b
2
.

3. Ïîâòàðÿìå òåçè ñòúïêè, äîêàòî èíòåðâàëúò, â êîéòî å çàêëþ÷åí êîðåíúò
ñòàíå ñ äúëæèíà, ïî-ìàëêà îò ε.

Äà äåìîíñòðèðàìå òîçè àëãîðèòúì, êàòî ðåøèì ñëåäíàòà

Çàäà÷à 57. Äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

ex − 3 = 0

â èíòåðâàëà [0, 3] ñ ãðåøêà, íåíàäìèíàâàùà ε = 0.000001.

Ðåøåíèå. Ïúðâî, äà èç÷åðòàåì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = ex − 3, çà äà
âèäèì êàêâè êîðåíè èìà òÿ â èñêàíèÿ èíòåðâàë.
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In[62]:= Plot@f@xD, 8x, 0, 3<D

Out[62]=

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

5

10

15

Îêàçâà ñå, ÷å óðàâíåíèåòî èìà åäèí êîðåí è òîçè êîðåí å îãðàíè÷åí íàïðè-
ìåð â èíòåðâàëà [1, 3]. Íåêà ñåãà ðåàëèçèðàìå îïèñàíèÿ ïî-ãîðå àëãîðèèòúì â
Mathematica, êàòî çà íà÷àëíè ñòîéíîñòè íà a è b âçåìåì ñúîòâåòíî 1 è 3:

In[52]:= f@x_D = E^x - 3;

Ε = 0.000001;

a = 1;

b = 3;

iter = 0;

WhileBb - a > Ε,

IfBf@aD fB
a + b

2
F < 0, b =

a + b

2
, a =

a + b

2
F;

iter++;

F
Print@"x»", b �� ND
Print@"iterations»", iterD

x»1.09861

iterations»21

Âòîðèÿò ìåòîä, êîéòî ùå ðàçãëåäàìå å ò.íàð. ìåòîä íà Íþòîí, êîéòî å ìîæå
áè íàé-øèðîêî èçïîëçâàíèÿò çà ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íà óðàâíåíèÿ, òúé êàòî
(â ñëó÷àèòå, êîãàòî å ñõîäÿù êúì òî÷íîòî ðåøåíèå) äàâà ðåçóëòàò ñ èñêàíàòà
òî÷íîñò ñëåä ñðàâíèòåëíî ìàëúê áðîé èòåðàöèè.

1. Íåêà èìàìå åäíî ïúðâîíà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0 (íàïðèìåð èçáðàíî îò
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà). Äà ïîñòðîèì äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà
íà ôóíêöèÿòà f(x) â òî÷êàòà (x0, f(x0)). Èìàìå

f ′(x0) = tgϕ =
f(x0)− 0

x0 − x1

Òîãàâà

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
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2. Àíàëîãè÷íî íàìèðàìå ñëåäâàùèòå ïðèáëèæåíèÿ ïî ôîðìóëàòà

xi+1 = xi −
f(xi)

f ′(xi)
, i = 0, 1, . . .

3. Ïðàâèì òîâà, äîêàòî ðàçëèêàòà â äâå ñúñåäíè ïðèáëèæåíèÿ ñòàíå ïî-
ìàëêà îò ε.

In[22]:= f@x_D := E^x - 3;

Ε = 0.000001;

x0 = 3;

x1 = x0 -
f@x0D

f’@x0D
;

i = 1;

WhileBAbs@xi - xi-1D > Ε,

xi+1 = xi -
f@xiD

f’@xiD
; i++;F

Print@"x»", xi �� ND;

Print@"Iterations:", i D;

x»1.09861

Iterations:7
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Ãëàâà 6

Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è

Çàäà÷à 58. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò, èíòåðïîëèðàù òàáëèöàòà:

x -1 0 1 3
f(x) 1 2 3 29

Îòã.: x3 + 2.

Çàäà÷à 59. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò, èíòåðïîëèðàù òàáëèöàòà:

x 1 3 4
f(x) -2 4 10

Îòã.:x2 − x− 2

Çàäà÷à 60. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò, èíòåðïîëèðàù òàáëèöàòà:

x 0 0 0 1
f(x) 2 1 0 3

Îòã.:x+ 2

Çàäà÷à 61. Àêî f(x) = xm, m = 0, . . . , n−1, äà ñå äîêàæå, ÷å f [x0, . . . , xn] = 0.

Çàäà÷à 62. Ïðîâåðåòå äàëè ôóíêöèèòå 1, cosx, cos 2x îáðàçóâàò ×åáèøîâà ñèñ-
òåìà â èíòåðâàëà [0, π] è â èíòåðâàëà [0, 2π].

Çàäà÷à 63. Äà ñå íàìåðÿò ðàâíîìåðíàòà íîðìà è ñðåäíîêâàäðàòè÷íàòà íîðìà
ñ òåãëî µ(x) = 1 çà ôóíêöèÿòà f(x) = 1− x â èíòåðâàëà [0, 3].
Îòã.: 2;

√
3.

Çàäà÷à 64. Äà ñå íàìåðÿò ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå è ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî
ðàçñòîÿíèå ñ òåãëî µ(x) = 1 ìåæäó ôóíêöèèòå f(x) = x è g(x) = x2 â èíòåðâàëà
[0, 1].

Îòã.:
1

4
;

√
1

30

Çàäà÷à 65. Ïðîâåðåòå äàëè ôóíêöèèòå f1(x) = ex è f2(x) = 1 ñà îðòîãîíàëíè
ñ òåãëî µ(x) = 1 â èíòåðâàëà [0, 1].

Çàäà÷à 66. Ïðîâåðåòå äàëè ôóíêöèèòå f1(x) = x è f2(x) = 1
2
(5x3 − 3x) ñà

îðòîãîíàëíè ñ òåãëî µ(x) = 1 â èíòåðâàëà [0, 1].
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Çàäà÷à 67. Äà ñå íàìåðè ëèíåéíà ôóíêöèÿ, êîÿòî ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå
êâàäðàòè ïðèáëèæàâà òàáëèöàòà:

1 2 3 4
2 5 7 10

Îòã.: 2.6x− 0.5

Çàäà÷à 68. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò îò ïúðâà ñòåïåí íà íàé-äîáðî ñðåäíîê-
âàäðàòè÷íî ïðèáëèæåíèå ñ òåãëî µ(x) = 1 â èíòåðâàëà [0, 1] çà ôóíêöèÿòà
g(x) = x2.

Óïúòâàíå. Òîåñò òúðñèì ôóíêöèÿ îò âèäà f(x) = ax + b, êîÿòî ìèíèìèçèðà
ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî ðàçñòîÿíèå ‖f − g‖L2[0,1]

Çàäà÷à 69. Êàòî ñå èçïîëçâà ìåòîäúò íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè, äà ñå ðåøè
ïðåîïðåäåëåíàòà ñèñòåìà: ∣∣∣∣∣∣∣

x+ y = 5

2x+ 2y = 3

x− y = 1

.

Çàäà÷à 70. Êàòî èçïîëçâàòå êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà íà ïðàâîúãúëíèöèòå/íà
òðàïåöèòå/íà Ñèìïñúí, ïðåñìåòíåòå ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà∫ 1

−1
(x3 − 1)dx.

Äàéòå îöåíêà íà ãðåøêàòà.

Çàäà÷à 71. Êàòî èçïîëçâàòå ñúñòàâíàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà ïðàâîúãúë-
íèöèòå/íà òðàïåöèòå ïðè n = 2, ïðåñìåòíåòå ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà∫ π

−π
sinxdx.

Çàäà÷à 72. Äà ñå èçâåäå êâàäðàòóðíàòà ôîðìóëà íà Ãàóñ-Ëüîæàíäúð ñ 1 âúçåë.

Óïúòâàíå. Òîåñò òúðñèì êâàäðàòóðíà ôîðìóëà îò âèäà Q(f) = A.f(x0), êîÿòî
äà èìà ÀÑÒ 2n− 1 = 1.

Çàäà÷à 73. Êàòî ñå èçïîëçâà ìåòîäúò íà Íþòîí çà ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íà
óðàâíåíèÿ è íà÷àëíîòî ïðèáëèæåíèå x0 = 2, äà ñå íàìåðè ñëåäâàùîòî ïðèáëè-
æåíèå íà êîðåíà íà óðàâíåíèåòî

x2 − 1 = 0
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