NP-II'bJIHU 3AJAYN

AjrropuTMUYIHATE 331891 Ce JIEJIAT HA PA3JIMIHA BHJIOBE CIIOPE]] BbpHATATA CTOHOCT (pe3yirara):
3aJla4un 3a pa3lo3HaBaHe, ONTUMU3AIMOHHN 33291, KOMOMHATOPHU 3aJIa9M U JIP.

SajilaunTe 3a pas3lio3HaBaHe BPbBINAT €JUH OUT, KOWTO MOXKE Jia Ce T'hJIKYBa KaTo da WA He —
OoTroBOp Ha 0011 BbiIpoc. ToecT TaxHATA BbpHATA CTONHOCT € OT JIOTMYECKU THI: UCTHUHA WU JIHXKA.
B nporpamen koj 1ie npejicraBsiMe oTToOBOpa da KaTo UCTHHA, & He — KATO JIbXKAa.

B onruMuzanumonHuTe 381291 ce ThPCU HAR-TOJIsIMA WM Hali-MaJjika CcToiiHOCT. Te ce cBeX)IaT
JIO 33J1a4M 3a Pa3lo3HaBaHe Ype3 3aMsHa Ha OUBIIHMSA U3XOJl C JOI'bJIHUTENIEH BXOJEH HapameTsp L:
“JlocTHzKUMa JIM € CTORHOCT, 10-rojsiMa (mo-Majka) or L7

B koMOunaTopHUTE 3370241 Ce ThPCU OPOAT HA HIKAKBU 00ekTu. U TO3M THI 3372491 Cce CBEXKIaT
0 3aJ1a9u 3a pasnosnaBane: ¢ CoiecTByBaT Jjin 1moHe L 0beKTa OT ChOTBETHUS BUI!

Tesu npeBpbIanus Ha THUIOBETE 3aJ@9U HU JABAT OCHOBAHUE M8 OTPEIUM IEHTPAJIHO MICTO
Ha 3aJa49uTe 3a paznosHaBane. OTTyK HATATDHK Ie pa3lJiekIaMe CAMO TAKUBa 3a/Ia4l.

BpeMmeBarta c/IoKHOCT Ha aJITOPUTHM pasIiekKIaMe KaTo (PYHKIUS Ha Tb/KHHATA 1 HA BXOJA.
KazBame, 1e ciokHOCTTA € TIOJIMHOMUAJIHA, AKO Ts € OFPAHUYEHa OTrope OT cTeleHHa (PYHKIINUSA HA N
C IslJ1 HEOTPUIATEIEH MOKa3ares (HEPaBEHCTBOTO € B ACHMMITOTUYEH CMUCHJ, TOECT HPU N — 0O).
Hanpumep mzpazute n’ log n u n'y/n, pasriexany IpocTo Karo byHKINI Ha 7, HE Ca IOJHMHOMH,
obate ca IIOJMHOMHAJIHE CJIOKHOCTH, 3aI[0TO Ca OIPAHUYeHH OoTrope or nd.

Tit kKaTo MOXKe Jla UMa Pa3JIMYHU BXOJHU JAHHU C €JHA U CbINA JbJLKUHA N, HEKA YTOYHUM,
e ce HHTepecyBaMe OT CJIOKHOCTTA IPU Hal-JIONIN BXOJIHU JIAHHU. AKO CTaBa JiyMa 3a OIeHKa OTTOPE,
TSI Ce OTHACS €IHAKBO 3a HAM-JIOIK BXOJIHHU JIAHHU W 338 BCUYKHU BXOJIHU JAHHU.

Cnbc 3naka P e npuero ja ce o3HavaBa KJIACHT HA AJTOPUTMUYHHUTE 33Ja9U 3a DPa3lO3HABAHE,
3a KOUTO ChINECTBYBa aJrOPUTHM C IOJMHOMHUAIHA BPEMEBa CJIOXKHOCT IIPU HaM-JIOIIH BXOIHU JAHHU.
[Tonexxe OJIMHOMUATHUTE CJIOXKHOCTHU Ca Hafl-MaJIKuTe, TO 3aj@a4duTre oT Kiaca P ce cmarar 3a JiecHu.
Tosa HeBuHATW € Taka B JEHCTBUTEIHOCT: aKO BPEMETO 3a 00pabOTKa € MOJUHOM OT BUCOKA CTEIICH,
TO MOYXKe J[a Ce OKaXkKe TBbPJE IoJIsIMO JIOPH 3a HEe MHOI'O JIbJru Bxoguu jJanau. Ho B moBeveTo ciaydan
Ta3WU IpeIeHKa e cMucjeHa: 3ajmaunTte oT P ce npuemar 3a JiecHH, a 3amadnte u3BbH P — 3a Tpynuau.

Hedopmanano kazano, NP e kirachT Ha aJIrOPUTMUIHATE 33191 3a Pa3llO3HABAHE, 38 KOUTO MMa,
Obp3 AJITOPUTHM 38 IIPOBEPKA HA MPEJJIOKEHO pertenne. “Bbps” 3Haun “c moJmHOMUAIHA CJI0XKHOCT .
Pazsnukara Mexiy pelaBane Ha 3ajlada 3a pa3lo3HABAHE U IIPOBEPKA HA IIPEJJIONKEHO DeIIeHue
MOZKE Jla Ce OHAIJIEJIU € BhIpocuTe: “ YpaBHeHuero a, + a,;« + ... + a,x™ = 0 uma i peasen kopen?”
o KODEH Jl1 € Ha ypaBHEHHeTO a, + a, & + ...+ a,z" = 07" Bropusar sbupoc
ChJIbp2Ka €JIMH BXOJIEH IIapaMeThbp MOBeYe — NPEJJIOKEHOTO DEIleHne T .

JlombTHUTETHUAT TTapaMeTbp odunmaino ce napuda cepruduxar. Toil TpsdOBa ma O0blie KbC
(rb/KuHATA My He OMBA J1a HAJXBDBPJIS IMOJMHOM Ha JbJZKHHATA HA OCTaHAJATAa YacT OT BXOJA),
MHade HUKON aJIropuThM He O MOI'bJI JOPH Jia IpoUueTe, KaMo Jii Ja IIpoBepu ceprudurata 6bp30.

ComecTByBanero Ha cepTudHuKaAT € 3ab/RKUTEIHO CaMo pu oTroBop da. Koraro nampumep
€JIHO AJITeOPUYHO ypaBHEHUE MMa PeajieH KOPEH, TOW MOXKe Ja Oble MpejioKeH KaTo cepTudUKAT.
Ho ako ypasHenmero HsiMa peajieH KODEH, HE € $sICHO KaKbB CEPTU(MOUKAT MOXKEM Jia IIPEJJIOKIM
B IIOTBbPXKJEHUE HA TO3U (DAKT.

Cera MoOxKeM Jia ChCTaBUM TOYHO ompesenenne: NP e kmachr Ha 3amaumnTe 3a pa3lo3HABAHE,
3a KOWTO CbINECTBYBA aJrOPUTHM C MOJMHOMUATHA BPEMEBA CJIOYKHOCT IIPU BCAKAKBU BXOJHU JAHHU,
[IPOBEPSBAII] OTTOBOPA da Ha 3aJ1a1aTa C IOMOIITA Ha IOI'bJIHUTEIEH TapaMeTbp, HapeueH cepTU(UKAT,
KOMTO 3aBUCH OT BXOJHUTE JIAHHU Ha 33/[a9aTa U YUATO JIbJKUHA € TOJUHOMHUAJIHA, CIIPSIMO TSXHATA.

BajiaunTe 3a pasio3HaBaHe, IIPUTEKABAIIN K'bC cepTudukar u 6bp3 (II0JMHOMEIAJEH) aJIrOPUTbM
3a IIPOBEpKa Ha OTIOBOP He, obpa3yBar Kiaca co-NP.

TouynoTo mocraBsine Ha BBLIPOCUTE HA AJTOPUTMUIHUTE 33Ja4d 33 PA3IO3HABAHE € BaXKHO
[I0PaJIid ACUMETPHUATA MEXK/y OTTOBOPUTE da U He.

OueBuHO €, e ako nMa O'bp3 aJTOPUTBM, KOWTO pernaBa 3a1adara, 0e3 J1a U3IM0JI3Ba CepTURUKAT,
TO CBIUAT AJCOPUTHM MOXKE JIa Ce M3MO0JI3Ba U 3a IIPOBEPKA HA OTTOBOPA C IIOMOIITA Ha cepPTUDUKAT:
aJITOPUTHMBT POCcTO TipeHedbpersa ceprudukara. 3arora P C NP u P C co-NP. Ilpesgnosara ce,
4e J[BeTe BKJIIOYBAHUS Ca CTPOT'U, HO 3acera HiAMa JIOKA3aTEJICTBO 3a TOBA IIPEJIIIOIOKEHIE.

n “Peasnoro 4ucio



Heka A u B ca asropurMmuunu 3agadn. IlosmHnoMuaina penyKknus oT 3aga4dara A KbM 3amadara B
Hapuydame ajropuThbM OT CJICTHUS BUJIL:

A (inputA: BXOJIHU JAHHU Ha 33/a49aTa A)
1) inputB < PEAYKIMA HA BXO/JA (inputA)
2) outputB < B(inputB)
3) outputA < PEIVKIUS HA U3XOJA (outputB)
4) return outputA

W3uckpa ce peyKiusTa Ha BX0/Ia U PEAYKIUITA HA U3X0A JIa UMAT [TOJUHOMUAIHA BPEMEBA CJIO2KHOCT
10 OTHOIIIEHNE Ha IbJXKUHATA Ha BXoma Ha 3amadara A. EnHara or aBeTe pelyKIMu MOXKe Ia JIMIICBA;
Halt-4ecTo TOBA € PeayKIMNATa Ha U3X0/a:

A (inputA: BXOJIHU JIQHHU Ha 38Ja9aTa A)
1) inputB <+ PEAVKLHNS HA BXOJA (inputA)
2) return B (inputB)

O6paTHO, OIpeIeJIeHNeTO MOXKe Jla Ce PA3IIupH, KATO Ce JIOIYCHEe MHOIOKPATHO U3BUKBaHE (B IUKbJI)
Ha 3ajadaTra [B; obadye OposST Ha M3BUKBAHUATA TPAOBA J1a € HOJMHOM OT JbJXKUHATA Ha BXoia Ha A.

Hanuuanero na nonunoMuasina pegaykiums ot A kbMm B ce 6enexku Taka: A xp B.

Hesaprcumo oT Buma Ha MOJIMHOMHUAIHATA PEAYKINs, HAJTMIHETO M MOKa3Ba, Je ako 3ajadara 3
MOXKE I3 Ce PeIId 3a IOJUHOMHUAJIHO BpeMe, TO M 3amadara A e pemmMa 3a IOJUHOMHUAJHO BPEME.
C moMomTa Ha KOHTPAIIO3WIMSA CIeABa, ¢ aKo 3ajadaTa A ¢ HepemmMa 3a IOJMHOMMAJIHO BpEMe,
TO U 3ajadaTa 3 He MOXKe JIa ce pellld 3a HOJMHOMMAJIHO Bpeme. Helno mosede, B IocJeHUS CJIydail
BpEMeBaTa CJIOKHOCT Ha 3ajadaTa [3 ¢ ropHa IpaHdIla 3a BpeMeBaTa CJOKHOCT Ha 3amadaTa A.
Axko 3amagara B Moxke ma ce pelln HampuMmep 3a BpeMe 37, TO peAyKLuaTa IPOU3BEXKIa alrOPUTbM,
KoiiTo pemasa 3a1adara A 3a Bpeme 3" + nosmroMm(n) = ©(3™). Humo He npedm ja ChIecTBYBa
71 10-0bp3 aIropuTbM 3a 3ajadara A — TakbB, KOITO He ce oOpblua KbM 3amadara B. Eto 3amo
3a 337191 M3BBH Kiaaca P Moxem medopmamio ja gerem obosHauerneto A o, B 10 ciieHus HaduH:
“Bamauara A e He mo-TpyaHa or 3ajgadara 3.”

PenyknusTa gecTo ce m3mosssa 3a 0JHU rpanunu, toect A e ussectHa, a B — HoBa 3ajada.
Torasa mpasum u3Boj (3a 3a1aun u3BbH P), ge 3amauara B e He mo-ecHa or A.

AnropuTMutHaTa 3a7aua 3a pasnosHasane B ce napnua NP-tpynna, ako VA € NP @ Ao, B.

Tosa onpejesienne e yao0HO 3a TEOPUSITA, HO HE U 33 IPAKTHKATA: aKO CE€ CTPEMMM Ja JOKaXKEM,
qe HaKOos 3a1ada € NP-Tpynna, He e jilecHO /1a cBeieM 10 Hes BCsKa 3ajada or NP.

Teopema: Axo C e NP-rpynna sanaua u C o<, D, to D cbio e NP-rpynna zazaqa.

Hoxkazarescrso: Illom C e NP-rpynna samaua, to VA € NP : Ao, C. Tlo yciosue C oc, D.
Caenosarenno VA € NP : Aoc, D. 3arosa D e NP-rpyana sajnava.

Tasu Teopema e mo-ya00HA OT OIpPEJEJEHUETO: JIOCTATHIHA € €JIHA PEeJyKIus, a He 6e30poii.
3a MpakTUIeCKOTO MPUIAraHe Ha TeOPEeMAaTa € HyKHO Ja 3HaeM J0cTaThIHo MHOT0 NP-Tpynnn 3a1adm.

Enna 3amaua 3a pasnosnasane ce Hapuda NP-rbiHa,
ako e NP-tpyraa u npunajyrexku Ha NP. C apyru aymm, i
NP-1rbiiauTE 3370291 ca Hall-TpynHUTE 3a1a9u B Kytaca NP.
ObparHo, 3amaunre or P ca Haii-iecHure 3agaun B NP.
Axo P # NP, 1o nukos 3amada or P nme e NP-mbina
U JBeTe MHOXKECTBa 3aeIHO He wu3dyepmBarT kKiaaca NP,
a ocraBaT T. Hap. NP-MexxIuHHN 331891, 38 KOUTO HSIMa
AJTOPUTDHM C MOJMHOMHUAHA BpeMeBa, CJIOXKHOCT, HO KOUTO
BblIpekn ToBa He ca NP-mrbaau. Ilonexke He e joKazaHo,
e P # NP, 1o 3a Hukos 3amada or NP He e curypHo,
ge ¢ NP-mexpunna.

NP-tpyaaun

Bpewmena ciioxkuOCT




BAXKHU AJITOPUTMUNYHU 3AJAYN OT NP

1) SAT (ynosnersopumoct Ha Jiormuecka (opmysia; or anri. satisfiability):
— Bxox: koHOHKTHBHA HOpMaJsHa dopma F.
— Bwupoc: F' yrnoiaersopuma, Jia €7

Teopema na Kyk—Jlesun: SAT e NP-mbiHa 3ama4a.

2) 2-SAT e gacren caay4vait ra SAT: Bcudaku Kiraysu ca JU3OHKIUE C JIBa OHMEPAHJIA.
Hpumep: (TVyYy AEVa)A(yVi).

Bagauara 2-SAT € P, Toecr 3a Hest chbiecTByBa 0bP3 (IOJUHOMUATIEH) AJITOPUTHM;
OCHOBABA Ce HA TbPCEHEe Ha KOMIIOHEHTUTE Ha, CHJIHA CBBbP3aHOCT Ha ITOIXOJAII rpad.

3) 3-SAT e uacren cayuail na SAT: Bcnukn Kiay3u ca AU3IOHKIMA ¢ TPH OIEPAHJIA.
Hpumep: (TVyVE)A({EVaVT).
3anadara 3-SAT e NP-mrbana.

YacTHusiT ciaydail He Moxke jia Obje mo-tpyjgen or obmus. [lpu 3amagara SAT ce ocbmecTBsBar
u asere Bb3MoxkHOCTH: 2-SAT e mo-jecua or SAT, a 3-SAT e c¢bc cbhmara tpyaHoct karo SAT.

4) SubsetSum (TbpceHe Ha MOIMHOXKECTBO ¢ JajeH cbop) e NP-rbina 3amaqa:

— Bxog: A[l . n] — TEJIU TOJIOXKUATENHU YUCTIa; S — IIAJI0 HEOTPUIIATEHO YUCIIO.
— Bwoupoc: S Mozke Jin Jia ce peacTaBu KaTo ¢Oop oT ejgemMeHTH Ha A [1 e n] ?
Tlo-dbopmamno: 3 u M C {1; 25 ... n} : Z A[k:] =57
keM

5) Partition (pasbuBane Ha MHOYXKECTBO Ha J[Be YacTH ¢ paBHU c6opose) e NP-mrbina 3amaua:
— Bxox: A[1...n| — uemn nonoxurenuu uncia.
— Bmwmpoc: A[l .. n] MOXKe JIN J1a, ce pa3bue Ha JiBe 4acTu ¢ paBHU cOopoBe?
TTo-dbopmamno: 3w M C {1; 25 ... n} : Z A[k] = Z A[k] ?
keM k¢ M

6) Basmauara 3a panunara e NP-nbina:

— Bxom: V[l .. n] n W[l .. n} — nean moaoxKureann duciaa; C' u L — 1menm HeoTPUIATETHN THUCIA.
— Bwupoc: 3 M C {1; 2 ... ;n}: Z W[k] <Cmn Z V[k] > L7
keM keM

7) “Uzomopden mogrpad” e NP-mrbana 3amaqa:
— Bxox: nBa rpada G u H.
— Bwupoc: G ebibpxka ju noarpad, nzomopden va H 7

8) “Uzomopduu rpadu” Bepositao e NP-mex qunna 3a1a4a:
— Bxox: nBa rpada G u H.
— Bwbupoc: Uzomopduu au ca G u H?

9) “Makcumanno crietanne’ e 3aa9a or P:
— Bxox: rpad G u ngio HeorpunareHo ynuciao L.
— Bwoupoc: G ebibpKa i cbieTanue ¢ moHe L pebpa?
Croueranue (cIBosiBaHe) ce HApU4Ya MHOXKECTBO OT pebpa, HUKOM JiBe OT KOMTO HSIMAT OOIL KpPaii.



10) “Bbpxoso mokpurue” e NP-bina 3amada:
— Bxox: rpad G u 150710 HEOTPHUIIATEIHO YUCTIO L.
— Bwoupoc: G npurexkaBa Jin BbPXOBO HOKPUTHE ¢ He moBede oT L Bbpxa?
BbpxoBo MOKpHUTHE € MHOXKECTBO OT BbPXOBE, ChIbPXKAIIO IIOHE €/INH Kpail Ha BCSIKO Pedpo.

11) “Tomuuupaimo muokecTBo” ¢ NP-nbsiHa 3a1a4a:
— Bxox: rpad G u 115110 HEOTpUTIATETHO IUCTO L.
— Boupoc: G mpurexkaBa 1 JOMUHUPAIIO MHOXKECTBO C He moBede oT L Bbpxa?
JloMuHMpAIIO € TaKOBa MHOYXKECTBO OT BbPXOBE, € BCEKU JIPYT BPbX € CbCEJIEH Ha HIKON OT TsIX.

12) “Kumka” e NP-mrbsina 3a1aqa:

— Bxox: rpad G u nguio HeorpunareHo ynciao K.

— Bwupoc: G cbabpika am Kiauka ¢ moHe (touno) K sbpxa?
Kiuka ce Hapu4a BcekH I'bjieH noarpad.

13) “Anrukinka” (“HesaBucumo muozkectso”) e NP-biana 3amaqa:

— Bxom: rpad G u g0 HeorpunaresHo qncyio K.

— Bwupoc: G cbibpika m aHTHKIMKA ¢ TI0HE (TouHO) K Bbpxa?
AHTUKIIKA ce HapWda BCEKU Mpa3eH moarpad.

14) Bagauure “Oitepos ubr” u “Oitsiepos kb’ ca or Kiaca P:
— Bxoxa: opuentupan win Heopuentupan rpad G.
— Bompoc: G ¢babpika i oityiepos bT (OHIepOB IMUKbIT) !
Eaun obr (MuKbI) ce HApuda oillepoB, aKO MIHHABA TOYHO BEJIHDBIK 0 BCSAKO pebpo Ha rpada.

15) “Xamuiaronos nbr” e NP-rbina 3aa4a:
— Bxom: opuentupan win HeopuenTupat rpad G u Hysa, eauH WX JBa Bbpxa s u t Ha G.
— Bwupoc: G cbbpika i XaMuIToHOB bT (0T S) (10 t)7?
Equn b ce Hapuva XaMHJITOHOB, aKO IIOCeIIaBa TOYHO BEIHbK BCEKH BPbX Ha rpada.
NP-1rbiiHu ca BCUYKE BApUAHTU — CbC WK 0€3 3a/1a/IcH HAaYaJIeH U KPAeH BPbX.

16) “Xamuironos nukbya’ e NP-mbiana 3amaua:
— Bxox: opuentupan wim HeopuenTupan rpad G.
— Borupoc: G ¢biybpKa T XaMUJITOHOB ITUKbJI!
Ejvn nukbi ce HApUya XaMUJITOHOB, aKO IOCEIaBa TOYHO BEJIHbXK BCEKU BPbX Ha rpada.

17) Bagauara 3a Tbproeekusi bTHEK € NP-mbina:
— Bxox: TeryioBen rpad G u peasino uucio L.

O6uknoBeno rpadbr G e wbieH, a YucjoTo L 1 Terjara Ha pedpaTa ca ITOJIOXKUTETHH.
— Bwoupoc: G ¢birbprka U XaMUJITOHOB IUK'BJI € JIbJKAHA, HeHaBuinasaiia L7

18) “Haii-jbsrbr npoct nbr” ¢ NP-mrbna 3aa4a:
— Bxox: opuenTupan nian sHeopueHTHpan rpad G (TErNIOBEH MM HETETJIOBEH );
HyJIa, €JINH UJIU JIBa Bbpxa § u t Ha G; peajHo ducjo L.
OG6uKHOBEHO YmMCJIOTO L 1 Terjiara Ha pebpara ca MOJOXKUTEHH.
— Bwupoc: G ebabpxka mm npoct bt (o1 s)(10 t) ¢ abirkuHa none L7
EjvH rbT ce Hapuva MIPOCT, aKO He MMOBTapsl BhPXOBE.

W3Bectru ca crorumu 3aja4un oT Kiaca NP, MHOro oT KONTO MMAT BaXKHU MPAKTUYECKH TTPUJIOKEHUS.
Tyk ce orpanmyaBame ¢ MPUIOKEHUS CIIUCHK.



SAJAYN 3A VIIPAKHEHUE

Bamaua 1. [a ce mokaxe, ge e NP-rbana aaropurMumanara 3agada Probleml:
— Bxox; A[l ce n] — IeJIN TOJIOYKUTEIHN Yucia; S u k — 1eJIi HeOTPULIATEIHI IUCTIA.
— Bworpoc: S Moxke Jin Jia ce MpecTaBd Karo cOop oT k-TU CTeleHd Ha ejieMeHTH Ha A [1 . n] ?
1\ k
[To-dopmasnno: 4 mu M C {1; 25 ... n} : Z (A[z]) =57
ieM

Pemenne: OueBugna e npunukara Mexay Probleml m SubsetSum. Ob6aue TpsibBa j1a BHEMaBame
3a [I0COKaTa Ha pelyKIusTa. EIHO pellleHne B IpelHa IOCOKa U3IVIEXKIa TaKa:

PrROBLEM1 (A[1...n], S, k)
1) fori%ltond(zj
2 Afli] « (Ali])
3) return SUBSETSUM(A[l...n], S)

[To-To4uHO, camMusaT aJrOPUTHM € BEpPEeH, HO He HU Ka3Ba HUIIO 33 TPYAHOCTTA Ha 3ajadara Probleml.
Crensa camo, 1e 3ajadara Probleml e me mo-tpyana or SubsetSum. OTTykK He MOXKeM ja paszbepem
naymm Probleml e NP-ubina 3agada, win npunajiexn Ha P. Moxe 0u npeiioKeHusaT ajropuTbM
e MpocTo baBeH MeTOJI 3a pellaBaHeTo Ha 3amadara Probleml, xoiito obade He M3K/II0YBA HAJIAINETO
Ha 6bp3 (IIOJIMHOMHUATIEH) aJIFOPUTBbM — TaK'b, KOHTO HE ce 00pbINa K'bM 3ajadara SubsetSum.

Tpsabea na cberaBuM noMMHOMUAIHA PeAyKIus B oOpaTHaTa mocoka: SubsetSum oc, Probleml.
Hedopmanano kazano, 3amadara SubsetSum e dwacreH ciydail Ha 3agadara Probleml mpu k= 1.
PopmMaIHOTO OlMCaHNe HA PEIYKIUATA U3TJIEXKA TaKa:

SUBSETSUM (A[1...n], 5)
1) k+ 1
2) return PROBLEMI (A[l...n], S, k)

Bbpsuna na penykrusra: Peaykiusara ce ¢bCcTOM B NPUCBOSIBAHETO, U3BBPIIBAHO OT pei Ne 1.
ToBa npucBosiBaHE H3pa3XojiBa KOHCTAHTHO BpeMme: ©O(1), KOETO € IOJIMHOM OT HyJIeBa CTEIlEH.
ToecT UBII'bJIHEHO € UBUCKBAHETO PEAYKIMATA J1a Oble MOJTMHOMUAIHA.

Kopexktnoct na peaykrmsta: V3sbpimiBame peauria OT TpeoOpasyBaHWsi, C T JIa MTPOBEPUM
JIAJIN PeJIyKIINsITa Clla3Ba U3UCKBAHUATA, Ha 3aja4daTa SubsetSum.
Konkpernust ajgropursbm SubsetSum (A[l . n], S) BPbINA CTOMHOCT “ncTuHa’.

:[I (or pex Ne 2 Ha ajropurbMa)

Problem1 (A[l .. .n], S, k) BpPbIIA CTOHHOCT “UcTUHA.
:[I (or mocranoBkara Ha 3ajadara Probleml)
IM C{1;2;...5n): > (Afi]) =5
ieM

:[I (k =1 cnopes pex N 1 Ha anropurbMma)

EIMQ{I;Q;...;n}: ZA[i]:S.

ieM
Karo nsocraBuM MexKJIMHHUTE PE3yJITaTH, HOJIyIaBaMe CJIeIHATa eKBUBAJEHTHOCT:
AnropurbMBT SubsetSum(A[l .. .n], S) BpbIna ‘ncruHa’ <= M C {1; 25 ... n} : Z A[z] =05.
ieM

Tora cbBHAIa ¢ OCTAHOBKATA Ha 3ajadaTa SubsetSum, cjiegoBaTeHO PeIyKIUsITa € KOPEKTHA.



Horyk mocrponxme momumHOMuaIHa peyknusg SubsetSum o, Probleml. Ot reopusra snaewm,
1e SubsetSum e NP-urbiina, cieroaresno NP-Tpynna 3aj1ada. B3 ocHOBa Ha ChOTBETHaTA TeOpeMa
3akjodaBamMe, 9e Probleml cbmo e NP-Tpygaa 3amga4a.

JlokazaTeiIcTBOTO Ha IOCJIEHOTO TBBPJEHUE HE ce HyXKJae OT HUIIO MOBeYe, HO BBIIPEKH TOBA
e MPUBEJIEM €IHO HWHTYUTHUBHO Pa3CbhXKIEHHE, C KOETO & OCBETJIMM MEXaHW3Ma Ha PeLyKIUsITa:
Homyckame, ye uma 6bp3 asropurbM 3a Probleml. /To6assime 6bp3ara peaykius (peg Ne 1 or koza)
u oty aBamMe 6bp3 aaropuTbM 3a SubsetSum. Ho criopen Teopusita nsima takbs (ocBer ako P = NP).
[Tonygenoro mporuBopevne MOKa3Ba, Ue HalPpaBeHOTO JO0IyCKaHe He e Oujio BsipHO. BsipHo e 0bparHoTO:
HE CbINEeCTBYBa ObP3 aaropuTbM 3a 3agadara Probleml.

Pascbxkaeruero or npeauiiaust ab3al] € HeTOYHO, 3aI0TO B HEro ce npejamnojara, e P #= NP,
u ce mpeHeOpersa KiaachbT Ha NP-MexxanaHnTe 331a4n. Bhapekn ToBa To e moIe3HO0, 3aI0TO MOKa3Ba,
KakK paboTH peryKIUsITa.

Horyk nokazaxme, ue Probleml e NP-tpynua 3amaga. OcraBa ga jgokaxkeMm, de Tsi € or NP.
3a 1esita TpsOBa A HPEIJIOKUM KbC CePTUPUKAT U ObpP3 AJITOPUTHM 3a IIPOBEPKA Ha OTTOBOD da.
[Tonexke BBIPOCHT ce OTHACH 3a CLINECTBYyBaHe, Hali-ymoOHO e ma m3bepeM 3a cepTuduKaT TOBA,
3a YHETO C'HINECTBYBAHE Ce IMMTa — MHOXKECTBOTO M OT MHIEKCHTE Ha eJIeMEeHTHUTE Ha UYNCTIOBUS MACUB,
n3bpaHu 3a obpa3yBaHe Ha cbopa. [lobpe e ma mpencTaBuM MHOKeCTBOTO M KaTo JIOTUYIECKH MAaCUB:
Taka n30ATBaMe MOBTOPEHUSITA HA WHIEKCH U TapaHTHpaMe, Y€ BCUYIKU WHIEKCH Ca JOIYCTHMM.

CHECKPROBLEM1 (A[1...n], S, k, M[1...n])
1) sum « 0

2) for i «+ 1 to n do

3) if Mi]

) sum <— sum + (A[z])k // Bbp3o crenenysane!

) return sum =S

W
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Ceprudurkarnor M [ln] e KbC, Thil Karo jbjoKuHaTa My O(n) e mosmHOM (OT I'bpBa CTEIEH)
Ha JbokuHaTa O(n + log S + log k) ma ocrananara dact or Bxoja. Besiko msmbianenue Ha peg Ne 4
uzpasxozsa Bpeme O(log k), ako ce usnossa 6bp30oTO crenenysane. Peiq Nt 4 ce u3mbiHsIBa N IbTH
B Hall-JIOMNs CJIydail — KOraTo BCUYKM ejleMeHTH Ha MacuBa M [1 . n] “MaT CTOMHOCT “mCcTUHA.
Ciiej1oBaTeTHO BpeMeBaTa, CJI0OZKHOCT Ha aJropuThbMa 3a [IPOBepKa B Hail-jomust cay4daii e O(n log k),
a TOBa e IOJIMHOM (0T BTOpa cTreleH) Ha jrb/pkuaara O(n + log S + log k) Ha Bxona 6e3 ceprudukara.
Tbit KATO CHIECTBYBA K'bC CePTUDUKAT U O'bP3 AJITOPUTHM 3a IIPOBEpKa, To 3a1adata Problem1l € NP.
[MTom Problem1 e NP-tpyana 3agada u npunagiexu Ha NP, to Ta e NP-mrbina.

Sabeneoscra: Axo pex Ne 4 or CheckProblem] usnosisBa 06MKHOBEHO BMECTO O'bpP30 CTEIIEHYBAHE,
To Bpemenara ciaoxkuocT Ha CheckProbleml B maii-nmommust ciydail me npurexkaba nopsiibk O(nk).
Ta3u CJI0KHOCT € IICEB/IONOJMHOMIANHA (BCHIHOCT eKCIOHEHIAIHA), 3a10TO k e BXOJ[HA CTOHOCT,
a He JbJDKUHA Ha Bxoja. biokunara (toect Gposit Ha nudpure) Ha ngmoro guciao k e O(log k).
Tasu peammzanust Ha CheckProbleml e 6aBHa: ¢ Hess He MoXKeM Jia JloKaxkeM, de Probleml € NP.
Eto 3ammo n3nomseameTo Ha GbP30TO CTEMEHYBAHE TYK € 38 TbJIXKUTEITHO.

3amaga 2. [a ce nokaxe, ge e NP-mrbHa anropurmuanara 3aada Problem?2:
— Bxox: meopuenTupan rpad G u gbpBo 1.
— Bworpoc: G ebabprka ju noarpad, nzomopden Ha 17

Pemtenne: Jlecno ce Buxkia, e Problem2 e wacren ciaydait Ha 3amadara “Uzomopden mogrpad”,
HO TOBa HE JOKa3Ba HUINO: JacTHuAT ciaydail ma NP-mbana 3agada Moxke a e, HO MOXKe U J1a He €
NP-ubina 3agaga. Obparno, B cuucbka ¢ NP-rbjian 3a/1a4u TpsabBa jia MOTHPCUM TaKaBa 3ajada,
KOSITO Jia ObJle dacTeH ciydaii Ha Problem2. 3a menra ce Hasara ja nsbepeM HOIXOAANO JTbPBO 1,
HaIPUMEDP HPOCT II'bT C N BbpXa, KbIETO 1 e OposiT Ha BbpxoBeTe Ha rpada G. Beceku mbr e abpBO
(r.e. monycruma croitHoct 3a T'), a MIOM CbIIbpXKa N BbpXa, TOW € XaMUJITOHOB I'bT B G.



Onuncanue Ha peayKiusdaTa:

XAMUJITOHOB II'bT (G: HEOPUEHTHPAH HETErJIOBEH rpad ¢ N Bqapxa)
) T+ (uy—uy— - —uy,)
2) return PROBLEM2 (G, T)

Bbp3una na penykiusara: Penykiuara ce cbcTon B mocTposiBaneTo Ha abpBoTo 1" Ha pem Ne 1.
Tosa nocrpoenne (n Bbpxa u n — 1 pebpa) orHema Bpeme ©(n), KOETO € IOJUHOM OT II'bPBa CTEIIEH.
ToecT UBII'bJIHEHO € U3UCKBAHETO PEAYKIMATA Jia Oble MOJTMHOMUAATHA.

Kopektaoct Ha penykmusara: Ot pen Ne 1 Ha Koma ciensa, 9e 1 e MpoCT I'bT, 8 OTTaM U IbPBO.
CreoBareiHO OOPBINEHNETO KbM 3ajadara Problem2 Ha pem Ne 2 e ¢ jomycTuMu BXOIHU JIAHHM.
OcraBa Ja IIpOBEpPUM JaJIN PEeAYKIUsITa ClIa3Ba N3NCKBAHUATA Ha 3ajadara “XaMIJITOHOB IIbT .

KoukperausT aaropurbMm “XaMIITOHOB IIbT” (G) BpBITA CTOMHOCT “ncTHHA’.

:H: (or peq Ne 2 Ha asropurTbMma)

Problem2 (G, T) BPbINA CTOWHOCT “ucTuHa’.

:II (or mocranoBKara Ha 3ajadara Problem2)

I'padbr G cbabprka nogarpad, nzomopder Ha 1bpBOTO 1.

:[I (T e mpocr wbT ¢ n Bbpxa cropes pex Ne 1 Ha ajropurbMma)
I'padbr G ChbIbpzKa OPOCT LT C N BbPXa, TOECT XaMUJITOHOB II'bLT.

Karo nzocraBuM MexKIUHHUATE PE3YITATH, IOIydaBaMe CJIeTHATa eKBUBAJIEHTHOCT:
AsropurbMbT “XaMUITOHOB BT (G) BpbIa “uctua’ <= rpadbrT G CbIbprKa XaMUJITOHOB II'bT.
Tosa cbBHaa ¢ MOCTAaHOBKATA Ha 3aadaTa “XaMUJITOHOB IIbT’, €TO 3all0 PEAYKIHNATa € KOPEKTHA.

11 raka, nma nonmHoMnanHa peayknus “XamunaToHos bt X, Problem2. Ot reopusra snaewm,
ge “XamumiaronoB nbr’ e NP-wrbina, cienosarenso NP-rpynna 3azada. OT cbhoTBeTHaTa TeopeMa
zaksodaBamMe, de Problem2 cobmo e NP-Tpygaa 3amga4a.

Heka rpadbr G uma n Bbpxa u m pebpa, a abpeoro 1 uma t Bbpxa. ToraBa T uma t — 1 pebpa.
3a ceprudukar Ie MU3M0/JI3BaMe MACUB OT IIeJId YTHCIIa F[l .. .t}, KOHMTO Ompesesisi ChOTBETCTBUETO
Mex 1y BbpxoBere Ha T u G: F [z] e BbpxbT Ha (G, chorBeTcTBaIl Ha BpbX N ¢ Ha 1.

CHECKPROBLEM2 (
(G: HeopueHTHpaH HeTerJIoBeH rpad ¢ n BbpxXa u m pedpa;
T: nbpBo ¢ t Bbpxa u t — 1 pebpa;
F[1...t]: macus or nemn uncia // cepruduxar

1) if t>n

2) return false // G me moxe na coabpxka 1.

3) for k + 1 to t do

4) if F[k] <1 or F[k|>n

5) return false // Hesammaen nomep na Bpbx or G.

6) for k + 1 tot—1 do

7) for / + k+1 to t do

8) if F[k]=F[(]

9) return false // IloBropenne na BbpxOBe.

10) if F[k] € Adj (F[]) # ke Adj_(¢)

11) return false // HecborBercrBue na pebpa.
)

—_
\)

return true



AHaju3 Ha ajropuTbMa 3a npoBepka: Haii-jomusT ciaydait e, KOorato cepTudUKaThT € BaJIUIEH.
Torasa anropuThHMBT U3IMILIHABA BCHUKU ITPOBEPKU HA cepTuUdUKATA U NPUKI0YBA upe3 pex Ne 12.
Pesx Ne 1 mzucksa koncranrtao Bpeme: O(1). Lukbabr ¢ nagano ua peg Ne 3 mspasxonsa Bpeme O(t).
Pemose Ne 8 1 Ne 10 ce usnbiHsaBAT 00IIIO @(tQ) IIbTHU 3apajn IUKJINTE ¢ Hadaa Ha pemoBe Ne 6 m Ne 7.
Besika otmestna mposepka na pes Nt 8 oraema Bpeme ©(1), wo pex Nt 10 cbirbprKa 1B CKPUTH MUK bJIA:
IIPOBEPKUTE 3a IIPHUHAIAJIEC2KHOCT Ha €JIEMEHT KbM CIHUCbK H3UCKBAT O6XO)K,ZLaHe Ha JBaTa CIIMCbKa.
Emunuar cuucbk ¢babp:Kka He 1MoBede OT m pebdbpa, a IpyrusaT — He moBede or ¢ — 1 pebpa. 3aToBa
BCSIKO OTJIEJIHO u3IrbjHeHue Ha pej No 10 uzpasxoisa speme O(m + t), a o610 3a 1esusi aaropuTbM
BPEMETO € O(tz(m + t)) To3n u3pa3 — MOJUHOM OT TpeTa CTEleH — IPEeJCTaB/IsSIBa I'OPHA DAHUIIA
Ha BpeMeBaTa CJIOKHOCT Ha ajropuTbMma. Cienosaresno Problem2 € NP.

[MTom zamauara Problem?2 e NP-tpyana u npunamiexxu aa NP, to T e NP-rbina.

3anmaga 3. 3ajauara “B opuentupan rpad G uma M XaMUJITOHOB I'bT OT BbpXa S JI0 Bbpxa t7”
octaBa jiu NP-rpyraa, Koraro rpadpbr G e 1aByjesen?

Pemenne: Jla, sagagara octapa NP-tpynna. Heka osnagaum ¢ Problem3 ciywast Ha asymesier rpad,
a ¢ “XaMuaTOHOB I'bT’ — 06U cirydail (KOraro OpueHTHPAHUAT HeTeryioBeH rpad G e Ipou3BOJIEH).
[le cBegem obmust cirydaii 10 9acTHUsI, KATO peobpasyBaMe JTaJIeHus IPOU3BOJIEH rpad B JABY/IEJIEH.
DopMaJHOTO ONMCAHKME HA PELyKIUsITa U3TJIEXkK A TaKa:

XAMUJITOHOB II'bT (G: OPUEHTHPAH HETEIJIOBEeH rpad; s u t: BbpXOBe Ha G)
1) (G, s,y ty,) < TIPEBP'BIIAHE HA OPMEHTHPAH PA® B [IBY/IE/IEH (G, s, t)
2) return PROBLEM3 (G, Sout * tin)
IIpeBpbimanero Ha mpoussojeH opueHTupan rpad G B aByneneH G ce U3BbLPIIBA MO CJCIHUA HAYIH:
— 3a Beekn or BbpxoBeTe s U ¢ Ha G Cb3JaBame 10 eJIMH HOB BpbX Ha G — CBHOTBETHO S W L. .

— 3a Beekn Jpyr BpbX v Ha G cb3faBame jBa Bbpxa Ha G M ru cBbp3Bame ¢ pebpo: v, — v
— Ilpenebpersame pebpata Ha (G, KOUTO BJIU3AT B § WM U3JIU3AT OT .
— 3a Begko apyro pebpo u — v Ha G cb3faBame pebpo U, — v, .

-

Bbpsuna Ha pegyknusara: Beeku Bpbx 1 Besiko pebpo Ha G ce 06paboTBAT 32 KOHCTAHTHO BPEME.
CresioBaTesiHo 00IIOTO BpeMe Ha peJyKiusTa (ToecT BpeMero 3a usirbjiHeHne Ha pej Ne 1 or kosa)
e JIMHEIHO, a OTTaM U IMOJIMHOMUAJIHO CIPSMO pa3Mepa Ha G.

KopekrnocTTa Ha pe/lyKiusaTa ciejiBa OT JiBe TBbPJICHU:
— II'vpso, rpadbr G e npynenen. Tosa TBbpienne rapanTupa, 1e Ha 3ajadara Problem3 ce nomasar
JIOITYCTUMU BXOIHU JAHHU. 38 JJOKA3aTEJICTBO € JOCTAThIHO J1a 3abesIeKuM, de BbpxoBeTe Ha rpada G
ca OIBETEHN B JiBa I[BsiTa — in M out, KaTo Kpauiara Ha BCsKO pebpo ca Pa3HOIBETHHU 110 OCTPOEHHUE.
— Bropo, G cbabpKa XaMHUITOHOB II'BT OT S 10 . <= G ChAbpKa XaMUJITOHOB II'bT OT S 1O t.
B nocoka orjisicHO HAJIBO TOBa TBBLPJIEHHE CE JOKa3Ba TaKa: ako Sry...zt € XaMUJITOHOB I'bT B (7,

x .2z .t e xXamumaronos rbT B (. Ob6parHara UMILIMKAIMs Ce JOKa3Ba

To 8 inTout YinYout * * * %in“out lin

out
Bb3 OCHOBa Ha TOBA, Y€ BCEKHM XaMUJITOHOB I'bT OT S_ . Jio L. B rpada G peaysa Bbpxose in u out,
KaTO CJIeJ] BCEKH BDPBX iN BejaHara maBa ¢IHOMMEHHHST My BPbX out (cmopes mocrpoenuero na ().
ToecT BCcekM XaMMJITOHOB BT OT S, J0 t. B rpada G uMa BUJR S T, Ty Yo Yoo 2 Zoueti
Torapa sxy ...zt e XaMuITOHOB ITbT B G.

N Taka, nma mosuHOMHAJIHA PEAYKINA ‘XaMUJITOHOB IIbT” Xp Problem3. Ot Teopusita 3HaeM,
ge “XamuiaronosB wbr’ e NP-Tpyana 3amada. Cinemosaresno Problem3 cobmo e NP-Tpynma.

3abenesicka: Moxkem ma HapaBuM rpada JBy/eseH, 100aBsailkiu Bp'bX 110 CpejiaTa Ha BCIKO pebpo.
To3u HaYMH € IPUIOKUM M KbM HEOPUEHTHUpAHU rpadu, HO He BbLpIK paboTa B HACTOAIIATA 3aa4a;
G cbabpka XaMUWITOHOB T <= (G CbbprKa II'bT, KOMTO € eJJHOBPEMEHHO XaMUJITOHOB U ONJIEPOB.



