V3IUT O JU3AHH U AHAJIU3 HA AJITOPUTMHU
3A CIIEHUAJTHOCT “KOMITIIOTBPHU HAYKHN” — 2. KYPC, 1. IIOTOK

(CY, ®MU, 17 ABI'YCT 2020 I'))
Ykazanusa:
1) ImeHnara Ha BCUYKH AITOPUTMHU M CTPYKTYPH OT JJaHHU Ja ca Ha OBJITapCKu €3UK.
2) Ako copTupaTe HIKaKBU JIaHHU, YTOYHSBAWTE BUJIa HA U3II0J3BaHAaTa COPTUPOBKA.
3) Pemienusita 1a 6baT ONMKUCaHU TOAPOOHO.
4) MoxeTe J1a U3I0J3BaTe HaroTOBO BCUYKU JITOPUTMH, U3YUCHH Ha JICKIHH.

3anaua 1. Jlanenu ca nBa macuBa A[l...m] u B[1...n] or peannu uucna, m < n.
Tbpcu ce OpoATr Ha HapeneHuTe IBOMKH (a ; b), 3a xouto a € A4, be B u a<b.
CbcraBeTe anropuTbM, KOUTO IpecMaTa ThpceHHUs: Opoit 3a Bpeme O((m + n) log m)
IpU BCAKAKBH BXOJHHU JaHHU. ONHILIETE aJrOpUThbMa C JIyMU Bb3MOXKHO HaM-ACHO.
Hamnpagsete meiana nemonctpanus 3a MmacuBute 4 = (10;5;8) u B=(3;20;6; 7).

3agaua 2. lmarte naHHU 3a pa3nUuUMATa MEXKIY BCEKH JIBa OT 71 IllaMa Ha BUPYC.
Paznuuusita ca npeAcTaBeHU KaTO peaiHd HEOTPULIATEIHHU yuciaa — Opol pa3iuyus
B F€HOTHUIIOBETE WJIM B MPOLIEHTa HA CMBbPTHUTE Ciy4yau U T.H. He € Ba)KHO KaKk TOYHO
ca U3MEpEeHU paszinuusAtra. Moxke Ja He ca MOJyYeHM 4pe3 M3BaXKJaHE Ha 4YHCIa,
T.€. MOXE J1a HE ca Pa3jMKU B apUTMETUYHHS CMHCHJ. 3HAETE CaMO, Y€ JBa IIama
CHM TMpUIMYAT TOJKOBA IIOBEYE, KOJIKOTO IIO-MalKa € pa3jiuKaTa MEXIy TsiX.
[Ipennonarare, 4e BCUYKM IIAMOBE ca IMPOMU3JIE3JIM 4Ype3 MyTallud OT €AUH IIaM,
HO HE BM € U3BECTHO KOU € ToW. Mckare na Bb3CTAaHOBUTE UCTOPUATA HA BUpPyCa —
KO I1aM OT KOM Apyr IIaM IpoMu3Xoxkaa npsxo. OnpocTsaBare Ta3u TPyJIHA 3a/1aya:
OTKa3BaTe Ce J1a ThPCUTE I'bPBUS 1AM M II0COKATa Ha POJICTBO (CTUra BU J1a 3HAETE,
4ye mamMbT 4 € Npou3JA3bi NPAKO OT 5 uim oOpaTHO, HO HE € BaXKHO KOE OT JIBETE).
HyxHo e mpenmono)keHue, MOYMBAIIO Ha (paKTa, Yye MyTallMM HACTBIIBAT PSAKO.

[IpencraBeTe BXOJHUTE aHHU 4ype3 rpad: KakBO ca BbpPXOBETe U pedpara my?
®opMynupaiTe THPCEHOTO B TEPMUHUTE Ha Ipau: YTOUHETE MPEATOI0KEHHETO
3a Majkus o6 Opoit myTtanuu. CBejeTe penieHrueTo 10 Mo3HaTa 3ajada 3a rpadu.
N30epere Hal-Obp3us alropuThbM M YTOUHETE peanu3anusata my. OOOcHOBeTe ce,
KaTo CPaBHUTE BPEMEBUTE CIOKHOCTHU (3aBUCEIIM CaMO OT 71) IPU HAN-JIOIIN JaHHHU.

3amaua 3. ChcTaBeTe arOPUTHM ChC CIOXKHOCT 1Mo Bpeme O(n) u o namet O(1),
KOHTO TIpecMsATa MO KOJKO HAauyWHA MOXEM Ja pa3[eliuM #n TPHUITETd Ha TPYIH,
aKo BCsSKa Trpyma TpsOBa Ja ce ChCTOM OT JBamMa AyIIM HJIM OT CaM 4YOBEK.
Omnwumere anroputbMa Ha Cu WM Ha MCEBAOKON Kato QyHKIuUsS int F (int n).

3anaua 4. Jlokaxere, ye anroputMuuHara 3agava Problem4 e NP-mrbiana.
Bxon: 1) neopuentupan rpad G c n Bbpxa u m pebdpa;
2) aBe nenu Heotpuuarennu uncia K u L, kato K < L.
Bonpoc: G chabpxa M Kiauka ¢ Opoil BbpxoBe Mexay K U L BKIIOYUTETHO?
Beuuku anroputmu (BKJI. peAyKIUsATa) J1a Cc€ ONMMIIaT Ha nceBaoko uiu Ha Cu.



PEINIEHU

3apaua 1 ce pemaBa upe3 copmupane, OCIEABAHO OT O8OUUHO MBPCEHE:

1) Coprupame macuBa A[1...m] 3a Bpeme O(m log m) ¢ HsKos1 ObpP3a COPTUPOBKA,
HaIpUMep C MUPaAMHUIATHO COPTUPAHE WM COPTUPAHE YPe3 CIMBAHE.

2) Uannmanu3upame ¢ Hysia eIuH Oposd d.

3) 3a BCsIKO LsUI0 YKCIO0 k OT 1 10 n BKII. HAMUpPAME C JBOMYHO ThPCEHE MACTOTO p
Ha eneMeHTa b = B[k] B coprupanust macuB A[1l...m] u nobassiMme p KbM d.

4) Bpbiiame nocieaHaTa CTOMHOCT Ha Oposiua d.

THil KaTo MEXAy €JIEeMEHTHUTE Ha MACHUBUTE MOXE J1a MMa PaBHHU, HEKA YTOUYHUM:
JIBOMYHOTO ThPCEHE OT cThiKa No 3 € opraHu3upaHo Mo TaKbB HAYWH, Y€ J1a HAMHUPA
Hal-ToJIeMHs] UHJEKC p, 3a KOUTO A[p] <b. Axko HsIMa TakbB MHJEKC, ToraBa p = (.
C npyru aymu, p € 6posart Ha n1Borkute (a ; b), 3a KOUTO a < b, KbJIETO a MpoOsrBa A4,
a b = B[k] e dukcupano. Ho mom uHAEKCHT k ce MeHU OT 1 10 7 BKIIFOUUTEIHO,
TO B KpaliHa cMeTKa b mpoOsTBa 1eaus MacuB B, T.e. mpeOposiBaT ce BCUYKHU JBOMKH,
3a KouTo @ € A, b € B u a <b. OOuusaT um Opoit € cOOPHT OT CTOMHOCTUTE HA P,
a TOil ce HATPYIBA MOCTENEHHO B MPOMEHIINBATA d, TAKa 4e MOCIIEHATA M CTOHHOCT
€ ThbKMO COOPBT OT CTOMHOCTUTE Ha p, TOECT OpOSAT Ha HapeAeHHUTE OBOUKU (a ; D),
3a KouTo a € A, be B u a<bh.

AHanu3 Ha BpemeBara clIoKHOCT: [IbpBara crbnka (coptupanero Ha A[1. .. m])
u3ncKBa Bpeme O(m log m) B HaW-JIOMMS Cioydald, MPU YCJIOBHE Y€ C€ M3IO0JI3BA
HAKOS Obp3a COPTUPOBKA, HANPUMEpP MUPAMUJIATHOTO copTupaHe. Broparta crTbika
(MHULMaNM3UpaHeTo Ha Oposiya ¢ HyJia) oTHeMa Bpeme O(1). JIBOWYHOTO ThpceHe
Ha BCEKHU OTJHEJICH eJIeMEHT b B copTtupanus macuB A u3paszxojisa Bpeme O(log m),
a 00110 3a BCUYKHUTE 7 eJeMeHTa Ha MacuBa B — Bpeme O(n log m). CnenoBaTeHo
BpPEMETO Ha LeNus anroputTsem € O((m + n) log m).

3agaua 2. IlpencraBsiMe BXOJHUTE JAHHU C ITBJIEH HEOPUEHTHPAH TEIJIOBEH rpad:
BbpXOBETE Ha Trpada ChOTBETCTBAT HAa Pa3IMUYHUTE IIAMOBE Ha BUpYyca (n Ha Opoi);
¥Ma peOpo MeXIy BCEKH JiBa BbpXa; TEMJIOTO Ha BCAko pebpo { X; V } e maneno
peasHO HEOTPHUIATETHO YHUCIO — MspKa 3a pa3jiukara Mexay IjamoBere X u V.
Hcropusta Ha BEpyca € KOPEHOBO IbPBO: KOPEHHT CHOTBETCTBA HA POJOHAYATHUKA,
pebpara Ha IHPBOTO Ca OPUEHTUPAHU B IMOCOKA OT KOPEHA KbM JIUCTATa U MOKa3BaT
KOM IIaM OT KOM MHpou3xoxkaa mpsiko. To3um moarpad € MMEHHO ABPBO, 3aLIOTO
BCEKH IllaM C M3KJIIOYEHUE Ha POJOHAYATHUKA MPOU3XO0XKJA MPSKO OT €IUH JIPYT.
Tbif KaTO BCUYKH 1IaMOBE ca MPOU3Ie3IH (IIPSIKO UM HETPSAKO) OT pOJOHAYATHUKA,
TO IBPBOTO TpsiOBa Ja ChABPKA BCUYKH BBPXOBE Ha rpada, ToecT TpsOBa aa Obue
HEroBO TOKPHBAIO IBPBO. IIpeamnonoxkeHnero 3a Hall-MaabK 00N Opol MyTaluu
O3HAYaBa, Y€ ThPCHUM IOKPUBAIIO JHPBO C Hal-Mal’bK cOOp OT TerjaTa Ha pedpara,
TOECT MUHUMAIHO ROKpUsauwjo 0wvpeo. ONPOCTABAHETO HA 3ajladyaTra C€ ChCTOU
B OTKa3 OT ThPCEHE Ha KOpPEHa Ha JABPBOTO W OpPUCHTAIMATa Ha pedpara My;
HE MOXKEM Jla TM HaMepuM Oe3 IOMBIHUTEIHHU MPEIINOIOKCHUS.



MuHHIManHO MOKPUBAILO ABPBO CE THPCHU C HAKOW OT CIECJHUTE AJITOPUTMH:
— anzopumwvma Ha Kpyckan, peanuzupan ¢ nomouira Ha crpykrypara Union-Find;
BpeMeBaTa cloxkHOCT ¢ O(m log m) = O(n” log n) npu HAi-TONIN BXOIHHN JAHHH;
— anzopumvma na Ilpum—ZApruk, TpOrpaMUpaH 4pe3 HPUOPUMEMHA OnAuIKa,
peanusupana c nupamuda na Pubonayu; BpeMeBara CjI0KHOCT Ha Ta3u Bepcus €

O(m + n log n) = ©(n”) npu HaH-NOIIM BXOIXHY TaHHN.
[Tpu mpeoOpa3yBaHeTO Ha U3PA3UTE 3a CJIOKHOCTTA CE BH3MOI3BaXME OT PABEHCTBOTO
m = ©(n”). To Bax<H 3a IbIHH rpadH, KAKHBTO € TpadbT OT HACTOSIIATA 3a/[aua.
Ot n* = o(n® log n) cnenpa, ue m0-66p3 ¢ arcopumvmvm na Hpum—~Apnux,
peanusupad ¢ nupamuoa Ha Pubonauu.

3agaya 3 MOXEM J1a pelIUM C OUHAMUYHO NPOZpamMupane: OTHAYAIIO s peniaBaMe
3a O-MaJIKi CTOMHOCTH Ha 71, TOCJE OT TAX MOJydyaBaMe PEIICHUTA 3a MO-TOJEMHU 1

C NOMOILITAa Ha PEKypeHTHOTO ypaBHEHWE a, = a,_1+(n—1)a,_, 3a Vn>3.
ToBa ypaBHeHHE € CHCTAaBEHO 4pe3 pas3riekIaHe Ha JBa ciaydas 3a A-THS 4YOBEK:

— AKO ocTaHe caM, Apyrure n — | mpuArenu ce pasnpenersiT 10 d, | HadyuHa.
— AKoO ce rpynupa ¢ HIKOro OT ApPYruTe #n — 1 4OBEKa, TO OCTAHAIMUTE 7 — 2 MOraT

Jia c€ Pasnpenessr o a, _, HauuHa.
Havanuu ycnoBusi: a; = 1, 3amoTo cam 4oBeK MOXke Ja Objae “‘paszmpeneneH’

10 ¢JMHCTBCH HAa4YMH — KAaTO OCTAaHC CaM, a IIbK d) = 2, 34al10TO 3a ABaMa AyIIN
nMa IB€ BB3MOXKHOCTH: Ja CC O6€I[I/IH51T B ¢IHa Irpyna WMJIKM BCCKH [a OCTAaHC CaM.

3abenexka: Moxe fa ce 700aBU €MH WICH B HAYAJIOTO Ha peauniaTa: ag = 1.

3ano4BalKu OT HAYAJIHUTE YCIIOBHS, HAMAPAME d,, OT PEKYPEHTHOTO YPaBHEHHE.
Ot Hero cieqBa, 4e 3a BCSIKa CTOMHOCT B peIuLaTa ca Hy»HHU CaMoO JBE€ IPEIUIIHU.

Omnucanue Ha AJIrOpHUTbMaA Ha ICCBJOKO/I:

F LAJIO T[IOJIOXMTEJIHO YMCJIIO)
ifn=1

2 return 1

a <« 1 // Bpoi pasmnpenejieHus npm n = 1.

b « 2 // Bpol pazmnpenejyieHus Opu n = 2.

(n:
1)
)
3)
4)
5) ¢ « 2 // Bpoml pasnpenejyieHusa Opu n = 2.
6) for k < 3 to n do

7) c « b+ ax(n-1) // Bp. paznp. Ha kK NPUATEINU.
8) a «< b // Bp. pasnp. Ha k-1 npuaresm.
9) b « c // Bp. pas3np. Ha k OpuaTesm.
0)

1 return c // Bp. pas3np. Ha n OpuUITesIN.

ANTOpPUTBMBT UMa CIIOKHOCT 1O BpeMe ®(n) 3apaau HuKbIa ¢ Hayano Ha pea Ne 6.
Cnoxnoctra o namer ¢ O(1): mokamHuTe MPOMEHIIMUBU @, b U ¢ ca 1eau Yucia.



3agaua 4. Tosa, uye anroputmMuyHaTa 3amada Problem4 e NP-tpyana, ce mokassa
9ype3 MOJMHOMHAIHA peaykmus: 3amavara “Kmmka” oc p Problem4:

Onucanue Ha peAyKIHUATA HA IICEBIOKO/I;

Knmka (G: rpad ¢ n BBpxXa M m pebpa; K: uamno uucio) // K= 0
// O@yHKUMATA BpBIlAa ‘MUCTHMHA <> G mMMa KJIMKa C nohHe K Bbpxa.
1) L «< n

2) return Problem4 (G, K, L)

Penykuusara e moJvHOMUaNHA, 3al[0TO MBPBUST PEll c€ M3MBbIHSABA 3a Bpeme O(1),
KOETO € MOJIMHOM Ha n OT HyJIe€Ba CTEIEH.

KopektHocT Ha penykiusra:
Oyuknuara “Knuka”, uzBukana ¢ aprymenTd G u K, Bpbina “uctuHa’.
§ (OrpenNe2.)
Problem4(G, K, L ) Bpbiia “uctuna’.
§ (Ot nocranoBkaTa Ha 3agavyata Problemé4.)
I'padbr G chabpxa KiauKa ¢ Opod BbpXxoBe Mexkay K U L BKIIOUYUTEIHO.
) (Ot pen Ne 1 cienpa, ue L =n.)
['padbT G chabpxa KiaMKa ¢ Opoit BbpXxoBe Mexay K U n BKIIOUUTEIHO.
(' (BposT Ha BEpXOBETE Ha KJIMKATA 110 HPUHIMII He HAAXBBPIIA 71.)
I'padbr G chabpxa kiauka ¢ none K BbpXa.
Toect dpynknusara “Knuka”, nzBukana ¢ aprymenTd G u K, Bpbina “uctTuHa’” <
rpadgpT G chAbpXKA KIUKA ¢ TOHE K BbpXa.

Ta3u eKBHBAJICHTHOCT TOYHO ChBIIaJla C MOCTaHOBKaTa Ha 3ajadara “‘Kimka”,
CJIEIOBATEIIHO PEAYKIMITA € KOPEKTHA.

MosxeM Ja MU3I10JI3BaMC€ JPYIusia BapHaHT Ha 3aJadara “Knnka” — TOo3H, B KOMTO
y b
CC ThPCH KJIMKa C TOYHO OIIPCACIICH 6p01>i BBPXOBC.

OnucaHue Ha pelyKUMsITa Ha TICEBAOKO/I:

Knvka (G: rpad ¢ n BBpxXa M m pebpa; K: usamgo uucio) // K= 0
// ®YHKLUMATaA Bpblla “‘UcTrHa <> G MMa KJIMKaA C TOUHO K BBpxa.
1) L « K

2) return Problem4 (G, K, L)

Penykuusara e nmojJiMHOMUANHA, 3alI0TO MBPBUST Pell ce M3MbIHABA 3a Bpeme O(1).

KopexkTHOocTTa Ha penyKuusATa ce J0oKa3Ba MOJ00HO Ha MpEIWIIHATa, CaMO Ye cera
OposT HA BBPXOBETE Ha KiMKaTa € Mexay K u K BKIIOUYHUTETHO, TOSCT TOUHO K.



3a na pmokaxem, ye Problem4 € NP, TpsbBa ma cbcraBuM OBp3 airopuTbM
3a TpoBepKa Ha mpeanoxkeHo pemeHue. Ceptudukar me O0bae MOIMHOKECTBOTO
OT BBpPXOBE, KoeTo oOpa3yBa ThpceHara kiuka. llle ro mpemcraBum c momornra
Ha Jiorndyecku MacuB P[l...n].

CheckProblem4 (G: rpad ¢ n BBpxa M m pebpa, K, L, P[1...n])
1) cnt « O

2) for k <« 1 to n do

3) if P[k]

4) cnt <« cnt + 1

5) if cnt < K or cnt > L

6) return false // BpoaT Ha BBpxXoBeTe He e Mexny K u L.
7) for k <« 1 to n-1 do

8) if P[k]

9) for s <« k+1 to n do

10) if P[s]

11) if s ¢ Adj (k) // Jluricea pedpo.

12) return false // P He omnmMcBa KJIMKA.
13) return true

Tyk Adj(k) e cnucbkbT Ha pebpara, msznusamu OT BpbX Ne k Ha Tpada G.
3a ynoOCTBO MpeAcTaBsiMe BCAKO peOpo upe3 HoMepa Ha Bbpxa Ha JAPYrus My Kpai.

Ceptudukarst P € KbC, 3a110TO IBDKHUHATA MY /1 € TIOJTMHOM (OT ITbpPBa CTETICH)
Ha ThDKUHATa O (n + m) Ha BXoja Ha 3amadara Problem4 — Tpoiikata (G ; K ; L).
HukbabT ¢ Havano Ha pex Ne 2 u3pasxoasa Bpeme O(n). [[Bata BIOXEHU LUKbBIIA,
3amouBam Ha penose Ne 7 u Ne 9, ca npuunna 3a O(n”) m3mbiaenus Ha pex Ne 11,
a BCSIKO OTJIENHO u3IIbiaHeHue Ha pex Ne 11 chbabpxa CKpPUT HUKBI, KOUTO 00X0XK1a
cnucbka Adj(k), unsTo TBIDKHMHA € He TTOBeUe OT m, T.. Oposi Ha BCUUKku pedpa Ha G.
CrnenoBaTellHO aNTOPUTHMBT 3a MIPOBEpPKA HA MPEIOKEHO PEIICHHE C€ M3IBJIHIBA
3a Bpeme O(n°m) Tpu BCSAKAKBM BXOJHHM JIAHHHM, TOECT BPEMETO HA ANTOPHTHMA
€ OrpaHMYEeHO OTrope OT MOJMHOM (OT TpeTa CTENeH) Ha Ab/DKMHATa Ha BXOJa
Ha 3a7a4ara Problem4.

[Ilom nMa kbC cepTudukat u Obp3 ANTOPUTHM 3a IpoBepka, To Problem4 € NP.

Twit kaTo Problem4 e NP-tpyana 3agaua ot NP, To 151 € NP-bina.

CXEMA 3A TOYKYBAHE

Bceska 3amaua Hocu 1o 20 Touku ¢ u3kiroueHue Ha 3amada 4. Tg wocu 40 Touku:
— 20 Touku 3a ycraHoBsiBane, 4e Problem4 € NP;
— 20 Touku 3a nokazarenctBo, ye Problem4 e NP-tpynna 3anaua.



