
Ãëàâà 1

Óâîä

1.1 Êàêâî ïðåäñòàâëÿâàò ÷èñëåíèòå ìåòîäè?

Íàé-îáùî êàçàíî, ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñà òåõíèêè, ÷ðåç êîèòî ìàòåìàòè÷åñêè çà-
äà÷è ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèä, â êîéòî ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè ñ ïîìîùòà íà
àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè. Âúïðåêè ÷å èìà ìíîãî âèäîâå ÷èñëåíè ìåòîäè, òå èìàò
îáùà õàðàêòåðèñòèêà � èçèñêâàò ãîëÿì áðîé àðèòìåòè÷íè ïðåñìÿòàíèÿ. Åòî çà-
ùî òÿõíîòî ïðèëàãàíå ñòàâà ïîñðåäñòâîì èìïëåìåíòèðàíåòî èì â êîìïþòúðíè
ïðîãðàìè.

Îáèêíîâåíî ÷èñëåíèòå ìåòîäè âêëþ÷âàò àïðîêñèìàöèÿ (ò.å. ïðèáëèæåíèå)
íà îðèãèíàëíàòà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à. Åòî çàùî ãîëÿìà ÷àñò îò òÿõ ìîæåì
äà ðàçãëåæäàìå êàòî òåõíèêè çà ïðèáëèæåíîòî ðåøàâàíå íà äàäåíà ìàòå-
ìàòè÷åñêà çàäà÷à ïîñðåäñòâîì àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè.

Ïðåäè äà ïðåìèíåì êúì ðàçãëåæäàíåòî íà êîíêðåòíè ÷èñëåíè ìåòîäè, íåêà
ðàçãëåäàìå âúïðîñà çàùî èçîáùî å íåîáõîäèìî òÿõíîòî èçïîëçâàíå. Ìàòåìàòè-
êàòà å åçèêúò, íà êîéòî ñå îïèñâàò ïðîöåñèòå îò ñâåòà îêîëî íàñ. Çà äà èçó÷èì
äàäåí ðåàëåí ïðîöåñ èëè äà ðåøèì äàäåíà ïðàêòè÷åñêà çàäà÷à, íèå òðÿáâà äà
îïðåäåëèì êîè ñà îñíîâíèòå õàðàêòåðèñòèêè, êîèòî ãè îïèñâàò � òîâà ñà íÿêàê-
âè âåëè÷èíè, êîèòî äàâàò èíôîðìàöèÿ çà ñúîòâåòíèÿ ïðîöåñ (íàïðèìåð âðåìå,
ñêîðîñò, òåìïåðàòóðà, ñèëà, áúðçîäåéñòâèå íà àëãîðèòúì, êîìïðåñèÿ íà äàííè
è äð.). Âåëè÷èíèòå ñå èçìåðâàò â äàäåíè ìåðíè åäèíèöè, ò.å. èì ñå ñúïîñòàâÿò
íÿêàêâè ÷èñëåíè ñòîéíîñòè. Èçó÷àâàéêè äàäåí ïðîöåñ, íèå èñêàìå äà èçó÷èì
çàâèñèìîñòèòå ìåæäó âåëè÷èíèòå, êîèòî ãî îïèñâàò, êàòî çà öåëòà ñúçäàâàìå è
èçñëåäâàìå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë íà ïðîöåñà.

Íàé-îáùî êàçàíî, ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë å îïèñàíèå íà íÿêàêúâ ðåàëåí
ïðîöåñ èëè ðåàëíà çàäà÷à íà åçèêà íà ìàòåìàòèêàòà. ×åñòî òîâà ñòàâà ÷ðåç
ôóíêöèÿ èëè óðàâíåíèå (èëè ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ), ìíîãî ÷åñòî � äèôåðåíöè-
àëíî, ñâúðçâàùî âåëè÷èíèòå, îïèñâàùè ïðîöåñà. Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë îáà÷å
ìîæå äà ïðåäñòàâëÿâà è äðóã ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò. Íàïðèìåð, èçñëåäâàéêè åä-
íà êîìïþòúðíà ìðåæà, ìîæå äà ñå íàëîæè ðåøàâàíåòî íà çàäà÷à îò òåîðèÿ íà
ãðàôèòå.

Öåëòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå å äà ñå îïèøå äàäåíèÿò ïðîöåñ è
ïî-äîáðå äà ñå ðàçáåðàò ìåõàíèçìèòå, êîèòî ãî îáóñëàâÿò, êàêòî è, åâåíòóàëíî,
äà ñå íàïðàâÿò êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè è/èëè ïðåäâèæäàíèÿ çà áúäåùîòî ìó
ïîâåäåíèå.

×åñòî â ëèòåðàòóðàòà ñå äàâà ñëåäíàòà ñõåìà, îïèñâàùà ìåòîäîëîãèÿòà íà
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ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå:

Äà êîìåíòèðàìå íàêðàòêî åòàïèòå, îïèñàíè â íåÿ.

1. Èìàéêè íÿêàêâà ðåàëíà çàäà÷à, ïúðâîòî, êîåòî òðÿáâà äà íàïðàâèì, å
äà ôîðìóëèðàìå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë, êîéòî äà ÿ îïèñâà. Çà öåëòà
òðÿáâà äà îïðåäåëèì îñíîâíèòå âåëè÷èíè, êîèòî õàðàêòåðèçèðàò ïðîöåñà
(îò ãëåäíà òî÷êà íà ìàòåìàòèêàòà � ïðîìåíëèâè è ïàðàìåòðè), è äà ñúñòà-
âèì ìàòåìàòè÷åñêàòà çàäà÷à, êîÿòî ãè ñâúðçâà (íàïðèìåð äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå, îïòèìèçàöèîííà çàäà÷à è äð.). Âàæíî å äà ñå èìà ïðåäâèä, ÷å
âñåêè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë å åäíà àáñòðàêöèÿ, èäåàëèçàöèÿ íà
ðåàëíèÿ ïðîöåñ. Â íåãî òðÿáâà äà èìà áàëàíñ � îò åäíà ñòðàíà, ìîäå-
ëúò òðÿáâà äîñòàòú÷íî ïîäðîáíî äà îïèñâà ïðîöåñà, òàêà ÷å ðåçóëòàòèòå
îò íåãî äà áúäàò ïîëåçíè, íî, îò äðóãà ñòðàíà, òðÿáâà äà å äîñòàòú÷íî
ïðîñò, çà äà ïîçâîëÿâà ìàòåìàòè÷åñêî èçñëåäâàíå. Âñåêè ìîäåë ñå áàçèðà
íà íÿêàêâè äîïóñêàíèÿ (àáñòðàêöèè), êîèòî ïîçâîëÿâàò îïðîñòÿâàíåòî íà
ðåàëíàòà ñèòóàöèÿ. Ïðè ñúçäàâàíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë èçïîëçâàìå
ôèçè÷åñêè çàêîíè, îáóñëàâÿùè ïðîöåñà, è ìàòåìàòè÷åñêè òåõíèêè, çà äà
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ (èëè äðóãè îáåêòè), ñâúðçâàùè ïðîìåíëèâèòå. Â ñè-
òóàöèè, êîãàòî íå ñà èçâåñòíè ôèçè÷åñêè çàêîíè, êîèòî äà íè ðúêîâîäÿò,
ìîæå äà å íåîáõîäèìî äà ñå ñúáåðàò äàííè îò åêñïåðèìåíòè, íà áàçàòà íà
êîèòî äà ñå ñúñòàâè ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë.

2. Èìàéêè ïðåäâèä, ÷å ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë íà åäèí ïðîöåñ ïðåäñòàâëÿ-
âà ìàòåìàòè÷åñêà çàäà÷à, âòîðèÿò åòàï å äà ðåøèì òàçè çàäà÷à è äà
ïîëó÷èì ìàòåìàòè÷åñêè çàêëþ÷åíèÿ. Â íàñòîÿùèÿ êóðñ íèå ùå ðàç-
ãëåäàìå èìåííî òåõíèêè, êîèòî ùå ìîæåì äà èçïîëçâàìå â òîçè
åòàï. Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å ïðàêòè÷åñêèòå çàäà÷è âîäÿò òâúðäå
÷åñòî äî ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è, êîèòî íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè ñúñ ñòàí-
äàðòíèòå àíàëèòè÷íè òåõíèêè. Êàêòî çíàåì, äîðè ïðîñòî èçãëåæäàùè àë-
ãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ êàòî ïîëèíîìèàëíèòå óðàâíåíèÿ îò ïåòà è ïî-âèñîêà
ñòåïåí â îáùèÿ ñëó÷àé íå ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè òî÷íî. Ñúùîòî ñå îòíàñÿ
çà ïîâå÷åòî îïðåäåëåíè èíòåãðàëè è äð. Âúïðåêè òîâà îáà÷å ñúùåñòâóâàò
òåõíèêè çà òÿõíîòî ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå è èìåííî ñ òàêèâà ùå ñå
çàïîçíàåì â êóðñà ïî ×èñëåíè ìåòîäè çà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.
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3. Ñëåä êàòî ñìå ðåøèëè (â íÿêàêúâ ñìèñúë) ìàòåìàòè÷åñêàòà çàäà÷à, ñëåä-
âà äà èíòåðïðåòèðàìå ðåçóëòàòèòå îò ãëåäíà òî÷êà íà ðåàëíèÿ
ïðîöåñ.

4. Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ðåçóëòàòèòå çà ðåàëíèÿ ïðîöåñ, êîèòî ïîëó÷èõ-
ìå, ñà ñëåäñòâèå íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ ìîäåë, à íå íà ñàìèÿ ïðîöåñ. Îò äðóãà
ñòðàíà, êàçàõìå, ÷å ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë å åäíà àáñòðàêöèÿ íà ðåàëíèÿ
ïðîöåñ, ò.å. ìîæå è äà íå ãî îïèñâà äîñòàòú÷íî äîáðå. Çàòîâà å íåîáõîäèìî
äà íàïðàâèì ïðîâåðêà äàëè òåçè ðåçóëòàòè ñúîòâåòñòâàò íà ðåàë-
íîñòòà. Àêî òîâà å òàêà, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å ìîäåëúò íè å óäà÷åí. Â
ïðîòèâåí ñëó÷àé ñå âðúùàìå â íà÷àëîòî è òðÿáâà äà ìîäèôèöèðàìå ìî-
äåëà òàêà, ÷å òîé äà îòðàçÿâà äåéñòâèòåëíîñòòà ïî-äîáðå. Ñ äðóãè äóìè,
ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå å åäèí èòåðàòèâåí ïðîöåñ.

1.2 Ìîäåëèðàíå ñ äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

Ñëåä êàòî ñå çàïîçíàõìå ñ ìåòîäîëîãèÿòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå, íåêà
äà ñå ôîêóñèðàìå âúðõó ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå ñ äèôåðåíöèàëíè óðàâ-
íåíèÿ. Êàêòî ñïîìåíàõìå, çà äà îïèøåì äàäåí ðåàëåí ïðîöåñ èëè ïðèëîæåí
ïðîáëåì, íèå ñå ñòðåìèì äà íàìåðèì çàâèñèìîñò ìåæäó îñíîâíèòå âåëè÷èíè,
êîèòî ãî õàðàêòåðèçèðàò. Îáèêíîâåíî íåçàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè, êîèòî ó÷àñò-
âàò â ìàòåìàòè÷åñêèÿ ìîäåë, ñà òðèòå ïðîñòðàíñòâåíè ïðîìåíëèâè � x, y, z è
âðåìåòî t.

Íå å òðóäíî äà âèäèì, ÷å íåùàòà îêîëî íàñ ñå èçìåíÿò � êàêòî ñ âðåìåòî,
òàêà è ïðè ïðîìÿíàòà íà òî÷êàòà îò ïðîñòðàíñòâîòî. Îò ìàòåìàòè÷åñêà ãëåäíà
òî÷êà, òîâà îçíà÷àâà, ÷å ïîâå÷åòî ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íåìèíóåìî ùå ñúäúð-
æàò ïðîèçâîäíè ïî îòíîøåíèå íà âðåìåòî è ïðîñòðàíñòâåíèòå ïðîìåíëèâè èëè
ïî-òî÷íî ùå ïðåäñòàâëÿâàò çàêîíè, ñâúðçâàùè îñíîâíèòå âåëè÷èíè è òåõíèòå
ïðîèçâîäíè . Òîâà ïðàâè åñòåñòâåíî ðàçãëåæäàíåòî íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâ-
íåíèÿ êàòî îñíîâíî ñðåäñòâî íà ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå.

Îò äðóãà ñòðàíà, íà ïðàêòèêà, òðóäíî ìîæå äà ñå íàìåðè îáëàñò îò íàóêà-
òà è òåõíîëîãèèòå, â êîÿòî äà íå ñå èçïîëçâà àïàðàòúò íà ìàòåìàòè÷åñêîòî
ìîäåëèðàíå.
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Â ðåàëíî âðåìå ñå èç÷èñëÿâàò òðàåêòîðèèòå íà ñàòåëèòèòå. Ñàìîëåòíèòå èí-
æåíåðè ñèìóëèðàò îáòè÷àíåòî íà êðèëàòà íà ñàìîëåòà îò âúçäóøíèÿ ïîòîê
è íàïðåæåíèÿòà, âúçíèêâàùè â íåãîâàòà ñòðóêòóðà. Ñòðîèòåëíèòå èíæåíåðè
ñèìóëèðàò ïîâåäåíèåòî íà äàäåíà ñãðàäà ïðè ðàçëè÷íè ñèòóàöèè. Îò èêîíîìè-
÷åñêà ãëåäíà òî÷êà, òåçè êîìþòúðíè ñèìóëàöèè ïîçâîëÿâàò ïåñòåíåòî íà ìèëè-
îíè, òúé êàòî íå å íåîáõîäèìî äà ñå ïðàâÿò ïðîòîòèïè, ÷ðåç êîèòî äà ñå òåñòâàò
âñè÷êè âúçìîæíè ïîâåäåíèÿ íà ñèñòåìàòà.

Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè è êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè ñå ïðàâÿò îùå çà ïðåäâèæ-
äàíèÿ â îáëàñòòà íà ìåòåîðîëîãèÿòà, çà îïèñâàíå íà ðàçëè÷íè ïðîöåñè â ìåäè-
öèíàòà (íàïðèìåð ïîòîêà íà êðúâòà), çà îïàçâàíå íà îêîëíàòà ñðåäà (íàïðèìåð
çà ñèìóëàöèÿ íà ðàçâèòèåòî íà äàäåí ïåòðîëåí ðàçëèâ) è ò.í.

Ðàçáèðà ñå, ñúùåñòâóâàò è äðóãè âèäîâå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè, îñâåí äè-
ôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð â ïîñëåäíèòå ãîäèíè âñå ïîâå÷å ñå ãîâîðè
çà �big data� è ñå ðàçâèâàò àëãîðèòìè çà îáðàáîòêàòà íà òåçè ãîëåìè ìàñèâè
îò äàííè. Âñå ïàê îáà÷å äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ îïèñâàò îãðîìíà ÷àñò îò
âúçíèêâàùèòå ðåàëíè çàäà÷è.

1.3 Êëàñîâå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è çàäà÷è,

êîèòî òå îïèñâàò

Îñíîâíèòå äâà êëàñà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñà îáèêíîâåíèòå è ÷àñòíèòå
äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

1. Îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ). Òîâà ñà óðàâíåíèÿ,
â êîèòî ó÷àñòâà íåèçâåñòíà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà è íåéíèòå ïðî-
èçâîäíè. Íàïðèìåð òúðñèì ôóíêöèÿ u(x) òàêàâà, ÷å

u′′(x) + u′(x) = x+ 1.

Ðàçãëåæäàíåòî íà ÎÄÓ å åñòåñòâåíî íàïðèìåð â ñëåäíèòå ñëó÷àè.

• Ðàçãëåæäàéêè ñòàöèîíàðíîòî ñúñòîÿíèå íà äàäåí ïðîöåñ, âðåìåòî íå
ó÷àñòâà êàòî íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà.

� Àêî ìîäåëèðàìå îáåêò, êîéòî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî åäíîìå-
ðåí (íàïðèìåð êàáåëúò íà èçîáðàæåíèåòî ïî-äîëó, êîéòî å äúëúã
è òúíúê), å åñòåñòâåíî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ äà å íà åäíà íåçà-
âèñèìà (ïðîñòðàíñòâåíà) ïðîìåíëèâà (ò.å. òúðñèì u(x) =?).
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� Ñúùîòî ñå îòíàñÿ è â ñëó÷àÿ, êîãàòî ïðîöåñúò, êîéòî îïèñâàìå,
ñå õàðàêòåðèçèðà ñ îïðåäåëåíà ñèìåòðèÿ. Íàïðèìåð, àêî èìàìå
ðàäèàëíà ñèìåòðèÿ, êàêòî å â ñëó÷àÿ ñ ðàçïðîñòðàíåíèå íà òîï-
ëèíàòà ïî-äîëó, íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ ùå áúäå u(r), êúäåòî r å
ðàçñòîÿíèåòî äî öåíòúðà.

• Äðóãàòà ïðèíöèïíà ñèòóàöèÿ, ïðè êîÿòî íåèçâåñòíîòî å ôóíêöèÿ íà
åäíà ïðîìåíëèâà, å ñëó÷àÿò, êîãàòî ìîäåëèðàìå õîìîãåíåí ïðîöåñ.
Àêî ñðåäàòà å õîìîãåííà, ò.å. èçñëåäâàíàòà âåëè÷èíà íå çàâèñè îò
òî÷êàòà â ïðîñòðàíñòâîòî, åäèíñòâåíàòà íåçàâèñèìà ïðîìåíëèâà å
âðåìåòî, ò.å. òúðñèì u(t) =?.

Êàòî ïðèìåð ìîæåì äà äàäåì ïðîöåñèòå â õîìîãåíåí áèîðåàêòîð (âæ.
ñõåìàòà ïî-äîëó). Â íåãî èìà ñèñòåìà çà õîìîãåíèçèðàíå íà ñðåäàòà
(íàïðèìåð áúðêàëêà), êîÿòî îñèãóðÿâà ðàâíîìåðíî äîñòèãàíå íà õðà-
íèòåëíèòå âåùåñòâà äî îðãàíèçìèòå, îòãëåæäàíè â ðåàêòîðà. Òîãàâà
êîíöåíòðàöèÿòà èì ùå çàâèñè ñàìî îò âðåìåòî, íî íå è îò òî÷êàòà â
ïðîñòðàíñòâîòî.
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×åñòî, ïðåäïîëîæåíèåòî çà õîìîãåííîñò ñå ïðàâè êàòî ïúðâî ïðèáëèæåíèå
ïðè ìîäåëèðàíåòî íà äàäåí ðåàëåí ïðîöåñ, êîéòî âñúùíîñò íå å õîìîãåíåí.

2. ×àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (×ÄÓ). Â ÷àñòíèòå äèôåðåíöè-
àëíè óðàâíåíèÿ, êàêòî ïîäñêàçâà èìåòî èì, íåèçâåñòíèòå ñà ôóíêöèè íà
íÿêîëêî ïðîìåíëèâè è ó÷àñòâàò òåõíèòå ÷àñòíè ïðîèçâîäíè. Íàïðèìåð
òúðñèì ôóíêöèÿ u(x, y) òàêàâà, ÷å

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Íà òîçè åòàï ùå ñå îãðàíè÷èì äî òîâà äà íàïðàâèì êëàñèôèêàöèÿ íà
×ÄÓ, êîèòî ùå ðàçãëåæäàìå â êóðñà, ïî îòíîøåíèå íà ïðîìåíëèâèòå,
ó÷àñòâàùè â íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ. Â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè ó÷àñòâà
âðåìåâàòà ïðîìåíëèâà, èëè íå, ãîâîðèì çà íåñòàöèîíàðíè è ñòàöèîíàðíè
çàäà÷è.

• Ñòàöèîíàðíèòå çàäà÷è (â êîèòî íå ó÷àñòâà âðåìåòî t) áèâàò 2-ìåðíè
(íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ å u(x, y)) è 3-ìåðíè u(x, y, z). Òå îïèñâàò ðàâ-
íîâåñíîòî ñúñòîÿíèå íà äàäåí ïðîöåñ.

• Íåñòàöèîíàðíèòå çàäà÷è îïèñâàò âðåìåâàòà åâîëþöèÿ íà äàäåí ïðî-
öåñ. Òå ìîãàò äà áúäàò 1-, 2- èëè 3-ìåðíè. Ñúîòâåòíî íåèçâåñòíàòà
ôóíêöèÿ å u(x, t), u(x, y, t), u(x, y, z, t).

Ñúùåñòâóâàò îùå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñúñ çàêúñíåíèÿ, èíòåãðî-äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ è äð., íî òå îñòàâàò èçâúí ðàìêèòå íà íàñòîÿùèÿ êóðñ.

1.4 Ïðèìåðè çà ÎÄÓ

Òóê ùå ðàçãëåäàìå ñàìî íÿêîëêî ïðèìåðà çà ÎÄÓ, êîèòî ùå èçïîëçâàìå ïî-
íàòàòúê êàòî ìîäåëíè çàäà÷è, âúðõó êîèòî ùå èçëîæèì è èçñëåäâàìå ðàçãëåæ-
äàíèòå ÷èñëåíè ìåòîäè. Ïîâå÷å ïðèìåðè ñ ïðèëîæíà çíà÷èìîñò ùå ðàçãëåäàìå
â ÷àñòòà �Case Study�. Ðàçíîîáðàçíè ïðèìåðè ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè è â [8].
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• Âàæíà ïðè÷èíà çà çíà÷èìîñòòà íà äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ å ôàêòúò,
÷å ãîëÿìà ÷àñò îò çàêîíèòå íà ôèçèêàòà, õèìèÿòà è ò.í. ïðåäñòàâëÿâàò
èìåííî äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Êàòî ïðèìåð ùå äàäåì ôóíäàìåíòàë-
íèÿ çàêîí íà Íþòîí, íà êîéòî ñå îñíîâàâà îïèñâàíåòî íà âñÿêî äâèæåíèå
â êëàñè÷åñêàòà ìåõàíèêà:

F (t) = ma(t) =⇒ F (t) = m
d2u

dt2
,

êúäåòîm å ìàñàòà íà äàäåíî òÿëî, F (t) è a(t) ñà ñúîòâåòíî (ðåçóëòàíòíàòà)
ñèëà, äåéñòâàùà âúðõó òÿëîòî, è óñêîðåíèåòî â ìîìåíòà îò âðåìå t, à u(t)
å îòìåñòâàíåòî íà òÿëîòî ñïðÿìî íà÷àëíèÿ ìîìåíò.

È òàêà, Çàêîíúò íà Íþòîí ïðåäñòàâëÿâà åäíî ÎÄÓ îò âòîðè ðåä (ò.å. â
íåãî ó÷àñòâà âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u).

• Ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå íàâëèçà âñå ïîâå÷å â îáëàñòòà íà áèîëîãè-
ÿòà (çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ âæ. íàïðèìåð êëàñè÷åñêàòà ìîíîãðàôèÿ [7]).
Íèå ùå ñå ñïðåì íà äâà êëàñè÷åñêè ìîäåëà (ìîäåëèòå íà Ìàëòóñ è Âåð-
õúëñò), îïèñâàùè ðàçâèòèåòî íà äàäåíà ïîïóëàöèÿ, êàòî ïúðâî ùå èçâåäåì
ìîäåëà íà Ìàëòóñ. Çà öåëòà ùå îçíà÷èì ñ u(t) ÷èñëåíîñòòà íà ïîïóëàöèÿòà
â ìîìåíòà îò âðåìå t. Òîãàâà u(t + ∆t) ùå áúäå ÷èñëåíîñòòà íà ïîïóëà-
öèÿòà â ìîìåíòà îò âðåìå t + ∆t. Èçìåíåíèåòî âúâ âðåìåâèÿ èíòåðâàë
[t, t+ ∆t] ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè â ñëåäíèÿ âèä:

u(t+ ∆t)− u(t) = r∆t u(t), (1.1)

êúäåòî r å êîåôèöèåíòúò íà åñòåñòâåí ïðèðàñò çà åäèíèöà âðåìå. Ìîæåì
äà ðàçäåëèì äâåòå ñòðàíè íà ∆t:

u(t+ ∆t)− u(t)

∆t
= ru(t) (1.2)

è àêî ïóñíåì ∆t äà êëîíè êúì 0, òî ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ÎÄÓ îò ïúðâè
ðåä ïî îòíîøåíèå íà u:

du

dt
= ru.

Òîâà óðàâíåíèå, êàêòî è âñÿêî äðóãî ÎÄÓ ïðåäñòàâëÿâà çàêîí, ïîêàçâàù
ñêîðîñòòà íà èçìåíåíèå íà òúðñåíàòà ôóíêöèÿ è êàòî òàêîâà èìà áåçá-
ðîé ìíîãî ðåøåíèÿ. Çà äà ìîæåì äà îïðåäåëèì åäíîçíà÷íî åäíî ðåøåíèå,
å íåîáõîäèìî äà íàëîæèì è íà÷àëíî óñëîâèå, ò.å. â ñëó÷àÿ äà ôèêñèðà-
ìå ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà â íà÷àëåí ìîìåíò, â êîéòî òÿ å èçâåñòíà.
Ñúâêóïíîñòòà îò ÎÄÓ è íà÷àëíî óñëîâèå ñå íàðè÷à çàäà÷à íà Êîøè. Â
êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé òÿ èçãëåæäà òàêà

du

dt
= ru, t ∈ (t0,∞)

u(t0) = u0,

êúäåòî u0 å êîíñòàíòà. Ëåñíî ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å

u(t) = u0e
rt

å ðåøåíèå íà ìîäåëà íà Ìàëòóñ. Òî îòêðèâà åäèí ñúùåñòâåí ïðîáëåì
íà òîçè ìîäåë � ïðè r > 0 òîé ïðåäâèæäà íåîãðàíè÷åíî íàðàñòâàíå íà
ïîïóëàöèÿòà, êîåòî, ðàçáèðà ñå, íå å ðåàëèñòè÷íî.
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• Çàêîí íà Âåðõúëñò çà ëîãèñòè÷åí ðàñòåæ. Òîé ñå îñíîâàâà íà èäåÿòà, ÷å
ñúùåñòâóâà ìàêñèìàëíà ÷èñëåíîñò K, êîÿòî æèçíåíàòà ñðåäà ìîæå äà
ïîääúðæà. Ñëåäîâàòåëíî, àêî u = K, òî ïîïóëàöèÿòà íå áè òðÿáâàëî äà
ñå èçìåíÿ ïîâå÷å, ò.å. du/dt = 0 ïðè u = K. Òÿ òðÿáâà äà íàìàëÿâà ïðè
u > K è äà ðàñòå ïðè u < K. Òåçè íàáëþäåíèÿ ñå îïèñâàò îò ìîäåëà

du

dt
= ru(K − u), t ∈ (t0,∞)

u(t0) = u0.

Òî÷íîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè å

u(t) =
Ku0e

Krt

K + u0(eKrt − 1)
.

Çàäà÷à 1. Äàäåíè ñà äàííè çà ðàçâèòèå íà áèîëîãè÷íàòà ïîïóëàöèÿ Paramecium
aurelia:

áðîé äíè 0 2 4 6 8 10 12 14
áð. Paramecium aurelia (â êàïêà) 4 10 46 66 70 69 71 71

Äà ñå ïðèáëèæàò, êàòî ñå èçïîëçâà:

• ìîäåëúò íà Ìàëòóñ ñ êîåôèöèåíò íà ïðèðàñò r = 0.55;

• ìîäåëúò íà Âåðõúëñò ñ êîåôèöèåíò íà ïðèðàñò r = 0.012.

Ðåøåíèå. Îò äàííèòå â òàáëèöàòà ìîæå äà ñå çàáåëåæè, ÷å â íà÷àëíèÿ ìîìåíò
å èçïúëíåíî u(0) = 4 èëè ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî òî÷íî ðåøåíèå çà ìîäåëà íà
Ìàëòóñ u(t) = 4e0.55t, òúé êàòî r = 0.55.

In[27]:= plot1 = ListPlot@880, 4<, 82, 10<, 84, 46<, 86, 66<, 88, 70<, 810, 69<, 812, 71<, 814, 71<, 816, 71<<, PlotStyle ® RedD;
plot2 = Plot@4*E^ H0.55* tL, 8t, 0, 16<D;
Show@plot1, plot2D

Out[29]=

5 10 15

10

20

30

40

50

60

70

Ïðè ìîäåëà íà Âåðõúëñò òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì ìàêñèìàëíàòà ÷èñëåíîñò íà
ïîïóëàöèÿòà, êîÿòî ìîæå äà ïîääúðæà æèçíåíàòà ñðåäà. Îò äàííèòå ìîæå äà
ñå âèäè, ÷å òÿ å K = 71, òúé êàòî ìèêðîîðãàíèçìèòå äîñòèãàò òàçè ìàêñèìàëíà
÷èñëåíîñò è ñëåä òîâà íå íàðàñòâàò ïîâå÷å.
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In[82]:= plot3 = Plot@H71*4*E^ H71*0.012* tLL � H71 + 4* HE^ H71*0.012* tL - 1LL, 8t, 0, 16<, PlotRange ® AllD;
Show@plot3, plot1D

Out[83]=
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Ãëàâà 2

×èñëåíè ìåòîäè çà ÎÄÓ îò ïúðâè

ðåä

Òâúðäå ìàëêî ÎÄÓ, âúçíèêâàùè â ïðàêòèêàòà, ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè àíàëè-
òè÷íî. Òàêèâà ñà íàïðèìåð óðàâíåíèÿòà ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, ëèíåéíèòå
óðàâíåíèÿ è äð. (çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ � âæ. [2, 8]). Åòî çàùî íàé-÷åñòî çà òÿõ-
íîòî ðåøàâàíå å íåîáõîäèìî èçïîëçâàíåòî íà ÷èñëåíè ìåòîäè. Åäèí íà÷èí çà
÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà ÎÄÓ å äà ïðèáëèæèì ïðîèçâîäíèòå â äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå ïî ïîäõîäÿù íà÷èí.

2.1 Ïðèáëèæàâàíå íà ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿ íà

åäíà ïðîìåíëèâà.

Ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿ ìîæå äà áúäå äåôèíèðàíà êàòî

f ′(t) = lim
∆t→0

f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
.

Òàçè äåôèíèöèÿ íå å âúçìîæíî äà ñå ðåàëèçèðà â êîìïþòúðíàòà àðèòìåòèêà,
òúé êàòî âñè÷êè ÷èñëà â êîìïþòúðà ñå ïðåäñòàâÿò ñ îïðåäåëåí áðîé çíà÷å-
ùè öèôðè ñëåä äåñåòè÷íàòà òî÷êà. Ñëåäîâàòåëíî áèõìå ìîãëè äà ïðèáëèæèì
ïðîèçâîäíàòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

f ′(t) ≈ f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
, (2.1)

êàòî èçáåðåì ∆t äà áúäå ôèêñèðàíî ìàëêî ÷èñëî (íàïðèìåð ∆t = 0.001).
Àêî ïîëîæèì ôîðìàëíî ∆t = −∆s âúâ ôîðìóëà (2.1), òî ùå ïîëó÷èì äðóã

íà÷èí çà ïðèáëèæàâàíå íà ïðîèçâîäíà:

f ′(t) ≈ f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
=
f(t−∆s)− f(t)

−∆s
=
f(t)− f(t−∆s)

∆s

èëè

f ′(t) ≈ f(t)− f(t−∆t)

∆t
. (2.2)

Êàòî ñúáåðåì ôîðìóëèòå (2.1) è (2.2), ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî:

f ′(t) ≈ f(t+ ∆t)− f(t−∆t)

2∆t
. (2.3)
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