
Ãëàâà 2

×èñëåíè ìåòîäè çà ÎÄÓ îò ïúðâè

ðåä

Òâúðäå ìàëêî ÎÄÓ, âúçíèêâàùè â ïðàêòèêàòà, ìîãàò äà áúäàò ðåøåíè àíàëè-
òè÷íî. Òàêèâà ñà íàïðèìåð óðàâíåíèÿòà ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, ëèíåéíèòå
óðàâíåíèÿ è äð. (çà ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ � âæ. [2, 8]). Åòî çàùî íàé-÷åñòî çà òÿõ-
íîòî ðåøàâàíå å íåîáõîäèìî èçïîëçâàíåòî íà ÷èñëåíè ìåòîäè. Åäèí íà÷èí çà
÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà ÎÄÓ å äà ïðèáëèæèì ïðîèçâîäíèòå â äèôåðåíöèàëíîòî
óðàâíåíèå ïî ïîäõîäÿù íà÷èí.

2.1 Ïðèáëèæàâàíå íà ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèÿ íà

åäíà ïðîìåíëèâà.

Ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿ ìîæå äà áúäå äåôèíèðàíà êàòî

f ′(t) = lim
∆t→0

f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
.

Òàçè äåôèíèöèÿ íå å âúçìîæíî äà ñå ðåàëèçèðà â êîìïþòúðíàòà àðèòìåòèêà,
òúé êàòî âñè÷êè ÷èñëà â êîìïþòúðà ñå ïðåäñòàâÿò ñ îïðåäåëåí áðîé çíà÷å-
ùè öèôðè ñëåä äåñåòè÷íàòà òî÷êà. Ñëåäîâàòåëíî áèõìå ìîãëè äà ïðèáëèæèì
ïðîèçâîäíàòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

f ′(t) ≈ f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
, (2.1)

êàòî èçáåðåì ∆t äà áúäå ôèêñèðàíî ìàëêî ÷èñëî (íàïðèìåð ∆t = 0.001).
Àêî ïîëîæèì ôîðìàëíî ∆t = −∆s âúâ ôîðìóëà (2.1), òî ùå ïîëó÷èì äðóã

íà÷èí çà ïðèáëèæàâàíå íà ïðîèçâîäíà:

f ′(t) ≈ f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
=
f(t−∆s)− f(t)

−∆s
=
f(t)− f(t−∆s)

∆s

èëè

f ′(t) ≈ f(t)− f(t−∆t)

∆t
. (2.2)

Êàòî ñúáåðåì ôîðìóëèòå (2.1) è (2.2), ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî:

f ′(t) ≈ f(t+ ∆t)− f(t−∆t)

2∆t
. (2.3)
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Çàäà÷à 2. Äà ñå ïðèáëèæè ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = ex â èíòåðâàëà
[0, 10], êàòî ñå èçïîëçâàò ôîðìóëè (2.1), (2.2) èëè (2.3). Äà ñå íà÷åðòàÿò íà
åäíà ãðàôèêà ïðîèçâîäíàòà è íåéíèòå ïðèáëèæåíèÿ ïðè ∆t = 0.5, ∆t = 0.001
è ∆t = 10−15.

Ðåøåíèå. Íà ãðàôèêèòå ïî-äîëó ñà èçîáðàçåíè ïðîèçâîäíàòà íà ex (ò.å. ex) â
ñèíüî è ïðèáëèæåíèÿòà �è, èçïîëçâàéêè ñúîòâåòíî ôîðìóëè (2.1), (2.2) è (2.3) ñ
∆t = 0.5, â îðàíæåâî:

◼ (f[t+Δt]-f[t])/Δt

In[81]:= Δt = 0.5;

f[t_] = Exp[t];

DerF[t_] = D[f[t], t];

plotd1 = Plot[{DerF[t], (f[t +Δt] - f[t]) /Δt}, {t, 0, 10}];

◼ (f[t] - f[t-Δt])/Δt

In[85]:= plotd2 = Plot[{DerF[t], (f[t] - f[t -Δt]) /Δt}, {t, 0, 10}];

◼ (f[x+Δt] - f[x-Δt])/(2Δt)

In[86]:= plotd3 = Plot[{DerF[t], (f[t +Δt] - f[t -Δt]) / (2Δt)}, {t, 0, 10}];

In[87]:= GraphicsRow[{plotd1, plotd2, plotd3}]

Out[87]=
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Çà ∆t = 0.05 ôîðìóëà (2.3) äà äàâà íàé-äîáðà àïðîêñèìàöèÿ íà ex. Ñúùî òàêà â
ñëó÷àÿ ôîðìóëà (2.1) ïðèáëèæàâà îòãîðå ôóíêöèÿòà, à ôîðìóëà (2.2) � îòäîëó.
Çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ, àêî ôîðìóëà (2.1) ïðèáëèæàâà ôóíêöèÿòà îòãîðå â
äàäåí èíòåðâàë, òî ôîðìóëà (2.2) ùå ÿ ïðèáëèæàâà îòäîëó.

Ñåãà äà âèäèì êàêâî ñå ñëó÷âà çà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ∆t. Îò äåôèíèöè-
ÿòà íà ïðîèçâîäíà ñëåäâà, ÷å ïðè íàìàëÿâàíå íà ∆t áè òðÿáâàëî äà ñå ïîëó÷è
ïî-äîáðî ïðèáëèæåíèå (â äåôèíèöèÿòà çà ïðîèçâîäíà ∆t→ 0). Ðåçóëòàòèòå îò
åêñïåðèìåíòèòå çà ∆t = 0.5, ∆t = 0.001 è ∆t = 10−15 ñà ïîêàçàíè ïî-äîëó:
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◼ Δt=0.5

In[8]:= plotStep5 = Plot[{DerF[t], (f[t +0.5] - f[t]) / 0.5}, {t, 0, 10}];

◼ Δt=0.001

In[9]:= plotStep001 = Plot[{DerF[t], (f[t + 0.001] - f[t]) / 0.001}, {t, 0, 10}];

◼ Δt=10^(-15)

In[10]:= plotStepMin15 = Plot[{DerF[t], (f[t +10^(-15)] - f[t]) / 10^(-15)}, {t, 0, 10}];

In[54]:= GraphicsRow[{plotStep5, plotStep001, plotStepMin15}]

Out[54]=
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Íàìàëÿâàíåòî íà ãðåøêàòà ñå çàáåëÿâà íà ïúðâèòå äâå ãðàôèêè. Íî ïðè ∆t =
10−15 ïîëó÷åíîòî ïðèáëèæåíèå íå å äîáðî. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å ÷èñëàòà â
êîìïþòúðà ñå ïðåäñòàâÿò ñ ôèêñèðàí áðîé çíà÷åùè öèôðè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
ãðåøêàòà ïúðâîíà÷àëíî ùå íàìàëÿâà ïðè íàìàëÿâàíå íà ñòúïêàòà, íî êîãàòî
ìàøèííàòà òî÷íîñò áúäå äîñòèãíàòà (è ñëåäîâàòåëíî íàìàëÿâàíåòî íà ñòúïêàòà
íå ìîæå ïîâå÷å äà ïîäîáðÿâà òî÷íîñòòà), ãðåøêàòà ùå çàïî÷íå äà ðàñòå çàðàäè
óâåëè÷àâàíåòî íà áðîÿ íà îïåðàöèèòå. Òîâà å è ïðè÷èíàòà çà ïîÿâàòà íà �øóìà�
íà òðåòàòà ãðàôèêà.

2.2 Àáñîëþòíà è îòíîñèòåëíà ãðåøêà. Ïîëèíîì

íà Òåéëúð è îöåíêà íà ãðåøêàòà.

Êàêòî îòáåëÿçàõìå, ïîâå÷åòî ÷èñëåíèòå ìåòîäè âêëþ÷âàò íÿêàêâà àïðîêñèìà-
öèÿ. Åòî çàùî ðàçáèðàíåòî íà èäåÿòà çà ãðåøêà å îò ìíîãî ãîëÿìà âàæíîñò çà
åôåêòèâíîòî èì èçïîëçâàíå. Íåêà äà âúâåäåì ñëåäíèòå äåôèíèöèè:

Äåôèíèöèÿ 1. Àáñîëþòíà ãðåøêà íàðè÷àìå ðàçëèêàòà ìåæäó òî÷íàòà è
ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò ïðè äàäåíà àïðîêñèìàöèÿ:

εa := exact value− approximation.

Äåôèíèöèÿ 2. Îòíîñèòåëíà ãðåøêà äåôèíèðàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

εr :=
exact value− approximation

exact value
=

εa
exact value

.

Çàäà÷à 3. Ïðåñìåòíåòå àáñîëþòíèòå è îòíîñèòåëíèòå ãðåøêå çà çàäà÷à 2.

Ðåøåíèå. Àáñîëþòíèòå è îòíîñèòåëíèòå ãðåøêè ïðè èçïîëçâàíåòî íà ôîðìóëè
(2.1), (2.2), (2.3) ñ ∆t = 0.001 çà ïðèáëèæåíèå íà ôóíêöèÿòà ex ñà èçîáðàçåíè
íà ãðàôèêèòå
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◼ (f[t+Δt] - f[t])/Δt

In[114]:= Δt = 0.001;

absErrorD1 = Plot[DerF[t] - (f[t +Δt] - f[t]) /Δt, {t, 0, 10}];

relErrorD1 = Plot[(DerF[t] - (f[t +Δt] - f[t]) /Δt) / DerF[t], {t, 0, 10}];

◼ (f[t] - f[t-Δt])/Δt

In[117]:= absErrorD2 = Plot[DerF[t] - (f[t] - f[t -Δt]) /Δt, {t, 0, 10}];

relErrorD2 = Plot[(DerF[t] - (f[t] - f[t -Δt]) /Δt) / DerF[t], {t, 0, 10}];

◼ (f[t+Δt] - f[t-Δt])/(2Δt)

In[119]:= absErrorD3 = Plot[DerF[t] - (f[t +Δt] - f[t -Δt]) / (2Δt), {t, 0, 10}];

relErrorD3 = Plot[(DerF[t] - (f[t +Δt] - f[t -Δt]) / (2Δt)) / DerF[t], {t, 0, 10}];

In[121]:= GraphicsRow[{absErrorD1, absErrorD2, absErrorD3}]

Out[121]=
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In[122]:= GraphicsRow[{relErrorD1, relErrorD2, relErrorD3}]

Out[122]=
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Ïðè åäíà è ñúùà ñòîéíîñò íà ∆t ôîðìóëà (2.3) äàâà íàé-ìàëêà àáñîëþòíà è
îòíîñèòåëíà ãðåøêà, ò.å. òÿ ïðèáëèæàâà íàé-äîáðå ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿ.

×åñòî, êàòî èçìåðâàòåë çà ãðåøêàòà â äàäåí èíòåðâàë, ñå èçïîëçâà ìàêñè-
ìàëíà àáñîëþòíà ãðåøêà � êîëêî íàé-ìíîãî ñå ðàçëè÷àâà ôóíêöèÿòà îò íåéíî-
òî ïðèáëèæåíèå â äàäåí èíòåðâàë. Â êîíêðåòíèÿ ñëó÷àé àáñîëþòíàòà ãðåøêà
å íàé-ãîëÿìà â äåñíèÿ êðàé íà èíòåðâàëà. Ïðè÷èíàòà çà òîâà å, ÷å ôóíêöèÿòà
ex ðàñòå ìíîãî áúðçî. Îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà (èëè ïðîöåíòíàòà ãðåøêà) îáà÷å
å ïðèáëèçèòåëíî åäíàêâà çà öåëèÿ èíòåðâàë.

Àáñîëþòíàòà è îòíîñèòåëíàòà ãðåøêà ïðåäñòàâëÿâàò äîáðè èçìåðèòåëè çà
òîâà êîëêî å äîáðî åäíî ïðèáëèæåíèå. Â åäíà ðåàëíà çàäà÷à îáà÷å îáèêíîâå-
íî å íåâúçìîæíî äà ãè ïðåñìåòíåì, òúé êàòî òî÷íîòî ðåøåíèå íå å èçâåñòíî.
Çàòîâà å âàæíî äà ìîæåì äà îöåíèì ãðåøêàòà, êîÿòî äîïóñêàìå ïðè äàäåíà àï-
ðîêñèìàöèÿ. ×åñòî â ÷èñëåíèòå ìåòîäè çà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ çà îöåíêà
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îò òîçè âèä ñå èçïîëçâà ðåä íà Òåéëúð, òúé êàòî ìíîãî ôóíêöèè ìîãàò äà ñå
ïðåäñòàâÿò ÷ðåç ðàçâèòèåòî ñè â ðåä íà Òåéëúð

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k, (2.4)

êúäåòî x0 å òî÷êàòà, îêîëî êîÿòî ðàçâèâàìå. Òàçè ôîðìóëà íå å âúçìîæíî äà
ñå ðåëèçèðà íà êîìïþòúð, òúé êàòî â íåÿ èìà ñóìà ñ áåçáðîé ìíîãî ñúáèðàåìè.
Òîâà, êîåòî áèõìå ìîãëè äà íàïðàâèì, å äà ïðèáëèæèì ôóíêöèÿòà ñ ïîëèíîì
îò äîñòàòú÷íî ãîëÿìà ñòåïåí.

Çàäà÷à 4. Ïðèáëèæåòå ôóíêöèÿòà x sinx cosx â èíòåðâàëà [0, 10], êàòî èçïîë-
çâàòå ïîëèíîì íà Òåéëúð îò ñòåïåí 2, 3, 4 îêîëî x0 = 5. Íà÷åðòàéòå ôóíêöèÿòà
è ïðèáëèæåíèÿòà íà åäíà ãðàôèêà.

Ðåøåíèå. Çà öåëòà áèõìå ìîãëè äà èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ êîä:

In[47]:= f[x_] := Sin[x]*Cos[x]*x

Df1[x_] = D[f[x], {x, 1}];

Df2[x_] = D[f[x], {x, 1}];

Df3[x_] = D[f[x], {x, 1}];

p2[x_, x0_] := f[x0]+f'[x0] (x -x0)+f''[x0] (x -x0)^2 2!

p3[x_, x0_] := p2[x, x0]+f'''[x0] (x -x0)^3 3!

p4[x_, x0_] := p3[x, x0]+f''''[x0] (x -x0)^4 4!

Plot[{p2[x, 5], p3[x, 5], p4[x, 5], f[x]}, {x, 0, 10},

PlotLegends → {"p2(x)", "p3(x)", "p4(x)", "f(x)"},

PlotStyle → Table[Thickness[0.01], {i, 4}]]

Out[54]=
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Òîâà, êîåòî å âàæíî äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè óâåëè÷àíå íà ñòåïåíòà íà ïîëèíîìà,
òîé ñå ½çàëåïâà� âñå ïî-äîáðå çà ôóíêöèÿòà îêîëî òî÷êàòà, â êîÿòî ðàçâèâàìå.

Äðóã èíòåðåñåí âúïðîñ å êàêâî ñå ñëó÷âà, àêî x0 ñå ïðîìåíÿ. Îòãîâîð íà
òîçè âúïðîñ äàâàò ñëåäâàùèòå ãðàôèêè. Íà òÿõ å èçîáðàçåíà ôóíêöèÿòà (â
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îðàíæåâî) ïîëèíîìà íà Òåéëúð îò âòîðà ñòåïåí, ïîñòðîåí ñ ðàçâèòèå îêîëî
òî÷êèòå x0 = 2.5, x0 = 5 è x0 = 7.5 (â ñèíüî):

In[58]:= GraphicsRow[{Plot[{p2[x, 2.5], f[x]}, {x, 0, 10}, PlotRange → {{0, 10}, {-20, 20}}],

Plot[{p2[x, 5], f[x]}, {x, 0, 10}, PlotRange → {{0, 10}, {-20, 20}}],

Plot[{p2[x, 7.5], f[x]}, {x, 0, 10}, PlotRange → {{0, 10}, {-20, 20}}]}]

Out[58]=
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Îò ãðàôèêèòå ìîæå äà ñå çàêëþ÷è, ÷å àïðîêñèìàöèÿòà å íàé-äîáðà çà òî÷êè,
êîèòî ñà áëèçî äî òî÷êàòà x0 (êàòî â íåÿ ãðåøêàòà å 0). Ñëåäîâàòåëíî, àêî èñ-
êàìå äà ïîëó÷èì äîáðè ðåçóëòàòè â äàäåí èíòåðâàë, å äîáðà èäåÿ äà ðàçâèâàìå
îêîëî ñðåäàòà íà òîçè èíòåðâàë.

Çàäà÷à 5 (Çà ìàãèñòðèòå). Êîÿ å ìèíèìàëíàòà ñòåïåí íà ïîëèíîì íà Òåéëúð
îêîëî x = 5, ïðè êîÿòî àáñîëþòíàta ãðåøêà ïî ìîäóë ïðè ïðèáëèæàâàíåòî íà
x sinx cosx âúâ âñÿêà òî÷êà îò èíòåðâàëà [0, 10] å ïî-ìàëêà îò 0.1?

Ðåøåíèå. Ïðèëàãàìe ðåøåíèå íà çàäà÷àòà
In[126]:= f[x_] := Sin[x]*Cos[x]*x

taylorSeries[x_, order_] := f[5]+SumReplaceAll[D[f[y], {y, k}], y → 5.]*(x -5.)^k k!, {k, 1, order};

For[order = 1, order ≤ 100, order++,

maxError = Maximize[{Abs[f[x]-taylorSeries[x, order]], 0 ≤ x ≤ 10}, x][[1]];

If[maxError ≤ 0.1,

Print[{order, maxError}];

Break[]];

];

{28, 0.0780946}

In[129]:= Plot[{f[x], taylorSeries[x, 28]}, {x, -1, 11}, PlotRange → All]

Out[129]=
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Ìîæå äà ñå âèäè, ÷å ïðè óâåëè÷àâàíå íà ñòåïåíòà íà ïîëèíîìà íà Òåéëúð, òîé
ñå ïðèáëèæàâà âñå ïîâå÷å äî ôóíêöèÿòà, êîÿòî àïðîêñèìèðà. Âàæíî å äà ñå

17



îòáåëåæè, ÷å ïîðàäè ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíèÿ íå å âúçìîæíî â êîìïþòúð-
íàòà àðèòìåòèêà äà ïðèáëèæèì ôóíêöèÿ ñ ïðîèçâîëíà òî÷íîñò. Íåùî ïîâå÷å,
óâåëè÷àâàíåòî íà ñòåïåíòà íà ïîëèíîìà íà Òåéëúð íå âèíàãè ùå âîäè äî ïî-
äîáðè ïðèáëèæåíèÿ � ñëåä äîñòèãàíå íà ìàøèííàòà òî÷íîñò, ïðè ïî-ãîëÿì áðîé
àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå ùå äîâåäàò äî ïî-ëîøè ðå-
çóëòàòè.

Ñëåä òîçè êðàòúê îáçîð âúðõó ôîðìóëàòà íà Òåéëúð, ñìå ãîòîâè äà ïðåìè-
íåì êúì òåìàòà çà îöåíêà íà ãðåøêàòà.

Çàäà÷à 6. Íàìåðåòå îöåíêà çà àáñîëþòíàòà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèèòå â çà-
äà÷à 2.

Ðåøåíèå. Ïúðâî, ùå èçâåäåì òðè òåîðåòè÷íè îöåíêè íà ãðåøêàòà. Çà öåëòà,
ùå íàìåðèì ðàçëèêàòà ìåæäó òî÷íîòî è ïðèáëèæåíåòî ðåøåíèå è ùå ðàçâèåì
â ðåä íà Òåéëúð îêîëî òî÷êàòà t. Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå îöåíêè
çà ôîðìóëè (2.1), (2.2) è (2.3):

err1 = f ′(t)− f(t+ ∆t)− f(t)

∆t
= f ′(t)− f(t) + ∆tf ′(t) +O(∆t2)− f(t)

∆t
= O(∆t)

err2 = f ′(t)− f(t)− f(t−∆t)

∆t
= f ′(t)− f(t)− (f(t)−∆tf ′(t) +O(∆t2))

∆t
= O(∆t)

err3 = f ′(t)− f(t+ ∆t)− f(t−∆t)

∆t
= O(∆t2)

Àáñîëþòíàòà ãðåøêà, êîÿòî ïîëó÷àâàìå çà ôîðìóëè (2.1) è (2.2), å O(∆t). Òîâà
îçíà÷àâà, ÷å àêî íàìàëèì ∆t äåñåò ïúòè, ãðåøêàòà ùå íàìàëåå îò ïîðÿäúêà
íà 10 ïúòè. Çà äà âåðèôèöèðàìå òîçè òåîðåòè÷åí ðåçóëòàò, íåêà äà íà÷åðòàåì
ãðàôèêèòå íà àáñîëþòíèòå ãðåøêè ïðè ∆t = 0.001, ∆t = 0.0001, ∆t = 0.000001,

In[47]:= f[x_] := E^x

absErrorD1Step001 = Plot[DerF[t] - (f[t + 0.001] - f[t]) / 0.001, {t, 0, 10}];

absErrorD1Step0001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.0001] - f[t]) / 0.0001, {t, 0, 10}];

absErrorD1Step000001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.000001] - f[t]) / 0.000001, {t, 0, 10}];

GraphicsRow[{absErrorD1Step001, absErrorD1Step0001, absErrorD1Step000001}]

Out[51]=
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å àáñîëþòíàòà ãðåøêà ïðè àïðîêñèìèðàíå íà ïðî-
èçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà ñ ôîðìóëàòà (2.3) å O(∆t2). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî
íàìàëèì ∆t äåñåò ïúòè, ãðåøêàòà ùå íàìàëåå îò ïîðÿäúêà íà 100 ïúòè. Ïðè
∆t = 0.001, ∆t = 0.0001, ∆t = 0.00001 ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ãðàôèêè çà àáñî-
ëþòíàòà ãðåøêà:
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In[60]:= absErrorD3Step001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.001] - f[t - 0.001]) / 0.002, {t, 0, 10}];

absErrorD3Step0001 = Plot[DerF[t] - (f[t +0.0001] - f[t - 0.0001]) / 0.0002, {t, 0, 10}];

absErrorD3Step00001 = Plot[DerF[t] - (f[t + 0.00001] - f[t - 0.00001]) / 0.00002, {t, 0, 10}];

GraphicsRow[{absErrorD3Step001, absErrorD3Step0001, absErrorD3Step00001}]

Out[63]=
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Ðàçáèðà ñå, òóê å ìÿñòîòî äà îòáåëåæèì, ÷å àêî èçáåðåì ìíîãî ìàëêî ∆t ãðåø-
êèòå îò çàêðúãëÿâàíå ùå çàïî÷íàò äà äîìèíèðàò íàä òî÷íîñòòà íà àïðîêñèìà-
öèÿòà.

2.3 Çàäà÷à íà Êîøè çà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä. Îáùà

òåîðèÿ.

Çàïî÷âàìå èçó÷àâàíåòî íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ ñ òåçè çà ðåøàâàíå íà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä, ò.å. ùå ðàçãëåæäàìå ÎÄÓ
îò âèäà

du

dt
= f(t, u(t)).

Óðàâíåíèÿ îò ïî-âèñîê ðåä ìîæåì äà ñâåäåì äî òàêèâà îò ïúðâè ðåä ÷ðåç
ïîëàãàíå. Íàïðèìåð Çàêîíúò íà Íþòîí

d2u

dt2
=
F (t)

m

ìîæå äà ñå ñâåäå äî ñèñòåìà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä ÷ðåç ïîëàãàíåòî du/dt = v.
Ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà

du

dt
= v,

dv

dt
=
F (t)

m
.

Îò äðóãà ñòðàíà, ñèñòåìè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî
åäíî âåêòîðíî óðàâíåíèå. Ãîðíèÿ ïðèìåð ìîæåì äà çàïèøåì âúâ âèäà

d

dt

[
u
v

]
=

[
v

F (t)/m

]
èëè îùå

du

dt
= f(t,u(t)),

êúäåòî u = (u, v)T ∈ R2 å âåêòîð è f(t,u) = (v, F (t)/m)T å âåêòîðíà ôóíêöèÿ
f : R× R2 → R2.

Êàçàíîòî äîòóê íè äàâà îñíîâàíèå äà ðàçãëåæäàìå èìåííî óðàâíåíèÿ îò
ïúðâè ðåä. Îáùèÿò èì âèä å

du

dt
= f(t,u(t)),
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