
Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, Òåìà 2 Ð. Ëåñåâà

òåìà 2: ìíîæåñòâà (ïðîäúëæåíèå)

Ïðèíöèï íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ: Íåêà P (n), n ∈ N å òâúðäåíèå, è
íåêà n0 å äàäåíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî,
ïî-ãîëÿìî èëè ðàâíî íà n0, àêî å â ñèëà ñëåäíîòî:

1. Âÿðíî å P (n0);
2. Àêî å âÿðíî P (k), òî å âÿðíî è P (k + 1) çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k ≥ n0 .

Ïðèíöèï íà ñèëíàòà èíäóêöèÿ:

Íåêà P (n), n ∈ N å òâúðäåíèå, è íåêà n0 å äàäåíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Òâúðäåíèåòî
å âÿðíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî, ïî-ãîëÿìî èëè ðàâíî íà n0, àêî å â ñèëà ñëåäíîòî:

1. Âÿðíî å P (n0);
2. Àêî å âÿðíî P (i), n0 ≤ i ≤ k çà íÿêîå k ≥ n0, òî å âÿðíî è P (k + 1).

Ïðèìåð: Äà ñå äîêàæå ïî èíäóêöèÿ:
1
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Äîêàçàòåëñòâî:

P (n) :
1

1 ∗ 2
+

1
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+ ...+

1
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=
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1. Áàçà: Ïðîâåðÿâàìå âåðíîñòòà íà P (1)
1

1 ∗ 2
=

1

1 + 1

Ñëåäîâàòåëíî P (1) å âÿðíî.

2. Èíäóêöèîííî ïðåäïîëîæåíèå: P (k) å âÿðíî çà íÿêîå k ≥ 1, ò.å.
1
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+
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+ ...+
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k(k + 1)
=
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3. Èíäóêöèîííà ñòúïêà: Ùå äîêàæåì âåðíîñòòà íà P (k + 1)
1

1 ∗ 2
+

1

2 ∗ 3
+

1

3 ∗ 4
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=
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=

=
k(k + 2)

(k + 1)(k + 2)
+
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(k + 1)(k + 2)
=

k2 + 2k + 1

(k + 1)(k + 2)
=

=
(k + 1)2

(k + 1)(k + 2)
=

k + 1

k + 2

Ñëåäîâàòåëíî P (k + 1) å âÿðíî.

4. Çàêëþ÷åíèå: P (n) å âÿðíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 1.
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Ïðèìåð: Äà ñå äîêàæå ïî èíäóêöèÿ, ÷å âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 2 å ïðîñòî èëè
å ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòè ÷èñëà.

Äîêàçàòåëñòâî:

P (n) : n å ïðîñòî ÷èñëî èëè å ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòè ÷èñëà.

1. Áàçà: P (2) å âÿðíî, òúé êàòî ÷èñëîòî 2 å ïðîñòî.

2. Èíäóêöèîííî ïðåäïîëîæåíèå: Íåêà k ≥ 2 è P (i) å âÿðíî çà âñÿêî
2 ≤ i ≤ k.

3. Èíäóêöèîííà ñòúïêà: Ùå äîêàæåì, ÷å å âÿðíî P (k + 1).
Àêî k + 1 å ïðîñòî, òî P (k + 1) å âÿðíî.
Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å k + 1 íå å ïðîñòî. Òîãàâà k + 1 = xy, êúäåòî 2 ≤ x ≤ k è

2 ≤ y ≤ k. Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå, P (x) è P (y) ñà âåðíè, ò.å. x è y
ñà ïðîñòè èëè ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòè ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëíî è k + 1 å ïðîèçâåäåíèå
íà ïðîñòè ÷èñëà.

4. Çàêëþ÷åíèå: È òàêà P(n) å âÿðíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 2.

Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå:

1. Ïðîâåðåòå èñòèííîñòòà íà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

a) 12 + 22 + 32 + ...+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;n ≥ 1

b) 13 + 23 + 33 + ...+ n3 =
(n(n+ 1))2

22
;n ≥ 1

c) 1 + r + r2 + ...+ rn =
1− rn+1

1− r
; r 6= 1

d) a+ ar + ar2 + ...+ arn =
a(1− rn+1)

1− r
; r 6= 1

e) a+ (a+ d) + (a+ 2d) + ...+ (a+ nd) =
(n+ 1)(2a+ nd)

2
f) 2 + 4 + 6 + ...+ 2n = n(n+ 1)
g) 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2

h) 3 + 7 + 11 + ...+ (4n− 1) = n(2n+ 1)

i) 1 ∗ 2 + 2 ∗ 3 + ...+ n ∗ (n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3

j) 1 + 2 ∗ 3 + 3 ∗ 5 + ...+ n(2n− 1) =
n(n+ 1)(4n− 1)

6

k) 1 ∗ 22 + 2 ∗ 32 + ...+ n(n+ 1)2 =
n(n+ 1)(n+ 2)(3n+ 5)

12
2. ×èñëàòà íà Ôèáîíà÷è ñå îïðåäåëÿò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

F0 = 0;F1 = 1;Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2

Äà ñå äîêàæàò ïî èíäóêöèÿ ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

a) F0 + F1 + F2 + ...+ Fn = Fn+2 − 1

b) Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n
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3. ×èñëàòà íà Ëóêàñ ñå îïðåäåëÿò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
L0 = 2;L1 = 1;Ln = Ln−1 + Ln−2, n ≥ 2

Äà ñå äîêàæàò ïî èíäóêöèÿ ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

a) L0 + L1 + L2 + ...+ Ln = Ln+2 − 1

b) Ln = Fn−1 + Fn+1, n ≥ 1

4. Äîêàæàòå ïî èíäóêöèÿ ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà, êúäåòî n ∈ N:

a) n < 2n

b) 2n < n!, n ≥ 4

c) n! < nn, n ≥ 2

5. Íàìåðåòå ñòîéíîñòèòå íà n ∈ N, çà êîèòî å âÿðíî ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî è äîêàæåòå
òâúðäåíèåòî ñè ïî èíäóêöèÿ:

a) 3n < n!,

b) 2n > n2,

6. Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n å â ñèëà ñëåäíîòî òâúðäå-
íèå:

a) 22n − 1 ñå äåëè íà 3

b) 23n − 1 ñå äåëè íà 7

c) n3 + 2n ñå äåëè íà 3

d) n5 − n ñå äåëè íà 5

e) 2n+2 + 32n+1 ñå äåëè íà 7

7. Äîêàæåòå, ÷å âñÿêà êîëåòíà ïðàòêà íà ñòîéíîñò ïîíå 12 ëåâà, ìîæå äà áúäå îáëå-
ïåíà ñ ìàðêè ñúñ ñòîéíîñò 4 è 5 ëåâà.

8. Èçïîëçâàéòå ìåòîäà íà ñèëíàòà èíäóêöèÿ çà äà äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî
÷èñëî n å âÿðíî 12|(n4 − n2).

9. Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

a) (1− 1

2
)× (1− 1

3
)× ...× (1− 1

n
) =

1

n
, n ≥ 2

b) 13|3n+2 + 42n+1

c) 1.1! + 2.2! + ...+ n.n! = (n+ 1)!− 1

10. Äàäåíà å ôóíêöèÿòà g : N→ N, äåôèíèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
g(0) = 0, g(1) = 1, g(n) = 5g(n− 1)− 6g(n− 2), n ≥ 2
Äà ñå äîêàæå, ÷å g(n) = 3n − 2n, n ∈ N
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Íàðåäåíà äâîéêà

(a, b) = {{a}, {a, b}}
(a, b) = (c, d)⇔ a = c ∧ b = d

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà ìíîæåñòâà

A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}

Ìíîãîêðàòíî îáåäèíåíèå, ñå÷åíèå è äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå.⋃
i∈I Ai = {x|∃j ∈ I, x ∈ Aj}⋂
i∈I Ai = {x|∀j ∈ I, x ∈ Aj}

Xi∈InAi = A1 × A2 × ...× An = {(ai1, ai2, ..., ain)|ai1 ∈ A1, ai2 ∈ A2, ..., ain ∈ An}

Ïîêðèòèå íà ìíîæåñòâî A:

R = {Si|Si ⊆ A, i ∈ I}
- Si 6= ∅,∀i ∈ I

-
⋃

i∈I Si = A

Ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâî A:

R = {Si|Si ⊆ A, i ∈ I}
- Si 6= ∅,∀i ∈ I

- Si

⋂
Sj = ∅,∀i∀j ∈ I, i 6= j

-
⋃

i∈I Si = A
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Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå:

1. Çà ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî À ñà â ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:
A× ∅ = ∅
∅ × A = ∅

2. Äîêàæåòå, ÷å çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà À, Â è Ñ ñà â ñèëà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

a) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)

b) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C)

c) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C)

d) (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C)

e) A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C)

f) (A \B)× C = (A× C) \ (B × C)

3. Äàäåíè ñà ìíîæåñòâàòà: A = {1, 2, 3, 4}, B = {2, 5} è C = {3, 4, 7}. Äà ñå îïðåäåëÿò
ñëåäíèòå ìíîæåñòâà:

a) A×B;B × A

b) A ∪ (B × C); (A ∪B)× C

c) (A× C) ∩ (B × C)

4. Äàäåíè ñà ìíîæåñòâàòà: A1 = {1, 2, 3}, A2 = {a, x, y, z}, A3 = {?, !}. Îïðåäåëåòå
ñëåäíèòå ìíîæåñòâà:

a) A1 × A2 × A3

b) A2 × A2 èëè A2
2

c) A3 × A3 × A3 èëè A3
3

5. Äà ñå äîêàæå, ÷å A×B ⊆ C ×D òî÷íî òîãàâà, êîãàòî A ⊆ C è B ⊆ D.

6. Äàäåíè ñà ìíîæåñòâàòà: U = {a, 4, b, 3, c, 2, d, 1}, X = {c, 2, b, 1} è Y = {d, a, 1}.
Îïðåäåëåòå åëåìåíòèòå, ïðèíàäëåæàùè íà âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà:

A = 2X∩Y
U×X∪Y U

B = 2X∩Y
U

× 2X∪Y
U

7. Ïðîâåðåòå èñòèííîñòòà íà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

a) 2A∪B = 2A ∪ 2B

b) 2A∩B = 2A ∩ 2B

c) A ⊆ B ⇒ 2A ⊆ 2B

8. Äîêàæåòå ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

a) A ∩ (
⋃
i∈I

Bi) =
⋃
i∈I

(A ∩Bi)

b) A ∪ (
⋂
i∈I

Bi) =
⋂
i∈I

(A ∪Bi)

c)
⋃
i∈I

Ai =
⋂
i∈I

Ai

5


