
Ëåêöèÿ 1 ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, Èí�, ëåòåí ñåìåñòúð 2011�2012 ã.Âúâåäåíèå â ñúæäèòåëíàòà è ïðåäèêàòíàòà ëîãèêàÌèíêî Ìàðêîâ21.02.2012 ã.
1 Ñúùíîñò íà ëîãèêàòà.Ëîãèêàòà å íàóêàòà çà ïðàâåíåòî íà âàëèäíè èçâîäè è ïðàâèëíè ðàçñúæäåíèÿ. Äàëè äàäåíèçâîä å âàëèäåí èëè íå, çàâèñè îò ��îðìàòà ìó. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð, ÷åñòî ñðåùàíâ ó÷åáíèöèòå ïî ëîãèêà:Âñåêè ÷îâåê å ñìúðòåí.Ñîêðàò å ÷îâåê.Ñëåäîâàòåëíî, Ñîêðàò å ñìúðòåí.Âñåêè ðàçóìåí ÷îâåê ùå ñå ñúãëàñè, ÷å èçâîäúò å âàëèäåí. Ïðè÷èíàòà èçâîäúò äà å âàëèäåíîáà÷å íå å òàçè, ÷å òðèòå èçðå÷åíèÿ ñà âåðíè. Ïðè÷èíàòà å, ÷å ��îðìàòà íà òîçè èçâîä åòàêàâà, ÷å òîé å âåðåí. Ùå äåìîíñòðèðàìå òîâà ñ äðóã èçâîä, ÷èÿòî �îðìà å ñúùàòà:Âñÿêà ðèáà å áåçñìúðòíà.Çàåêúò å ðèáà.Ñëåäîâàòåëíî, çàåêúò å áåçñìúðòåí.È òðèòå èçðå÷åíèÿ ñà íåâåðíè, íî âúïðåêè òîâà èçâîäúò å âàëèäåí, çàùîòî ïðè òåçè ïðåäïîñ-òàâêè (à èìåííî, ïúðâèòå äâå èçðå÷åíèÿ), òðåòîòî èçðå÷åíèå ñëåäâà. Çàáåëåæåòå, ÷å è äâàòàèçâîäà èìàò åäíà è ñúùà �îðìà†:Âñÿêà å .å .Ñëåäîâàòåëíî, å .Öâåòîâåòå óêàçâàò êîè äóìè ñà åäíè è ñúùè � ïðèìåðíî, ïúðâàòà äóìà â ïúðâîòî èçðå÷åíèåå ñúùàòà êàòî âòîðàòà äóìà âúâ âòîðîòî èçðå÷åíèå, è ò. í.Äà ïîâòîðèì: èçâîäúò å âàëèäåí çàðàäè ��îðìàòà ñè, à íå çàðàäè ñúäúðæàíèåòî íà ñúñ-òàâëÿâàùèòå ãî äóìè. Èçâîäúò îñòàâà âåðåí êàêâèòî è äóìè äà ñå ñëàãàò íà ïðàçíèòå ìåñòà,ñòèãà íà åäíàêâîîöâåòåíè ìåñòà äà ñå ñëàãàò åäíè è ñúùè äóìè.Òîâà, ÷å âàëèäíîñòòà íà àðãóìåíòà çàâèñè îò ��îðìàòà ìó, å äîñòèæåíèå íà äðåâíîãðúöêà-òà �èëîñî�ñêà ìèñúë è ïî-òî÷íî íà ãåíèàëíèÿ �èëîñî� Àðèñòîòåë, ÷èèòî òðóäîâå ñúäúðæàòíàé-ñòàðîòî (èçâåñòíî äíåñ) ñèñòåìàòè÷íî èçó÷àâàíå íà ïðàâèëàòà çà èçâîä.

†Òîâà, ÷å �âñåêè� å îò ìúæêè ðîä, à �âñÿêà�, îò æåíñêè, íÿìà çíà÷åíèå; ñúùî òàêà íÿìà çíà÷åíèå äàëèäóìèòå â ïðàçíèòå ïîçèöèè ñà ÷ëåíóâàíè èëè íå



2 Ñúæäèòåëíà ëîãèêàÏðèìåðúò ñ èçâîäà îò ïðåäèøíàòà ñåêöèÿ å òàêúâ, ÷å çà äà ãî îñìèñëèì, òðÿáâà äà ðàçãëåäàìåñòðóêòóðàòà íà èçðå÷åíèÿ, êîèòî ãî ñúñòàâÿò. Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå ïî-ïðîñò ïðèìåð çà èçâîä,â êîéòî ñúñòàâëÿâàùè ïðîñòè èçðå÷åíèÿ ìîæåì äà ñ÷èòàìå çà åëåìåíòè áåç ñòðóêòóðà.Èçâîä 1Àêî âàëè äúæä, Èâàí íîñè ÷àäúð.Âàëè äúæä.Ñëåäîâàòåëíî, Èâàí íîñè ÷àäúð.Ïðîñòèòå èçðå÷åíèÿ ñà Âàëè äúæä è Èâàí íîñè ÷àäúð. Âñÿêî îò òÿõ å èëè èñòèíà, èëèëúæà. Â ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà íå ñå äîïóñêàò �ìåæäèííè âúçìîæíîñòè� íà ÷àñòè÷íà èñòèí-íîñò; ñâåòúò íà ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà â òîçè ñìèñúë å ÷åðíî-áÿë, èëè èñòèíà, èëè ëúæà,äðóãà âúçìîæíîñò íÿìà.Èçâîä 1 å âàëèäåí. Òîâà å ÿñíî îò îáùè ñúîáðàæåíèÿ, íî íàòàòúê ùå âèäèì, ÷å àïà-ðàòúò íà ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà ïîçâîëÿâà äà äîêàæåì �îðìàëíî âàëèäíîñòòà ìó. Ñåãà äàðàçãëåäàìå äðóã ïðèìåð.Èçâîä 2Àêî âàëè äúæä, Èâàí íîñè ÷àäúð.Èâàí íîñè ÷àäúð.Ñëåäîâàòåëíî, âàëè äúæä.Èíòóèòèâíî å ÿñíî, ÷å Èçâîä 2 å íåâàëèäåí, òúé ïðè èçêàçàíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ íèùîíå ïðå÷è íà Èâàí äà íîñè ÷àäúð äîðè êîãàòî íå âàëè äúæä. Ñåãà äà ðàçãëåäàìå äâà äðóãèèçâîäà.Èçâîä 3Àêî äåíÿò å ïîíåäåëíèê, Ìàðèÿ îòèâà âúâ ÔÌÈ.Äåíÿò å ïîíåäåëíèê.Ñëåäîâàòåëíî, Ìàðèÿ îòèâà âúâ ÔÌÈ.Èçâîä 4Àêî äåíÿò å ïîíåäåëíèê, Ìàðèÿ îòèâà âúâ ÔÌÈ.Ìàðèÿ îòèâà âúâ ÔÌÈ.Ñëåäîâàòåëíî, äåíÿò å ïîíåäåëíèê.ßñíî å, ÷å Èçâîä 3 å âàëèäåí, à Èçâîä 4, íåâàëèäåí. Îñâåí òîâà,
• ïðè÷èíàòà, ïîðàäè êîÿòîÈçâîä 3 å âàëèäåí å ñúùàòà, ïîðàäè êîÿòîÈçâîä 1 å âàëèäåí,
• ïðè÷èíàòà, ïîðàäè êîÿòî Èçâîä 4 å íåâàëèäåí å ñúùàòà, ïîðàäè êîÿòî Èçâîä 2 åíåâàëèäåí.Âàëèäíîñòòà èëè íåâàëèäíîñòòà íà ÷åòèðèòå èçâîäà å ñëåäñòâèå íà òÿõíàòà �îðìà, à íåíà òîâà, êàêâè ïðîñòè èçðå÷åíèÿ ñà èçïîëçâàíè. Èçâîä 3 ñå ïîëó÷àâà îò Èçâîä 1 ÷ðåççàìåñòâàíå íà �Âàëè äúæä� ñ �Äåíÿò å ïîíåäåëíèê� è íà �Èâàí íîñè ÷àäúð� ñ �Ìàðèÿ îòèâàâúâ ÔÌÈ�. Àíàëîãè÷íî, Èçâîä 4 ñå ïîëó÷àâà îò Èçâîä 2.Äà ïîâòîðèì � íÿìà íèùî îñîáåíî â ïðîñòèòå èçðå÷åíèÿ �Âàëè äúæä� è �Èâàí íîñè ÷àäúð�,êîåòî äà ïðàâè Èçâîä 1 âàëèäåí. Ìîæåì äà ãè çàìåíèì ñ êîè äà å ïðîñòè èçðå÷åíèÿ èèçâîäúò ùå îñòàíå âàëèäåí. Àíàëîãè÷íî, Èçâîä 2 å íåâàëèäåí íå çàùîòî èìà íåùî îñîáåíîâ ïðîñòèòå ìó èçðå÷åíèÿ.Ô�îðìàòà íà Èçâîä 1 å: 2



Àêî p, òî q

pÑëåäîâàòåëíî, qÈçâîä 3 èìà ñúùàòà �îðìà. p è q ñà ïðîìåíëèâè, âñÿêà îò êîèòî å èëè èñòèíà, èëè ëúæà;òàêèâà ïðîìåíëèâè ñå íàðè÷àò ëîãè÷åñêè ïðîìåíëèâè. Îùå êàçâàìå, ÷å òå ñà ïðîñòè ñúæäå-íèÿ. Ôîðìàëíàòà äå�èíèöèÿ íà �ïðîñòî ñúæäåíèå� å, ïðîñòî ðàçêàçâàòåëíî èçðå÷åíèå, êîåòîå èëè èñòèíà, èëè ëúæà. Âúïðîñèòåëíèòå èçðå÷åíèÿ è âúçêëèöàíèÿòà íå ñà ñúæäåíèÿ. Íåñà ñúæäåíèÿ è ðàçêàçâàòåëíè èçðå÷åíèÿ, çà êîèòî íå ìîæåì äà òâúðäèì, ÷å ñà èëè èñòèíà,èëè ëúæà. Çà êðàòêîñò, ùå áåëåæèì èñòèíàòà ñ T, à ëúæàòà ñ F. Îñâåí ïðîñòè ñúæäåíèÿâúâåæäàìå è ëîãè÷åñêè êîíñòàíòè, êîèòî ñà T è F.Ô�îðìàòà íà íåâàëèäíèòå Èçâîä 2 è Èçâîä 4 å:Àêî p, òî q

qÑëåäîâàòåëíî, qÇàùî èçâîä ñ òàêàâà �îðìà å íåâàëèäåí ùå ñòàíå ÿñíî íàòàòúê.Ñúñòàâíè ñúæäåíèÿ ñå îáðàçóâàò îò ïðîñòè ñúæäåíèÿ, äðóãè ñúñòàâíè ñúæäåíèÿ è ëî-ãè÷åñêè êîíñòàíòè ÷ðåç ëîãè÷åñêè ñúþçè. Ñåãà ùå èçáðîèì ëîãè÷åñêèòå ñúþçè, êîèòî ùåèçïîëçâàìå â òàçè ëåêöèÿ.2.1 Âèäîâå ëîãè÷åñêè ñúþçèÄèçþíêöèÿ Áåëåæè ñå ñ �∨�. Àêî p è q ñà ñúæäåíèÿ (ïðîñòè èëè ñúñòàâíè, íÿìà çíà÷åíèå),òî p ∨ q å äèçþíêöèÿòà íà p è q. Òÿ å ñúñòàâíî ñúæäåíèå, êîåòî å
• ëúæà, àêî è p, è q ñà ëúæà,
• èñòèíà âúâ âñåêè îñòàíàë ñëó÷àé. À òåçè îñòàíàëè ñëó÷àè ñà òðè:� p å ëúæà, q å èñòèíà� p å èñòèíà, q å ëúæà� p å èñòèíà è q å èñòèíàÈíà÷å êàçàíî, äèçþíêöèÿòà å èñòèíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ïîíå åäíî îò ó÷àñòâàùèòåñúæäåíèÿ å èñòèíà. Äðóã íà÷èí äà îïðåäåëèì äèçþíêöèÿòà å ÷ðåç òàáëèöà:
p q p ∨ qF F FF T TT F TT T TÒàêàâà òàáëèöà ñå íàðè÷à òàáëèöà íà èñòèííîñò. Âñåêè ðåä íà òàáëèöàòà îòãîâàðÿ íàòî÷íî åäíà âúçìîæíà êîìáèíàöèÿ îò F è T çà p è q. Âñÿêî òàêîâà �ðàçäàâàíå� íà êîíêðåòíèñòîéíîñòè (F èëè T) íà ïðîìåíëèâèòå ñå íàðè÷à âàëþàöèÿ. Îò êîìáèíàòîðèêàòà å èçâåñòíî,÷å áðîÿò íà âàëþàöèèòå å 2n, êúäåòî n å áðîÿò íà ó÷àñòâàùèòå ïðîìåíëèâè†.

†Çà ëîãè÷åñêèòå êîíñòàíòè ìîæå äà ìèñëèì, ÷å ñúùî èìàò òàáëèöà íà èñòèííîñò, íî òÿ ñå ñúñòîè ñàìî îòåäèí ðåä. Òúé êàòî 20 = 1, ïðàâèëîòî çà áðîÿ íà ðåäîâåòå îñòàâà â ñèëà. Òîçè åäèíñòâåí ðåä çà êîíñòàíòàòàT e T è çà êîíñòàíòàòà F å F. 3



Äèçþíêöèÿòà ãîðå-äîëó ñúîòâåòñòâà íà ñúþçà �èëè� îò åñòåñòâåíèÿ åçèê. Ñúîòâåòñòâèåòîîáà÷å íå å òî÷íî, ïîíåæå åñòåñòâåíîòî �èëè� íà áúëãàðñêè ñå óïîòðåáÿâà ñ äâà ðàçëè÷íèñìèñúëà. �Èëè� â åñòåñòâåíèÿ åçèê ìîæå äà áúäå èçêëþ÷âàùî, êîåòî çíà÷è, ÷å èçðàçúò åèñòèíà êîãàòî òî÷íî åäíî îò ó÷àñòâàùèòå ñúæäåíèÿ å èñòèíà, è ëúæà â ïðîòèâåí ñëó÷àé.Ïðèìåðíî, àêî ÷îâåê íå ìîæå äà ñè ñïîìíè êàêâà å ïúðâàòà ëåêöèÿ çà äåíÿ, ìîæå äà êàæåÏúðâàòà ëåêöèÿ å ïî àíàëèç èëè ïî àëãåáðà.Òóê �èëè� ñå óïîòðåáÿâà â ñìèñúë íà èçêëþ÷âàùî �èëè� � ÿñíî å, ÷å ëåêöèÿòà íÿìà äà ååäíîâðåìåííî ïî àíàëèç è ïî àëãåáðà.Äèçþíêöèÿòà ñúîòâåòñòâà òî÷íî íà äðóãîòî, âêëþ÷âàùîòî �èëè�, ïðè êîåòî, àêî äâåòåó÷àñòâàùè ñúæäåíèÿ ñà èñòèíà, öÿëîòî ñúæäåíèå å èñòèíà. ÏðèìåðíîÂðåìåòî íà ìîðåòî å ñëúí÷åâî èëè âðåìåòî ïî ïëàíèíàòà å âåòðîâèòî.Ïðèìåðúò ìîæå äà íå çâó÷è ñúâñåì åñòåñòâåíî, íî ñìèñúëúò å, ÷å ïîíå åäíî îò äâåòå, à ìîæåè äâåòå åäíîâðåìåííî ñà èçïúëíåíè: ñëúíöå íà ìîðåòî è âÿòúð ïî ïëàíèíèòå.Íèå ùå âúçïðèåìåì êîíâåíöèÿòà, ÷å ñàìî åäíî óïîòðåáåíî �èëè� îçíà÷àâà âèíàãè âêëþ÷-âàùî �èëè�, äîêàòî çà èçêëþ÷âàùîòî �èëè� êîíñòðóêöèÿòà å �èëè . . . , èëè . . . �. Ñúãëàñíîòàçè êîíâåíöèÿ, çà äà êàæåì, ÷å ïúðâàòà ëåêöèÿ å ïî òî÷íî åäíà îò äèñöèïëèíèòå àíàëèç èàëãåáðà, òðÿáâà äà êàæåìÏúðâàòà ëåêöèÿ å èëè ïî àíàëèç, èëè ïî àëãåáðà.Èçêëþ÷âàùî èëè Áåëåæè ñå ñ �⊕�. Âå÷å îáÿñíèõìå ñìèñúëà íà òîçè ëîãè÷åñêè ñúþç.Òóê ñàìà ùå äàäåì òàáëèöàòà ìó íà èñòèííîñò, êîÿòî å
p q p ⊕ qF F FF T TT F TT T FÊîíþíêöèÿ Áåëåæè ñå ñ �∧�. Àêî p è q ñà ñúæäåíèÿ, òî p ∧ q å êîíþíêöèÿòà íà p è

q. Òÿ å ñúñòàâíî ñúæäåíèå, êîåòî å
• ëúæà â òðèòå ñëó÷àÿ:� p å ëúæà è q å ëúæà� p å ëúæà, q å èñòèíà� p å èñòèíà, q å ëúæà
• èñòèíà, àêî è p, è q ñà èñòèíà,Èíà÷å êàçàíî, êîíþíêöèÿòà å èñòèíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî è äâåòå ó÷àñòâàùè ñúæ-äåíèÿ ñà èñòèíà. Äðóã íà÷èí äà îïðåäåëèì êîíþíêöèÿòà å ÷ðåç òàáëèöà:
p q p ∧ qF F FF T FT F FT T TÊîíþíêöèÿòà ñúîòâåòñòâà òî÷íî íà ñúþçà �è� îò åñòåñòâåíèÿ åçèê. Ïðèìåðíî,4



Äíåñ âðåìåòî å ñëúí÷åâî è óòðå âðåìåòî ùå å ñëúí÷åâî.Çàáåëåæåòå, ÷å ñúþçèòå �à� è �íî� íà áúëãàðñêè ñúùî èçðàçÿâàò êîíþíêöèÿ, ïðèìåðíîÄíåñ âðåìåòî å ñëúí÷åâî, à óòðå âðåìåòî ùå å îáëà÷íî.Â÷åðà îòèäîõ â óíèâåðñèòåòà, íî íå âèäÿõ Ïåòúð.Èìïëèêàöèÿ Áåëåæè ñå ñ �→�. Íåêà p è q ñà ñúæäåíèÿ. Òîãàâà p → q ñå ÷åòå �pèìïëèêàöèÿ q�. Ñúæäåíèåòî p ñå íàðè÷à àíòåöåäåíò, à q ñå íàðè÷à êîíñåêâåíò.Èìïëèêàöèÿòà äîíÿêúäå ñúîòâåòñòâà íà ñúþçà �àêî . . . , òî . . . � îò åñòåñòâåíèÿ åçèê, íîñúîòâåòñòâèåòî ñúâñåì íå å ïúëíî. Çàáåëåæåòå, ÷å â åñòåñòâåíèÿ åçèê êîíñòðóêöèÿòà �àêî . . . ,òî . . . �, èëè äîðè ñàìî �àêî . . . , . . . � ÷åñòî èçðàçÿâà ïðè÷èííî-ñëåäñòâåíà âðúçêà, ïðèìåðíîÀêî èçïóñíà ÷àøàòà, òÿ ùå ñå ñ÷óïè.×óïåíåòî íà ÷àøàòà å ñëåäñòâèå îò èçïóñêàíåòî �è.Îò äðóãà ñòðàíà, ïðè ëèïñà íà î÷åâèäíà ïðè÷èííî-ñëåäñòâåíà âðúçêà ìåæäó àíòåöåäåíòà,èìïëèêàöèÿòà ìîæå äà çâó÷è áåçñìèñëåíî îò ãëåäíà òî÷êà íà ðàçãîâîðíèÿ åçèê, ïðèìåðíîÀêî 2 + 2 = 4, òî �èì å ñòîëèöàòà íà Èòàëèÿ.Â ëîãèêàòà, êîÿòî äèñêóòèðàìå, çà ïðè÷èííî-ñëåäñòâåíè âðúçêè íå ñòàâà äóìà. Â ñúæäè-òåëíàòà ëîãèêà åäèíñòâåíî íè èíòåðåñóâà èñòèííîñòòà íà íÿêàêâè ñúæäåíèÿ. Èìïëèêàöèÿòà�ïðåíàñÿ èñòèííîñò â ïîñîêàòà íà ñòðåëêàòà�, òîåñò
• àêî àíòåöåäåíòúò å èñòèíà� àêî êîíñåêâåíòúò å èñòèíà (êàòî â ïîñëåäíèÿ ïðèìåð), öÿëàòà èìïëèêàöèÿ å èñòè-íà,� àêî êîíñåêâåíòúò å ëúæà (ïðèìåðíî, Àêî 2 + 2 = 4, òî Ìèëàíî å ñòîëèöàòà íàÈòàëèÿ), öÿëàòà èìïëèêàöèÿ å ëúæà, ïîíåæå íÿìàìå ïðåíàñÿíå íà èñòèíàòà
• àêî àíòåöåäåíòúò å ëúæà, òî öÿëàòà èìïëèêàöèÿ å èñòèíà íåçàâèñèìî îò òîâà äàëèêîíñåêâåíòúò å ëúæà èëè íå, òúé êàòî íÿìà èñòèíà çà ïðåíàñÿíå â ïîñîêà íà ñòðåëêàòà.Ïîñëåäíîòî ïðàâèëî å íàé-êîíòðàèíòóèòèâíî, çàùîòî ñïîðåä íåãî ñúæäåíèÿ êàòîÀêî 2 + 2 = 400, òî ïîíåäåëíèê å â ïåòúê.ñà èñòèíà. Êëþ÷úò êúì ðàçáèðàíåòî íà èìïëèêàöèÿòà å, ÷îâåê äà íå ìèñëè â ïðè÷èííî-ñëåäñòâåíè êàòåãîðèè, à ïðîñòî çà ïðåíàñÿíå íà èñòèííîñò. È òàêà, òàáëèöàòà íà èñòèííîñòçà èìïëèêàöèÿòà å ñëåäíàòà
p q p → qF F TF T TT F FT T TÈìà ìíîãî åçèêîâè êîíñòðóêöèè, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà èìïëèêàöèÿòà. p → q ìîæå äà å�îðìàëíèÿò çàïèñ íà âñÿêî îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ íà åñòåñòâåí áúëãàðñêè åçèê:

• Àêî p, òî q. 5



• Àêî p, q.
• Äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà q å p.
• p å äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà q.
• q êîãàòî p.
• q òîãàâà, êîãàòî p.
• Íåîáõîäèìî óñëîâèå çà p å q.
• q å íåîáõîäèìî óñëîâèå çà p.
• p âëå÷å q.
• p ñàìî àêî q.
• p ñàìî òîãàâà, êîãàòî q.
• q ñëåäâà îò p.Äà ïîâòîðèì. Àêî ðàçñúæäàâàìå â òåðìèíèòå íà íåîáõîäèìîñò è äîñòàòú÷íîñò (â ìàòåìàòè-êàòà ÷åñòî ñå èçðàçÿâàìå òàêà), àíòåöåäåíòúò å ñâúðçàí ñ äîñòàòú÷íîñòòà, à êîíñåêâåíòúò, ñíåîáõîäèìîñòòà:

p
︸︷︷︸äîñòàòú÷íîñò → q

︸︷︷︸íåîáõîäèìîñòÇà äà ñå óáåäèì, ÷å å òàêà, äà ðàçãëåäàìå èìïëèêàöèÿòàÀêî âàëè äúæä, Èâàí íîñè ÷àäúð.Äà âàëè äúæä å äîñòàòú÷íî, çà äà òâúðäèì, ÷å Èâàí íîñè ÷àäúð. Èâàí äà íîñè ÷àäúð åíåîáõîäèìî, çà äà òâúðäèì, ÷å âàëè äúæä†. Îáðàòíîòî îáà÷å íå å âÿðíî! Íå å âÿðíî, ÷åÈâàí äà íîñè ÷àäúð å äîñòàòú÷íî, çà äà òâúðäèì, ÷å âàëè äúæä � Èâàí ìîæå äà ñè íîñè÷àäúðà ïðåç öÿëîòî âðåìå, èìïëèêàöèÿòà íå îòõâúðëÿ òàçè âúçìîæíîñò. Íå å âÿðíî ñúùî,÷å äà âàëè äúæä å íåîáõîäèìî, çà äà òâúðäèì, ÷å Èâàí íîñè ÷àäúð � ïî ñúùèòå ñúîáðàæåíèÿ.Áè-èìïëèêàöèÿ Áåëåæè ñå ñ �↔�. Íåêà p è q ñà ñúæäåíèÿ. p ↔ q ñå ÷åòå �p òîãàâà èñàìî òîãàâà, êîãàòî q�. Áè-èìïëèêàöèÿòà å èñòèíà, êîãàòî p è q èìàò åäíà è ñúùà ëîãè÷åñêàñòîéíîñò, è ëúæà â ïðîòèâåí ñëó÷àé. Òàáëèöàòà íà òîçè ñúþç å ñëåäíàòà.
p q p → qF F TF T FT F FT T T

†Çàáåëåæåòå, ÷å íå êàçâàìå �Èâàí äà íîñè ÷àäúð å íåîáõîäèìî, çà äà âàëè äúæä�. Òîâà áè áèëî îáúðêâàùî,ïîíåæå áè çâó÷àëî êàòî ïðè÷èííî-ñëåäñòâåíà âðúçêà, êàêâàòî â ðåàëíèÿ ñâÿò íÿìà: òîâà, ÷å íÿêîé íîñè ÷àäúð,íå ïðè÷èíÿâà äúæä. Â ðåàëíîñòòà, ïðè÷èííî-ñëåäñòâåíà âðúçêà ìåæäó äúæäà è ÷àäúðà èìà, íî òÿ å â îá-ðàòíàòà ïîñîêà. È, êàêòî êàçàõìå, çà èìïëèêàöèÿòà îò ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà, ðåàëíèòå ïðè÷èííî-ñëåäñòâåíèâðúçêè íÿìàò íèêàêâî çíà÷åíèå. Íàøàòà �îðìóëèðîâêà �Èâàí äà íîñè ÷àäúð å íåîáõîäèìî, çà äà òâúðäèì, ÷å. . . � íå ïðåäïîëàãà íèêàêâà ïðè÷èííî-ñëåäñòâåíà âðúçêà ìåæäó äúæäà è ÷àäúðà íà Èâàí. Ñ íåÿ íèå êàçâàìå,÷å íå å âúçìîæíî äà âàëè äúæä è Èâàí äà å áåç ÷àäúð.6



Îòðèöàíèå Íàðè÷à ñå îùå íåãàöèÿ. Îòðèöàíèåòî íå å ñúþç â ñúùèÿ ñìèñúë, â êîéòîñà ñúþçè êîíþíêöèÿòà, äèçþíêöèÿòà è ò. í. Òå ñå ïðèëàãàò êúì äâå ñúæäåíèÿ, äîêàòî îòðè-öàíèåòî ñå ïðèëàãà êúì åäíî ñúæäåíèå. Àêî p å ñúæäåíèå, íåãîâîòî îòðèöàíèå ñå áåëåæè ñ�¬p�. Îòðèöàíèåòî íà p å ëúæà, êîãàòî p å èñòèíà, è å èñòèíà, êîãàòî p å ëúæà.
p ¬pF TT F2.2 Òàáëèöè íà èñòèííîñò íà ñúñòàâíèòå ñúæäåíèÿÍåêà p, q è r ñà ïðîñòè ñúæäåíèÿ, âñÿêî îò êîèòî ìîæå äà å èëè T, èëè F. Âèäÿõìå êàê îò òÿõìîæåì äà îáðàçóâàìå ñúñòàâíè ñúæäåíèÿ ÷ðåç ëîãè÷åñêè ñúþçè. Íà ñâîé ðåä, ïîëó÷åíèòåñúñòàâíè ñúæäåíèÿ ìîæå äà ñå ïîëçâàò çà ñúñòàâÿíå íà îùå ïî-ãîëåìè ñúñòàâíè ñúæäåíèÿ, èò. í. Ñúñòàâíèòå ñúæäåíèÿ ñúùî ñà èëè T, èëè F, äðóãè âúçìîæíîñòè â êëàñè÷åñêàòà ëîãèêàíÿìà. Òîâà ÿñíî ñå âèæäà â òàáëèöèòå íà èñòèííîñò íà êîíþíêöèÿòà, äèçþíêöèÿòà è äðóãèòåñúþçè � â íàé-äåñíèòå êîëîíè âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè ñà T è F. Âàæíîòî ïðè âñÿêî ñúñòàâíîñúæäåíèå å, êàê çàâèñè íåãîâàòà ñòîéíîñò îò ñòîéíîñòèòå íà ó÷àñòâàùèòå ïðîñòè ñúæäåíèÿ.Çà âñÿêà âúçìîæíà âàëþàöèÿ íà ïðîñòèòå ñúæäåíèÿ, ñòîéíîñòòà íà ñúñòàâíîòî ñúæäåíèå åñòðîãî îïðåäåëåíà.Äà ðàçãëåäàìå ñúñòàâíîòî ñúæäåíèå (p ∨ q) ∧ (p ∨ r). Ñêîáèòå óêàçâàò ïðèîðèòåòà:íà íàé-âèñîêî íèâî òîâà ñúæäåíèå å êîíþíêöèÿ, êàòî äâåòå ñúñòàâëÿâàùè ñúæäåíèÿ íå ñàïðîñòè, à âñÿêî îò òÿõ å äèçþíêöèÿ íà ïðîñòè ñúæäåíèÿ. Î÷åâèäíî ó÷àñòâàùèòå ïðîñòèñúæäåíèÿ ñà 3, à íå 4†. Çà äà âèäèì êàê çàâèñè ñòîéíîñòòà íà (p∨q)∧ (p∨r) îò ñòîéíîñòèòåíà p, q è r, ïðàâèì òàáëèöà íà èñòèííîñò ñ 23 = 8 ðåäà, îòãîâàðÿùè íà îñåìòå âúçìîæíèâàëþàöèè.

p q r p ∨ q p ∨ r (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)F F F F F FF F T F T FF T F T F FF T T T T TT F F T T TT F T T T TT T F T T TT T T T T TÒàáëèöà 1Ùå ïîêàæåì ïîäðîáíî êàê ñå ïîïúëâà òàçè òàáëèöà. Äà ðå÷åì, ÷å ñìå â ñàìîòî íà÷àëî èñìå ïîïúëíèëè ñàìî ñòîéíîñòèòå íà âàëþàöèèòå:
†Àêî èçïîëçâàìå òåðìèíîëîãèÿòà íà òåîðèÿòà íà ìíîæåñòâàòà, ùå êàæåì, ÷å ìíîæåñòâîòî îò ïðîñòèòåñúæäåíèÿ-ó÷àñòíèöè â êîíþíêöèÿòà å îáåäèíåíèåòî îò ìíîæåñòâàòà íà ïðîñòèòå ñúæäåíèÿ íà äâåòå äèçþí-êöèè.

7



p q r p ∨ q p ∨ r (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)F F FF F TF T FF T TT F FT F TT T FT T TÙå ïîïúëíèì êîëîíàòà, ìàðêèðàíà ñ p∨q. Ñúîáðàçÿâàìå, ÷å òúé êàòî p∨q íå ñúäúðæà
r, ìîæåì äà èãíîðèðàìå (âðåìåííî) êîëîíàòà, ìàðêèðàíà ñ r. Òîãàâà ãëåäàìå âëÿâî ñàìîêîëîíèòå, ìàðêèðàíè ñ p è q è âñå åäíî ïîïúëâàìå òàçè òàáëèöà:

p q p ∨ qF FF FF TF TT FT FT TT TÑúãëàñíî òîâà, êîåòî çíàåì çà äèçþíêöèÿòà, êîëîíàòà íà p ∨ q ñå ïîïúëâà òàêà:
p q p ∨ qF F FF F FF T TF T TT F TT F TT T TT T TÂðúùàìå ñå êúì îðèãèíàëíàòà òàáëèöà � âå÷å ñìå ïîïúëíèëè êîëîíàòà íà p ∨ q:
p q r p ∨ q p ∨ r (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)F F F FF F T FF T F TF T T TT F F TT F T TT T F TT T T TÀíàëîãè÷íî ïîïúëâàìå è êîëîíàòà íà p ∨ r:8



p q r p ∨ q p ∨ r (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)F F F F FF F T F TF T F T FF T T T TT F F T TT F T T TT T F T TT T T T TÎñòàâà äà ïîïúëíèì êîëîíàòà, ìàðêèðàíà ñ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r). Òúé êàòî òîâà ñúæäåíèåçàâèñè ïðÿêî ñàìî îò êîëîíèòå, ìàðêèðàíè ñ p∨q è p∨r, èãíîðèðàìå âðåìåííî òðèòå êîëîíèâëÿâî è âñå åäíî ïîïúëâàìå:
p ∨ q p ∨ r (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)F FF TT FT TT TT TT TT TÏîïúëâàíåòî ñòàâà ñúãëàñíî ïðàâèëàòà çà êîíþíêöèÿòà:
p ∨ q p ∨ r (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)F F FF T FT F FT T TT T TT T TT T TT T TÎ÷åâèäíî, òîâà å ðåçóëòàòúò, ïîêàçàí â Òàáëèöà 1 íà ñòð. 7.2.3 Ïðåäøåñòâèå íà ëîãè÷åñêèòå ñúþçèÀêî òðÿáâà äà çàïèøåì ïîäðîáíî ñëîæåí èçðàç îò ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà, òðÿáâà äà èçïîëç-âàìå ìíîãî ñêîáè. Çàïèñúò ñòàâà çíà÷èòåëíî ïî-ïðîñò è ëåñåí çà ÷åòåíå, àêî ñå óãîâîðèì, ÷åñëåäíîòî ïðåäøåñòâèå íà ëîãè÷åñêèòå ñúþçè å â ñèëà (â íàìàëÿâàù ïîðÿäúê):1. îòðèöàíèå,2. êîíþíêöèÿ,3. äèçþíêöèÿ,4. èìïëèêàöèÿ, 9



5. áè-èìïëèêàöèÿ.Èìàéêè ïðåäâèä òîâà ïðåäøåñòâèå, èçðàçúò ¬p∧q èìà ñìèñúë íà (¬p)∧q, à íå íà ¬(p∧q).Ñúùî òàêà,
¬p ∧ ¬q ∨ r → p ∨ r ↔ ¬r → pñå ÷åòå
(

( ( (¬p) ∧ (¬q) ) ∨ r) → (p ∨ r)
)

↔
(

(¬r) → p
)2.4 Åêâèâàëåíòíîñò íà ñúñòàâíè ñúæäåíèÿÑúñòàâíî ñúæäåíèå, ÷èÿòî ñòîéíîñò å T çà âñÿêà âàëþàöèÿ íà ïðîñòèòå ìó ñúæäåíèÿ, ñåíàðè÷à òàâòîëîãèÿ. Ñúñòàâíî ñúæäåíèå, ÷èÿòî ñòîéíîñò å F çà âñÿêà âàëþàöèÿ íà ïðîñòèòåìó ñúæäåíèÿ, ñå íàðè÷à ïðîòèâîðå÷èå. Ñúñòàâíî ñúæäåíèå, ÷èÿòî ñòîéíîñò å T çà ïîíååäíà âàëþàöèÿ è F çà ïîíå åäíà âàëþàöèÿ íà ïðîñòèòå ìó ñúæäåíèÿ, ñå íàðè÷à óñëîâíîñò.Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ñúñòàâíî ñúæäåíèå å óñëîâíîñò òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íå å íèòîòàâòîëîãèÿ, íèòî ïðîòèâîðå÷èå.Åëåìåíòàðåí ïðèìåð çà òàâòîëîãèÿ å p∨¬p, åëåìåíòàðåí ïðèìåð çà ïðîòèâîðå÷èå å p∧¬p:

p ¬p p ∨ ¬p p ∧ ¬pT F T FF T T Fßñíî å, ÷å êîëîíàòà íà âñÿêà òàâòîëîãèÿ ñå ñúñòîè ñàìî îò T, íà âñÿêî ïðîòèâîðå÷èå,ñàìî îò F, à êîëîíàòà íà âñÿêà óñëîâíîñò ñúäúðæà ïîíå åäíî T è ïîíå åäíî F. Ñëåäîâàòåëíî,ñúæäåíèåòî (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) å óñëîâíîñò, êàêòî ñå âèæäà îò Òàáëèöà 1 íà ñòð. 7.Äà ðàçãëåäàìå ñúæäåíèåòî p ∨ (q ∧ r) è íåãîâàòà òàáëèöà íà èñòèííîñò:
p q r q ∧ r p ∨ (q ∧ r)F F F F FF F T F FF T F F FF T T T TT F F F TT F T F TT T F F TT T T T TÒàáëèöà 2Ñðàâíåòå Òàáëèöà 1 ñ Òàáëèöà 2. Çà âñÿêà âàëþàöèÿ, ñòîéíîñòòà íà (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) åñúùàòà êàòî ñòîéíîñòòà íà p ∨ (q ∧ r). Èìàìå ïðàâî äà êàæåì, ÷å âñúùíîñò òîâà å åäíî èñúùî ñúæäåíèå, íàïèñàíî ïî ðàçëè÷íè íà÷èíè.Îïðåäåëåíèå 1. Çà âñåêè äâå ñúñòàâíè ñúæäåíèÿ s è t êàçâàìå, ÷å s è t ñà åêâèâàëåíòíè,òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúæäåíèåòî s ↔ t å òàâòîëîãèÿ. Ôàêòúò, ÷å s è t ñàåêâèâàëåíòíè, ñå áåëåæè ñ s ≡ t.† �

†Â íÿêîè êíèãè ñå èçïîëçâà ñèìâîëúò �⇔� íàìåñòî �≡�.10



Çàáåëåæêà: Ñèìâîëúò �≡� íå å ëîãè÷åñêè ñúþç, òàêà ÷å �s ≡ t� íå å ñúñòàâíî ñúæäåíèåíà s è t.Ùå ïîêàæåì, ÷å (p → q) ∧ p ≡ p ∧ q:
p q p → q (p → q) ∧ p p ∧ qF F T F FF T T F FT F F F FT T T T TÑàìè ïîêàæåòå, ÷å p → q ≡ ¬p ∨ q. Òîçè ðåçóëòàò ïîçâîëÿâà äà çàìåñòèì âñÿêà èìïëè-êàöèÿ, áèëî íà ïðîñòè, áèëî íà ñúñòàâíè ñúæäåíèÿ, ñ äèçþíêöèÿ îò íåãàöèÿòà íà ïúðâîòîñúæäåíèå è âòîðîòî ñúæäåíèå.Ñàìè ïîêàæåòå, ÷å p ↔ q ≡ (p → q) ∧ (q → p). Èìàéêè ïðåäâèä òîçè ðåçóëòàò, êîãàòîäîêàçâàìå òâúðäåíèÿ îò òèïà
A òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî B÷åñòî èçâúðøâàìå äîêàçàòåëñòâîòî íà äâà åòàïà: ïúðâî äîêàçâàìå èìïëèêàöèÿòàÎò A ñëåäâà Bè ïîñëå äîêàçâàìå èìïëèêàöèÿòàÎò B ñëåäâà AÒåîðåìà 1. Íåêà p, q è r ñà ïðîèçâîëíè ñúæäåíèÿ. Ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíîñòè ñà â ñèëà:ñâîéñòâà íà êîíñòàíòèòå: p ∧ T ≡ p, p ∨ F ≡ p, p ∨ T ≡ T, p ∧ F ≡ F.ñâîéñòâà íà îòðèöàíèåòî: p ∧ ¬p ≡ F, p ∨ ¬p ≡ T.èäåìïîòåíòíîñò: p ∨ p ≡ p, p ∧ p ≡ p.çàêîí çà äâîéíîòî îòðèöàíèå: ¬(¬p) ≡ p.êîìóòàòèâíîñò: p ∨ q ≡ q ∨ p, p ∧ q ≡ q ∧ p.àñîöèàòèâíîñò: (p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r), (p ∧ q) ∧ r ≡ p ∧ (q ∧ r).äèñòðèáóòèâíîñò: p∨ (q∧ r) ≡ (p∨ r)∧ (p∨ r), p∧ (q∨ r) ≡ (p∧ r)∨ (p∧ r).çàêîíè íà Äå Ìîðãàí: ¬(p ∨ q) ≡ ¬p ∧ ¬q, ¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q.ïîãëúùàíå: p ∨ (p ∧ q) ≡ p, p ∧ (p ∨ q) ≡ p. �Âñÿêî îò òåçè ñâîéñòâà ìîæå ëåñíî äà ñå äîêàæå ÷ðåç òàáëèöà íà èñòèííîñò. Ñúùåñòâóâàè äðóã íà÷èí çà äîêàçâàíå íà åêâèâàëåíòîñòè � ÷ðåç åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ. Êàòîïðèìåð ùå ïîêàæåì, ÷å (p → q) ∨ (q → r) ≡ T.
(p → q) ∨ (q → r) ≡ (òúé êàòî s → t ≡ ¬s ∨ t)
(¬p ∨ q) ∨ (¬q ∨ r) ≡ (àñîöèàòèâíîñò íà äèçþíêöèÿòà)
¬p ∨ q ∨ ¬q ∨ r ≡ (êîìóòàòèâíîñò íà äèçþíêöèÿòà)
¬q ∨ q ∨ ¬p ∨ r ≡ (àñîöèàòèâíîñò íà äèçþíêöèÿòà)
(¬q ∨ q) ∨ (¬p ∨ r) ≡ (ñâîéñòâà íà îòðèöàíèåòî)T∨ (¬p ∨ r) ≡ (ñâîéñòâà íà êîíñòàíòèòå)T 11



Ïðè äîêàçàòåëñòâî ÷ðåç åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ íà ïúðâèÿ ðåä ïèøåì åäíî îò ñúæäå-íèÿòà, â ñëó÷àÿ (p → q)∨ (q → r) ≡ T. Ñëåä òîâà ïèøåì çíàêà çà åêâèâàëåíòíîñò �≡� è ñëåäíåãî â ñêîáè îñíîâàíèåòî, ïîðàäè êîåòî òâúðäèì, ÷å íàïèñàíîòî íà âòîðèÿ ðåä å åêâèâàëåí-òíî íà íàïèñàíîòî íà ïúðâèÿ ðåä. Â ñëó÷àÿ, îñíîâàíèåòî å âå÷å äîêàçàíàòà åêâèâàëåíòíîñòìåæäó s → t è ¬s ∨ t çà ïðîèçâîëíè ñúæäåíèÿ s è t. Ñ ÷åðâåíî ñà íàïèñàíè òåçè ñúæäåíèÿíà ïúðâèÿ ðåä, êîèòî áèâàò çàìåíåíè ñ åêâèâàëåíòè ñúæäåíèÿ ïðè ïðåõîäà îò ïúðâè êúìâòîðè ðåä. È òàêà íàòàòúê, äî ïîñëåäíèÿ ðåä, êîéòî ñúäúðæà áóêâàëíî òîâà, íà êîåòî èñêàìåäà ïîêàæåì, ÷å ïúðâîíà÷àëíîòî ñúæäåíèå å åêâèâàëåíòíî, à èìåííî T.Ìîæåõìå äà ïîêàæåì (p → q)∨ (q → r) ≡ T è ÷ðåç òàáëèöà ñ 8 ðåäà. Òðóäíî å äà ñå êàæåêîé íà÷èí çà äîêàçâàíå å ïî-èêîíîìè÷åí â ñëó÷àÿ: äàëè ñ ïðåîáðàçóâàíèÿ, èëè ñ òàáëèöà. Íîäà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å òðÿáâà äà äîêàæåì ñëåäíàòà åêâèâàëåíòíîñò:
(p → q) ∨ (q → r) ∨

(

(¬r → s) ⊕ (t → ¬u)
)

≡ TÒóê èìàìå 6 ïðîñòè ñúæäåíèÿ. Àêî çàïî÷íåì äà äîêàçâàìå ñ òàáëèöà íà ðúêà, òÿ ùå èìà
26 = 64 ðåäà è ïîïúëâàíåòî �è áè áèëî áàâíî, äîñàäíî è ìîæå áè ãðåøíî, çàùîòî êîëêîòîïîâå÷å êëåòêè çà ïîïúëâàíå èìà, òîëêîâà ïî-âåðîÿòíî å ÷îâåê äà ñáúðêà íÿêúäå. Îò äðóãàñòðàíà, àêî çàáåëåæèì, ÷å èçðàçúò âëÿâî íà �≡� å îò âèäà (çà íÿêàêâî A):

(p → q) ∨ (q → r)
︸ ︷︷ ︸ñúãëàñíî ïðåäíîòî ä-âî, òîâà å åêâèâàëåíòíî íà T∨ Aìîæåì äà ãî ïðåîáðàçóâàìå â åêâèâàëåíòíèÿ ìóT∨ Aìîæåì âåäíàãà äà òâúðäèì, ÷å èçðàçúò å åêâèâàëåíòåí íà T ïîðàäè ñâîéñòâàòà íà êîíñòàí-òèòå. Òîâà äîêàçàòåëñòâî ÷ðåç ïðåîáðàçóâàíèÿ å ñúñ ñèãóðíîñò ïî-êðàòêî è èêîíîìè÷íî îòåâåíòóàëíî äîêàçàòåëñòâî ÷ðåç òàáëèöà.Âèäÿõìå åäíî ïðåäèìñòâî íà ìåòîäà ñ ïðåîáðàçóâàíèÿòà: òîé ìîæå äà å ìíîãî ïî-å�èêàñåíîò òàáëè÷íèÿ ìåòîä. Íî òàáëè÷íèÿò ìåòîä èìà íà ñâîé ðåä åäíî ïðåäèìñòâî � òîé íå èçèñ-êâà äîñåòëèâîñò. Òîé å àëãîðèòìè÷åí, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ëåñíî ìîæå äà ñå èìïëåìåíòèðà ñêîìïþòúðíà ïðîãðàìà. Çà ðàçëèêà îò íåãî, ìåòîäúò ñ ïðåîáðàçóâàíèÿòà ìîæå äà èñêà äîñåò-ëèâîñò � â äàäåíà ñèòóàöèÿ, åäíî ïðåîáðàçóâàíèå ìîæå äà âîäè êúì óñïåøíî äîêàçàòåëñòâî,à äðóãî ïðåîáðàçóâàíèå äà å áåçñìèñëåíî óñèëèå, âîäåùî äîíèêúäå. Êàòî ïðèìåð ùå äàäåìäâà îïèòà çà äîêàçàòåëñòâî íà çàêîíà çà ïîãëúùàíåòî ÷ðåç ïðåîáðàçóâàíèÿ. Ïúðâèÿò îïèò åíåóñïåøåí, òîé âîäè äî �âúðòåíå â êðúã�. Âòîðèÿò å óñïåøåí.Ïúðâè îïèò:

p ∨ (p ∧ q) ≡ (äèñòðèáóòèâíîñò)
(p ∨ p) ∧ (p ∨ q) ≡ (èäåìïîòåíòíîñò)
p ∧ (p ∨ q) ≡ (äèñòðèáóòèâíîñò)
(p ∧ p) ∨ (p ∧ q) ≡ (èäåìïîòåíòíîñò)
p ∨ (p ∧ q) íèùî íå ñìå ïîñòèãíàëè, ïîëó÷èõìå òîâà, îò êîåòî çàïî÷íàõìå
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Âòîðè îïèò:
p ∨ (p ∧ q) ≡ (ñúãëàñíî ñâ-âàòà íà êîíñòàíòèòå)
(p ∧ T) ∨ (p ∧ q) ≡ (ñúãëàñíî äèñòðèáóòèâí. íà êîíþíê. ñïðÿìî äèçþíê.)
p ∧ (T∨ q) ≡ (ñúãëàñíî ñâ-âàòà íà êîíñòàíòèòå)
p ∧ T ≡ (ñúãëàñíî ñâ-âàòà íà êîíñòàíòèòå)
p óñïåõ!Êàê äà ñå äîñåòè ÷îâåê äà çàïî÷íå, çàìåíÿéêè p ñ åêâèâàëåíòíîòî ìó p ∨ T? Çà ñúæàëå-íèå, ðåöåïòà çà îáùèÿ ñëó÷àé íÿìà. Äîêàçàòåëñòâàòà ÷ðåç ïðåîáðàçóâàíèÿ èçèñêâàò äîáðàèíòóèöèÿ.2.5 Èçâîä â ñúæäèòåëíàòà ëîãèêàÎïðåäåëåíèå 2. Íåêà p è q ñà ïðîèçâîëíè ñúæäåíèÿ. Êàçâàìå, ÷å q ñëåäâà ëîãè÷åñêè îò

p, àêî p → q å òàâòîëîãèÿ. Ôàêòúò, ÷å q ñëåäâà ëîãè÷åñêè îò p, áåëåæèì òàêà: p ⊢ q†.
� Çàáåëåæêà: Ñèìâîëúò �⊢� íå å ëîãè÷åñêè ñúþç, òàêà ÷å �p ⊢ q� íå å ñúñòàâíî ñúæäåíèåíà p è q.Îïðåäåëåíèå 3. Èçâîä â ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà å ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ñúæäåíèÿ p1, p2,. . . , pn, q çà íÿêîå n ≥ 1. Ñúæäåíèÿòà p1, p2, . . . , pn ñà ïðåäïîñòàâêè, à q å ñëåäñòâèå‡. Èç-âîäúò äà å âàëèäåí îçíà÷àâà, ÷å ñëåäñòâèåòî å âÿðíî òîãàâà, êîãàòî âñè÷êè ïðåäïîñòàâêèñà âåðíè. �Çàáåëåæêà: Àêî ïîíå åäíà ïðåäïîñòàâêà pi å ëúæà, òî p1 ∧ p2 ∧ . . . ∧ pn å ëúæà è òîãàâà
(p1 ∧ p2 ∧ . . . ∧ pn) → q å èñòèíà íåçàâèñèìî îò èñòèííîñòòà íà q, ñëåäîâàòåëíî èçâîäúòâèíàãè å âàëèäåí ïðè íàëè÷èå íà ïîíå åäíà ïðåäïîñòàâêà�ëúæà. Îò äðóãà ñòðàíà, àêî âñè÷êèïðåäïîñòàâêè ñà èñòèíà, òî q òðÿáâà äà å èñòèíà, çà äà èìàìå âàëèäåí èçâîä. Ñúãëàñíîòàáëèöàòà íà èñòèííîñò íà èìïëèêàöèÿòà, èçâîäúò å âàëèäåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòîèìïëèêàöèÿòà

(p1 ∧ p2 ∧ . . . ∧ pn) → qå òàâòîëîãèÿ. Ñúãëàñíî Îïðåäåëåíèå 2, ñïîìåíàòèÿ èçâîä ìîæåì äà çàïèøåì êàòî
(p1 ∧ p2 ∧ . . . ∧ pn) ⊢ qÏðèåòî å èçâîäúò äà ñå çàïèñâà òàêà: ïðåäïîñòàâêèòå ñå èçðåæäàò åäíà íàä äðóãà, ïîä òÿõñå çàïèñâà õîðèçîíòàëíà ÷åðòà, ïîä íåÿ ñå çàïèñâà ñëåäñòâèåòî, ïðåäõîæäàíî îò ñèìâîëà �∴�,êîéòî ñå ÷åòå �ïîðàäè òîâà�. Âèæòå ñëåäâàùèÿ ïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå èçâîäà îò íà÷àëîòîíà ëåêöèÿòà:Àêî âàëè äúæä, Èâàí íîñè ÷àäúð.Âàëè äúæä.Ñëåäîâàòåëíî, Èâàí íîñè ÷àäúð.

†Â íÿêîè êíèãè ñå èçïîëçâà ñèìâîëúò �⇒� íàìåñòî �⊢�.
‡Íà àíãëèéñêè ñúîòâåòíèòå òåðìèíè ñà premises è 
on
lusion.13



Ôîðìàëíî ùå ãî çàïèøåì òàêà:
p → q

p

∴ qÒîçè èçâîä å âàëèäåí � ëåñíî ìîæåì äà ïîêàæåì ñ òàáëèöà, ÷å (p → q)∧p → q å òàâòîëîãèÿ:
p q p → q (p → q) ∧ p (p → q) ∧ p → qF F T F TF T T F TT F F F TT T T T TÑúùî òîëêîâà ëåñíî ìîæåì äà ïîêàæåì ñ òàáëèöà, ÷å ñëåäíèÿ èçâîä íå å âàëèäåí:

p → q

q

∴ pÅòî êàê èçãëåæäà òàáëèöàòà:
p q p → q (p → q) ∧ q (p → q) ∧ q → pF F T F TF T T T FT F F F TT T T T TÇà ïî-ñëîæíè èçâîäè òàáëè÷íèÿò ìåòîä íå å ïðèãîäåí, ïî ñúùèòå ïðè÷èíè, êîèòî âå÷å ñïî-ìåíàõìå ïðè äîêàçàòåëñòâàòà çà åêâèâàëåíòíîñò: òàáëèöàòà ñòàâà ïðåêàëåíî ãîëÿìà. Óäîáíîå äà ñå ïîëçâàò ñëåäíèòå ïðàâèëà çà èçâîä â ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà. Âñÿêî îò òåçè ïðàâèëàìîæå äà áúäå äîêàçàíî ÷ðåç òàáëèöà. Ñ òÿõíà ïîìîù è ñ èçâåñòíà äîçà äîñåòëèâîñò ìîæåì,çàïî÷âàéêè îò äàäåíè ïðåäïîñòàâêè, äà èçâåäåì ñëåäñòâèåòî.Ïðàâèëî modus ponens: p ∧ (p → q) ⊢ qÏðàâèëî modus tolens: ¬q ∧ (p → q) ⊢ ¬pÏðàâèëî õèïîòåòè÷åí ñèëîãèçúì: (p → q) ∧ (q → r) ⊢ (p → r)Ïðàâèëî äèçþíêòèâåí ñèëîãèçúì: (

(p ∨ q) ∧ ¬p
)

⊢ qÏðàâèëî çà êîíþíêöèÿòà p ∧ q ⊢ p ∧ q†Ïðàâèëî çà îïðîñòÿâàíå: p ∧ q ⊢ pÏðàâèëî çà äîêàçàòåëñòâî ÷ðåç ñëó÷àè: (

(p → r) ∧ (q → r)
)

⊢
(

(p ∨ q) → r
)Ïðàâèëî çà êîíñòðóêòèâíàòà äèëåìà: (

(p → q) ∧ (r → s) ∧ (p ∨ r)
)

⊢ (q ∨ s)

†Íàïèñàíî òàêà, ïðàâèëîòî èçãëåæäà áåçñìèñëåíî. Èäåÿòà å, ÷å àêî íåçàâèñèìî èçâåäåì îò åäíè è ñúùèïðåäïîñòàâêè è p, è q, èìàìå ïðàâî äà òâúðäèì, ÷å êîíþíêöèÿòà p ∧ q å èñòèíà è ìîæåì äà ÿ èçïîëçâàìå.14



Ïðàâèëî çà äåñòðóêòèâíàòà äèëåìà: (

(p → q) ∧ (r → s) ∧ (¬q ∨ ¬s)
)

⊢ (¬p ∨ ¬r)Ïðàâèëî çà ðåçîëþöèÿòà: (

(p ∨ q) ∧ (¬p ∨ r)
)

⊢ (q ∨ r)Ïîä÷åðòàâàìå, ÷å ïðàâèëàòà çà èçâîä ñà ðàçëè÷íî íåùî îò åêâèâàëåíòíîñòèòå (âèæñòð. 1). Åêâèâàëåíòîñòèòå ìîæå äà ñå ïîëçâàò ïðè èçâîä � èìàìå ïðàâî äà çàìåíèì èçðàç ñäðóã, åêâèâàëåíòåí íà íåãî. Íî ïðàâèëàòà çà èçâîä íå ìîæå äà ñå ïîëçâàò ïðè äîêàçàòåëñòâàíà åêâèâàëåíòíîñò. Ïðèìåðíî, çàáåëåæåòå ïðè ïðàâèëîòî modus ponens, ÷å p ∧ (p → q)íå å åêâèâàëåíòíî ñúæäåíèå íà q.Ùå äàäåì ïðèìåð çà ïðàâåíå íà èçâîä ÷ðåç ïðàâèëàòà çà èçâîä: ùå ïîêàæåì, ÷å îò ïðåä-ïîñòàâêèòå Äèàíà êàðà ñêè èëè íå âàëè ñíÿã è Æèâêî èãðàå �óòáîë èëè âàëè ñíÿã ñëåäâàëîãè÷åñêè, ÷å Äèàíà êàðà ñêè èëè Æèâêî èãðàå �óòáîë. Íåêà p, q è r ñà ñëåäíèòå åëåìåí-òàðíè ñúæäåíèÿ:
p: Äèàíà êàðà ñêè
q: Âàëè ñíÿã
r: Æèâêî èãðàå �óòáîëÒðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å èçâîäúò

p ∨ ¬q

r ∨ q

∴ p ∨ rå âàëèäåí. Íî òîâà å äèðåêòíî ïðèëîæåíèå íà ðåçîëþöèÿ âúðõó ïðåäïîñòàâêèòå. Çàêëþ÷à-âàìå, ÷å èçâîäúò å âàëèäåí.3 Ïðåäèêàòíà ëîãèêàÎïðåäåëåíèå 4. Åäíîìåñòåí ïðåäèêàò å ñúæäåíèå, â êîåòî èìà �ïðàçíî ìÿñòî�, â êîåòîïðàçíî ìÿñòî ñå ñëàãà îáåêò îò íÿêàêâà ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíà îáëàñò, íàðå÷åíà äîìåéí.Çà âñåêè îáåêò îò äîìåéíà, ïðåäèêàòúò å èëè èñòèíà, èëè ëúæà. �Êàòî ïðèìåð, íåêà äîìåéíúò ñå ñúñòîè îò ïëîäîâåòåÿáúëêà, áàíàí, ïîðòîêàë, àâîêàäî, ÿãîäàÍåêà ÿáúëêàòà è àâîêàäîòî ñà çåëåíè, áàíàíúò å æúëò, ïîðòîêàëúò å îðàíæåâ, à ÿãîäàòà å÷åðâåíà. Äà ðàçãëåäàìå ñúæäåíèÿòà:1. ßáúëêàòà å ÷åðâåíà.2. Áàíàíúò å ÷åðâåí.3. Ïîðòîêàëúò å ÷åðâåí.4. Àâîêàäîòî å ÷åðâåíî.5. ßãîäàòà å ÷åðâåíà. 15



Ñúãëàñíî äîïóñêàíèÿòà, ïúðâèòå ÷åòèðè ñúæäåíèÿ ñà ëúæà, à ïîñëåäíîòî å èñòèíà.Ñåãà äà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å îò âñÿêî îò òåçè ñúæäåíèÿ ñìå ìàõíàëè èìåòî íà ïëîäà è ñìåãî çàìåíèëè ñ ìíîãîòî÷èå �. . . �. È â ïåòòå ñëó÷àÿ† ïîëó÷àâàìå
. . . å ÷åðâåí. (1)Òîâà å åäíîìåñòåí ïðåäèêàò, ÷èéòî äîìåéí ñà ïåòòå èçáðîåíè ïëîäà. Ïðàçíîòî ìÿñòî, çà êîåòîñå ãîâîðè â Îïðåäåëåíèå 4, å ìíîãîòî÷èåòî. Íà ìÿñòîòî íà ìíîãîòî÷èåòî ìîæåì äà ñëàãàìåèìå íà ïëîä è çà âñÿêî èìå íà ïëîä, òâúðäåíèåòî å èëè èñòèíà, èëè ëúæà.Íàìåñòî äà ñëàãàìå òî÷êè èëè ïîä÷åðòàâêà íà ïðàçíîòî ìÿñòî â ñúæäåíèåòî, óäîáíî åäà èçïîëçâàìå ïðîìåíëèâà, ïðèìåðíî x. Òîãàâà ïðåäèêàòúò ñòàâà �x å ÷åðâåí(à)�, êúäåòî xâçåìà ñòîéíîñòè îò óêàçàíàòà îáëàñò. Äà áåëåæèì òîçè ïðåäèêàò ñ �P(x)�. Ïðè òåêóùèòåäîïóñêàíèÿ,

• P(ÿãîäà) ≡ T,
• P(ÿáúëêà) ≡ F, P(áàíàí) ≡ F, P(ïîðòîêàë) ≡ F, P(àâîêàäî) ≡ F.Ïîä÷åðòàâàìå, ÷å ïðåäèêàòúò P(x) ñàì ïî ñåáå ñè íå å íèòî èñòèíà, íèòî ëúæà. Èñòèíàèëè ëúæà ñå ïîëó÷àâà ñàìî ñëåä çàìåñòâàíå íà x ñ íÿêîé îáåêò îò îáëàñòòà. Îñîáåí èíòåðåñïðåäñòàâëÿâàò äâà ñëó÷àÿ ïðè òàêîâà çàìåñòâàíå:
• êîãàòî èìà ïîíå åäèí îáåêò, çà êîéòî ïðåäèêàòúò å èñòèíà. Òîâà áåëåæèì ñ ∃xP(x).
• êîãàòî çà âñåêè îáåêò ïðåäèêàòúò å èñòèíà. Òîâà áåëåæèì ñ ∀xP(x).Ñèìâîëèòå �∃� è �∀� ñå íàðè÷àò êâàíòîðè. ∃ å åêçèñòåíöèàëíèÿò êâàíòîð, à ∀ å óíèâåðñàë-íèÿò êâàíòîð. Àêî îáåêòèòå îò îáëàñòòà ñà êðàåí áðîé, äà ðå÷åì a1, a2, . . . , an, òî
• ∃xP(x) èìà ñìèñúë íà P(a1) ∨ P(a2) ∨ . . . ∨ P(an), à
• ∀xP(x) èìà ñìèñúë íà P(a1) ∧ P(a2) ∧ . . . ∧ P(an).Òîâà èëþñòðèðà �àêòà, ÷å åêçèñòåíöèëíèÿò êâàíòîð å ñâúðçàí ñ äèçþíêöèÿòà, à óíèâåðñàë-íèÿò, ñ êîíþíêöèÿòà.Ùå èëþñòðèðàìå ïîëçàòà îò èçïîëçâàíåòî íà ïðåäèêàòè ñ êâàíòîðè. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿòðèâèàëåí èçâîä:Âñÿêà ðèáà æèâåå âúâ âîäàòà. Ïúñòúðâàòà å ðèáà. Ñëåäîâàòåëíî, ïúñòúðâàòà æè-âåå âúâ âîäàòà.Îò íàé-îáùè ñúîáðàæåíèÿ å ÿñíî, ÷å èçâîäúò å âàëèäåí. Íî àêî ñå îïèòàìå äà �îðìàëèçèðàìåíåùàòà ñúñ ñúæäèòåëíà ëîãèêà (êàòî â ïðåäíèòå ñåêöèè), íÿìà êàê äà ïîêàæåì âàëèäíîñòòàíà èçâîäà. Íåêà çàìåñòèì ïúðâîòî èçðå÷åíèå ñ p, âòîðîòî, ñ q, è òðåòîòî, ñ r. Çà äà ïîêàæåì,÷å èçâîäúò å âàëèäåí, òðÿáâà äà ïîêàæåì p ∧ q ⊢ r, êîåòî íå å âàëèäåí èçâîä. Âàëèäíîñòòàíà èçâîäà ñå âèæäà, êîãàòî ñå âãëåäàìå â ñòðóêòóðàòà íà èçðå÷åíèÿòà, à íå ãè ðàçãëåæäàìåïðîñòî êàòî åëåìåíòàðíè ñúæäåíèÿ áåç ñòðóêòóðà. Ïúðâîòî èçðå÷åíèå êàçâà, ÷å çà âñÿêîíåùî (îò íÿêàêâà îáëàñò, ïðèìåðíî æèâîòíè), àêî òîâà íåùî å ðèáà, òî òî æèâåå âúâ âîäàòà.Íåêà P(x) å ïðåäèêàòúò �x å ðèáà�, à Q(x) å ïðåäèêàòúò �x æèâåå âúâ âîäàòà�. Òîãàâà ïúðâîòîèçðå÷åíèå ñå �îðìàëèçèðà òàêà:
∀x(P(x) → Q(x))

†�îäúò íà äóìàòà íÿìà çíà÷åíèå, òàêà ÷å �. . . å ÷åðâåí� ñå ñ÷èòà çà ñúùîòî êàòî �. . . å ÷åðâåíà�.16



Íåêà t îçíà÷àâà ïúñòúðâà. Âòîðîòî èçðå÷åíèå å P(t). Êàòî öÿëî, èçâîäúò å
∀x(P(x) → Q(x))

P(t)

∴ Q(t)Êîãàòî å èçïîëçâàí êâàíòîð âúðõó íÿêàêâà ïðîìåíëèâà, êàçâàìå, ÷å òÿ å ñâúðçàíà. Ïðèìåð-íî, â èçðàçà �∀xP(x)�, ïðîìåíëèâàòà x å ñâúðçàíà. Àêî äàäåíà ïðîìåíëèâà íå å ñâúðçàíà,êàçâàìå, ÷å òÿ å ñâîáîäíà. Êàêòî êàçàõìå âå÷å, èçðàçè îò ïðåäèêàòíàòà ëîãèêà ñúñ ñâîáîäíèïðîìåíëèâè íå ìîæå äà ñà íèòî èñòèíà, íèòî ëúæà. Ïðèåìàìå, ÷å êîãàòî çàïèñâàìå èçðàçèñ êâàíòîðè, êâàíòîðèòå èìàò ïî-âèñîê ïðèîðèòåò, òîåñò ñâúðçâàò ïî-ñèëíî, îò ëîãè÷åñêèòåñúþçè. Ñëåäîâàòåëíî, â èçðàçà
∀xP(x) → Q(x)äåéñòâòèåòî íà êâàíòîðà íå ñå ïðîñòèðà âúðõó Q(x) è x å ñâîáîäíà ïðîìåíëèâà â Q(x).Ñëåäîâàòåëíî, ïîñëåäíèÿò èçðàç íå ìîæå äà èìà ñòîéíîñò èñòèíà èëè ëúæà. Çàáåëåæåòåðàçëèêàòà ñ èçðàçà �∀x(P(x) → Q(x))� ãîðå, êúäåòî ñêîáèòå ñëåä ∀x óêàçâàò, ÷å äåéñòâèåòîíà êâàíòîðà ñå ïðîñòèðà âúðõó P(x) → Q(x), à íå ñàìî âúðõó P(x). Ñ öåë ïî-ãîëÿìà ÿñíîòàùå ïîâòîðèì ïîñëåäíèòå ñúáðàæåíèÿ:
∀x (P(x) → Q(x))

︸ ︷︷ ︸îáõâàò íà äåéñòâèå íà êâàíòîðà
∀x P(x)

︸︷︷︸îáõâàò íà äåéñòâèå íà êâàíòîðà → Q(x)Ïðåäèêàòèòå ìîãàò äà èìà ïîâå÷å îò åäíî ïðàçíè ìåñòà çà ïîïúëâàíå. Èíà÷å êàçàíî, äàäâóìåñòíè, òðèìåñòíè è ò. í. Äà ñå âúðíåì íà ïðèìåðà ñ ïëîäîâåòå. Íåêà â ïðåäèêàò (1) íàïðåäèøíàòà ñòðàíèöà çàìåñòèì ñ ìíîãîòî÷èå è äóìàòà �÷åðâåí�. Ïîëó÷àâàìå
. . . å . . . . (2)Íà ìÿñòîòî íà âòîðîòî ìíîãîòî÷èå ìîæåì äà ñëàãàìå èìå íà öâÿò. Ïî òîçè íà÷èí, çàìåñò-âàéêè ïúðâîòî ìíîãîòî÷èå ñ èìå íà ïëîä è âòîðîòî, ñ èìå íà öâÿò, ïîëó÷àâàìå ñúæäåíèÿ,êîèòî ñà èñòèíà èëè ëúæà. Óäîáíî å äà ñå èçïîëçâàò èìåíà íà ïðîìåíëèâè íàìåñòî ìíîãîòî-÷èÿ, çà äà íå ñå íàëàãà äà óòî÷íÿâàìå �ïúðâîòî ìíîãîòî÷èå� è �âòîðîòî ìíîãîòî÷èå�. È òàêà,íàìåñòî ïúðâîòî ìíîãîòî÷èå ïîëçâàìå ïðîìåíëèâàòà x, è íàìåñòî âòîðîòî, y. Ïîëó÷àâàìåäâóìåñòíèÿ ïðåäèêàò P(x, y)

P(x, y) : x å y.êúäåòî x âçåìà ñòîéíîñòè èìå íà ïëîä, à y âçåìà ñòîéíîñò èìå íà öâÿò. Ïðèìåðíî, ñúãëàñíîäîïóñêàíèÿòà çà öâåòîâåòå íà ïëîäîâåòå, P(x, y) ≡ T êîãàòî x å áàíàí è y å æúëòî, à P(x, y) ≡F êîãàòî x å ÿãîäà è y å çåëåíî.Êâàíòîðè ñå èçïîëçâàò è ïðè ïðåäèêàòèòå ñ ïîâå÷å îò åäíà ïðîìåíëèâà. Òèïè÷íà óïîòðåáà å,ïðèìåðíî, ∀x∀yP(x, y). Òîâà ñå ÷åòå, �çà âñÿêî x, çà âñÿêî y, P(x, y)�. Àêî P å ïðåäèêàòúò îòïðèìåðà ñ ïëîäîâåòå è öâåòîâåòå, òî ∀x∀yP(x, y) å ëúæà, òúé êàòî íå å âÿðíî, ÷å àêî âçåìåì17



êîé äà å ïëîä è êîé äà å öâÿò, òîçè ïëîä çàäúëæèòåëíî å îò òîçè öâÿò � ïðèìåðíî, áàíàíúòíå å ÷åðâåí, òîåñò P(áàíàí, ÷åðâåí) å ëúæà.Â èçðàçà ∀x∀yP(x, y) êàçâàìå, ÷å êâàíòîðèòå ñà âëîæåíè. Ìîæå äà èìàìå âëîæåíè êâàí-òîðè îò ðàçëè÷åí âèä, ïðèìåðíî ∀x∃yP(x, y). Òîâà ñå ÷åòå, �çà âñÿêî x ñúùåñòâóâà y, òàêîâà÷å P(x, y)�. Àêî îòíîâî ïîëçâàìå ïðèìåðà ñ ïëîäîâåòå è öâåòîâåòå, ∀x∃yP(x, y) å èñòèíà. Çàäà ñå óáåäèì, ÷å å òàêà, äîñòàòú÷íî å äà ñúîáðàçèì, ÷å âñåêè ïëîä èìà íÿêàêúâ öâÿò.Åäíîòèïíè êâàíòîðè ìîãàò äà áúäàò ðàçìåñòâàíè áåç òîâà äà ñå îòðàçÿâà íà èñòèííîñòòà,òîåñò âèíàãè
∀x∀yP(x, y) ≡ ∀y∀xP(x, y)

∃x∃yP(x, y) ≡ ∃y∃xP(x, y)Îò äðóãà ñòðàíà, ðàçíîòèïíè êâàíòîðè íå ìîæå äà áúäàò ðàçìåñòâàíè ïî òîçè íà÷èí. Òîåñò,â îáùèÿ ñëó÷àé,
∀x∃yP(x, y) 6≡ ∃y∀xP(x, y)

∃x∀yP(x, y) 6≡ ∀y∃xP(x, y)Êàòî ïðèìåð äà ðàçãëåäàìå äâóìåñòíèÿ ïðåäèêàò
Q(x, y) : x + y = 2êúäåòî x è y âçåìàò ñòîéíîñòè îò ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà. ∀x∃yQ(x, y) î÷åâèäíîå èñòèíà, ïîíåæå çà âñÿêî ðåàëíî x èìà äðóãî ðåàëíî y, à èìåííî y = 2 − x, òàêèâà ÷å

x + y = 2. Îò äðóãà ñòðàíà, ∃y∀xQ(x, y) å ëúæà, ïîíåæå íÿìà ðåàëíî ÷èñëî, òàêîâà ÷å âñÿêîäðóãî ðåàëíî, ñúáðàíî ñ íåãî, äà äàâà ñáîð 2.Àíàëîãè÷íî, â ïðèìåðà ñ ïëîäîâåòå è öâåòîâåòå, ∀x∃yP(x, y) å èñòèíà, êàêòî âå÷å êàçàõìå,äîêàòî ∃y∀xP(x, y) å ëúæà. Âòîðèÿò èçðàç áè áèë èñòèíà, àêî âñè÷êè ïëîäîâå áÿõà â åäèí èñúùè öâÿò.Çàáåëåæåòå, ÷å â �∀xP(x, y)�, y å ñâîáîäíà ïðîìåíëèâà, ïîíåæå íå ïîïàäà â îáõâàòà íàäåéñòâèå íà êâàíòîð. Ñëåäîâàòåëíî, òîâà íå ìîæå äà áúäå íèòî èñòèíà, íèòî ëúæà.Çàáåëåæå, ÷å çà âñåêè ïðåäèêàò P(x, y), èçðàçúò ∀x∃yP(x, y) å åêâèâàëåíòåí íà ∀y∃xP(y, x),òúé êàòî òîâà å ïðîñòî ïðåèìåíóâàíå íà ïðîìåíëèâèòå. Ïðèìåðíî, â ïðåäèêàòà ñ ìíîãîòî÷è-ÿòà (2) íà ïðåäíàòà ñòðàíèöà, íÿìà çíà÷åíèå äàëè íàðè÷àìå ñ x ïúðâîòî ìíîãîòî÷èå è ñ y,âòîðîòî, èëè îáðàòíî.Îòðèöàíèÿ íà èçðàçè ñ åäíîìåñòíè ïðåäèêàòè ñå èçâúðøâàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: îòðèöàíèåòîïðåâðúùà óíèâåðñàëíèÿ êâàíòîð â åêçèçñòåíöèàëåí è îáðàòíîòî.
¬∀xP(x) ≡ ∃x¬P(x) (3)
¬∃xP(x) ≡ ∀x¬P(x) (4)(5)�¬∀xP(x)� ñå ÷åòå, �íå å âÿðíî, ÷å çà âñÿêî x îò äàäåíèÿ äîìåéí å èçïúëíåíî P(x)�. �∃x¬P(x)�ñå ÷åòå, �ñúùåñòâóâà x îò äàäåíèÿ äîìåéí, çà êîéòî å èçïúëíåíî ¬P(x)�. �¬∃xP(x)� ñå ÷åòå,�íå å âÿðíî, ÷å ñúùåñòâóâà x îò äàäåíèÿ äîìåéí, çà êîåòî å èçïúëíåíî P(x)�. �∀x¬P(x)� ñå÷åòå, �çà âñÿêî x îò äàäåíèÿ äîìåéí å èçïúëíåíî ¬P(x)�.Ùå îáîñíîâåì íå ìíîãî �îðìàëíî (3). Çà äà ñå óáåäèì, ÷å äâàòà èçðàçà ñà åêâèâàëåíòíè,ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àé, â êîéòî äîìåéíúò å êðàåí, äà ðå÷åì äîìåéíúò å a1, a2, . . . , an,è äà ñúîáðàçèì, ÷å
∀xP(x) ≡ P(a1) ∧ P(a2) ∧ . . . ∧ P(an) 18



Ñúãëàñíî çàêîíèòå íà De Morgan,
¬(P(a1) ∧ P(a2) ∧ . . . ∧ P(an)) ≡ ¬P(a1) ∨ ¬P(a2) ∨ . . . ∨ ¬P(an)Íà ñâîé ðåä,
¬P(a1) ∨ ¬P(a2) ∨ . . . ∨ ¬P(an) ≡ ∃x¬P(x)Îáîñíîâêàòà íà (4) å àíàëîãè÷íà.Äà ðàçãëåäàìå ÷åòèðèòå òâúðäåíèÿ:

• ∀x(P(x) ∧ Q(x)) ≡ ∀x(P(x)) ∧ ∀x(Q(x))

• ∀x(P(x) ∨ Q(x)) ≡ ∀x(P(x)) ∨ ∀x(Q(x))

• ∃x(P(x) ∧ Q(x)) ≡ ∃x(P(x)) ∧ ∀x(Q(x))

• ∃x(P(x) ∨ Q(x)) ≡ ∃x(P(x)) ∨ ∀x(Q(x))êúäåòî P(x) è Q(x) ñà ïðîèçâîëíè åäíîìåñòíè ïðåäèêàòè è ïðîìåíëèâàòà x âèíàãè ïðèåìàñòîéíîñòè îò åäèí è ñúùè äîìåéí. Êîè îò òåçè òâúðäåíèÿ ñà âåðíè è êîè, íå? Ïúðâîòîòâúðäåíèå å âÿðíî. Çà äà ñå óáåäèì â òîâà, äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî äîìåéíúò å êðàåí,äà ðå÷åì a1, a2, . . . , an. Òîãàâà èçðàçúò îòëÿâî å
(P(a1) ∧ Q(a1)) ∧ (P(a2) ∧ Q(a2)) ∧ . . . ∧ (P(an) ∧ Q(an))Ïîðàäè àñîöèàòèâíîñòòà è êîìóòàòèâíîñòòà íà êîíþíêöèÿòà, òîé å åêâèâàëåíòåí íà
(

P(a1) ∧ P(a2) ∧ . . . ∧ P(an)
)

∧
(

Q(a1) ∧ Q(a2) ∧ . . . ∧ Q(an)
)Âòîðîòî òâúðäåíèå å íåâÿðíî. Íàïðèìåð, íåêà P(x) è Q(x) ñà ïðåäèêàòè ñ åäèí è ñúùèäîìåéí�ìíîãîúãúëíèöèòå îò ãåîìåòðèÿòà�êàòî P(x) å �x èìà ÷åòåí áðîé ñòðàíè�, à Q(x) e�x èìà íå÷åòåí áðîé ñòðàíè�. Î÷åâèäíî ∀x(P(x)∨Q(x)) å èñòèíà, ïîíåæå âñåêè ìíîãîúãúëíèêèìà ÷åòåí èëè íå÷åòåí áðîé ñòðàíè. Îáà÷å ∀x(P(x)) ∨ ∀x(Q(x)) íå å âÿðíî. Çà äà ñå óáåäèìâ òîâà, äà ðàçãëåäàìå ïîîòäåëíî äâåòå ñúæäåíèÿ-ó÷àñòíèöè â äèçþíêöèÿòà:

• ∀x(P(x)) íå å âÿðíî, ïîíåæå íå âñåêè ìíîãîúãúëíèê èìà ÷åòåí áðîé ñòðàíè.
• ∀x(Q(x)) íå å âÿðíî, ïîíåæå íå âñåêè ìíîãîúãúëíèê èìà íå÷åòåí áðîé ñòðàíè.Ùîì äâåòå ñúæäåíèÿ â äèçþíêöèÿòà ñà ëúæà, äèçþíêöèÿòà å ëúæà. Ñ àíàëîãè÷íè ñúîáðà-æåíèÿ ñå âèæäà, ÷å òðåòîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî, à ÷åòâúðòîòî å âÿðíî. Ñëåäîâàòåëíî, âíÿêàêúâ ñìèñúë óíèâåðñàëíèÿò êâàíòîð èìà äèñòðèáóòèâíî ñâîéñòâî ñïðÿìî êîíþíêöèÿòà,à åêçèñòåíöèàëíèÿò, ñïðÿìî äèçþíêöèÿòà.

19


