
Ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè�1

Äîïúëíèòåëíè çàäà÷è. ×àñò 2.

2D ïî ÷àñòè ïîëèíîìè. Ìåòîä íà êðàéíèòå åëå-

ìåíòè çà ñòàöèîíàðíè 2D ãðàíè÷íè çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Îïðåäåëåòå áàçèñíèòå ôóíêöèè çà ïðîñòðàíñòâîòî íà ïî ÷àñòè
ëèíåéíèòå ïîëèíîìè âúðõó ïðîèçâîëåí òðèúãúëíèê ñ âúðõîâå

(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3).

Çàäà÷à 2. Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà

−∆u+ u = f, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

(à) Èçâåäåòå âàðèàöèîííàòà ôîðìóëèðîâêà íà çàäà÷àòà â ïîäõîäÿùî ïðîñ-
òðàíñòâî V .

(á) Ôîðìóëèðàéòå ÌÊÅ (R.�G.), áàçèðàí íà âàðèàöèîííàòà çàäà÷à.

(â) Èçâåäåòå àïðèîðíà îöåíêà íà ãðåøêàòà â H1 íîðìà.

Çàäà÷à 3. Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà

−∇ · (α∇u) + βu = f, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ Γ1,

−α∇u = 10, x ∈ Γ2,

êúäåòî Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω.

(à) Èçâåäåòå âàðèàöèîííàòà ôîðìóëèðîâêà íà çàäà÷àòà â ïîäõîäÿùî ïðîñ-
òðàíñòâî V .

(á) Ôîðìóëèðàéòå ÌÊÅ (R.�G.), áàçèðàí íà âàðèàöèîííàòà çàäà÷à.

Êîåðöèòèâíîñò è íåïðåêúñíàòîñò íà áèëèíåéíà-

òà ôîðìà. Ñâúðçàíè íåðàâåíñòâà.

Çàäà÷à 4. Èçâåäåòå ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà íà Ïîàíêàðå∫ 1

0

u2dx ≤ 1

2

∫ 1

0

u′2dx, ∀u ∈ A = {u ∈ H1[0, 1] : u(1) = 0},∫ 1

0

u2dx ≤ 1

4

∫ 1

0

u′2dx, ∀u ∈ H1
0 [0, 1].
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Çàäà÷à 5. Ïîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî u ∈ C1[0, 1] ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå íåðà-
âåíñòâà: ∫ 1

0

u2dx ≤ 1

6

∫ 1

0

u′2dx+

(∫ 1

0

udx

)2

;

max
x∈[0,1]

|u(x)|2 ≤ 2u2(1) + 2

∫ 1

0

u′2dx;∫ 1

0

u2(x)dx ≤ 2u2(1) + 2

∫ 1

0

u′2dx;

max
x∈[0,1]

|u(x)|2 ≤ 2

∫ 1

0

(u2 + u′2)dx.

Çàäà÷à 6. Èçâåäåòå ñëàáàòà ôîðìà íà ñëåäíàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à îò ÷åò-
âúðòè ðåä, êàòî èçïîëçâàòå ïîäõîäÿùî ïðîñòðàíñòâî V :

u(4) + u = f(x), x ∈ (0, 1), u(0) = u′(0) = u(1) = u′(1) = 0.

Ïîêàæåòå, ÷å áèëèíåéíàòà ôîðìà a(·, ·) å êîåðöèòèâíà è íåïðåêúñíàòà âúâ
V .

Çàäà÷à 7. Ðàçãëåæäàìå âàðèàöèîííàòà çàäà÷à∫ 1

0

(u′v′ + uv)dx+ u(1)v(1) =

∫ 1

0

fvdx, ∀v ∈ V.

Èçâåäåòå äèôåðåíöèàëíàòà ôîðìà íà çàäà÷àòà, àêî

• V = {v ∈ H1
0 (0, 1) : v(0) = 0};

• V = H1(0, 1).

Ïîêàæåòå, ÷å è â äâàòà ñëó÷àÿ áèëèíåéíàòà ôîðìà å êîåðöèòèâíà è íåï-
ðåêúñíàòà âúâ V . Èçâåäåòå àïðèîðíè îöåíêè íà ãðåøêàòà â H1 íîðìà çà
ðåøåíèåòî, ïîëó÷eíî ïî ÌÊÅ ñ ïî ÷àñòè ëèíåéíè ôóíêöèè. Êàòî èçïîëçâà-
òå òðèêà íà Nitsche, èçâåäåòå àïðèîðíà îöåíêà íà ãðåøêàòà â L2 íîðìà.
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