
2.5.2 Ëîêàëíà è ãëîáàëíà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ, ñõî-

äèìîñò, À-óñòîé÷èâîñò, ìîíîòîííîñò

ßñíî å, ÷å çà äà ìîæåì äà èçïîëçâàìå íà ïðàêòèêà ðàçãëåæäàíèòå ÷èñëåíè ìå-
òîäè, òðÿáâà äà çíàåì íåùî çà ãðåøêàòà, êîÿòî ïîëó÷àâàìå ïðè ïðèáëèæåíîòî
ðåøàâàíå íà ñúîòâåòíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå.

Ïðè ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà îðèãèíàëíàòà äèôåðåíöèàëíà çàäà÷à èìà äâà
èçòî÷íèêà íà ãðåøêà:

� ãðåøêà îò àïðîêñèìàöèÿ - ïîðàäè ôàêòà, ÷å âìåñòî îðèãèíàëíàòà äèôå-
ðåíöèàëíà çàäà÷à, ðåøàâàìå ïðèáëèæåíà àëãåáðè÷íà çàäà÷à;

� ãðåøêà îò çàêðúãëÿâàíå - ïîðàäè ïðåäñòàâÿíåòî íà ÷èñëàòà â êîìïþòúðà.

Ùå ðàçãëåäàìå åôåêòèòå îò òåçè äâå ãðåøêè ïîîòäåëíî. Ïúðâî, íåêà ïðèåìåì,
÷å íÿìà ãðåøêè îò çàêðúãëÿâàíå. Èñêàìå äà îöåíèì ãðåøêàòà ui − yi.

Çà òàçè öåë ïúðâî ùå âúâåäåì ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 1. Ëîêàëíà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ (ËÃÀ) çà äèôåðåí÷íèÿ ìå-
òîä

yi+1 − yi
h

= θi(ti, yi, yi+1) (2.1)

íàðè÷àìå ðàçëèêàòà ìåæäó ëÿâàòà è äÿñíàòà ñòðàíà, ïðåñìåòíàòè çà òî÷-
íîòî ðåøåíèå, ò.å.

ψh,i :=
ui+1 − ui

h
− θi(ti, ui, ui+1).

Ñ äðóãè äóìè, ËÃÀ íè äàâà èíôîðìàöèÿ çà òîâà êàêâà ãðåøêà âíàñÿìå ëî-
êàëíî, çà åäíà ñòúïêà îò ìåòîäà. Ïðèåìàìå, ÷å äî i-òàòà òî÷êà ñìå íàìåðèëè
ðåøåíèåòî òî÷íî, è èñêàìå äà âèäèì êàêâà ãðåøêà ùå ïîëó÷èì ñàìî â i-òàòà
ñòúïêà.

Çàäà÷à 1. Äà ñå íàìåðè ËÃÀ íà àïðîêñèìàöèÿ íà ÿâíèÿ è íåÿâíèÿ ìåòîä íà
Îéëåð.

Ðåøåíèå. Çà ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð èìàìå

ψh,i =
ui+1 − ui

h
− f(ti, ui).

Òúé êàòî âñè÷êî â ãîðíèÿ èçðàç å ïðåñìåòíàòî â i-òàòà òî÷êà, îñâåí ui+1, ùå
èçðàçèì ui+1, êàòî ðàçâèåì ôóíêöèÿòà u(t) â ðåä íà Òåéëúð îêîëî òî÷êàòà ti.

Ïîëó÷àâàìå
ui+1 = u(ti + h) = ui + u′ih+O(h2).

Òîãàâà, êàòî èçïîëçâàìå, ÷å u′i = f(ti, ui), ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

ψh,i =
1

h
(��ui +�

�u′ih+O(h2)−��ui)−���
��f(ti, ui) = O(h).

Àíàëîãè÷íî, çà íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð ïîëó÷àâàìå

ψh,i+1 =
ui+1 − ui

h
− f(ti+1, ui+1)

1

h
(���ui+1 − (���ui+1 −��

�u′i+1h+O(h2)))−(((((
((

f(ti+1, ui+1) = O(h).

Òóê èçïîëçâàõìå ðàçâèòèåòî ui = u(ti+1 − h) = ui+1 − u′i+1h+O(h2).
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Ëîêàëíàòà ãðåøêà íà àïðîêñèìàöèÿ å êëþ÷îâà çà îïðåäåëÿíå íà ãëîáàëíàòà
ãðåøêà ui − yi (êîÿòî âñúùíîñò íè èíòåðåñóâà), ïðåäâèä ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Àêî ìåòîäúò (2.1) èìà ËÃÀ îò ðåä p (ò.å. O(hp)), òî òîé å
ñõîäÿù êúì òî÷íîòî ðåøåíèå ñúñ ñúùàòà ñêîðîñò, ò.å. ‖u − y‖ = O(hp) ïðè
h→ 0.

Äîêàçàòåëñòâî. Âæ.[3]

È òàêà, ÿâíèÿò è íåÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð èìàò ïúðâè ðåä íà ñõî-

äèìîñò.
Äåéñòâèòåëíî, íåêà ðàçãëåäàìå çàâèñèìîñòòà íà ìàêñèìàëíàòà ãðåøêà

‖u− y‖ := max
i=0,n
|ui − yi|

îò áðîÿ èíòåðâàëè n, íàïðèìåð çà ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð, çà ëîãèñòè÷íîòî óðàâ-
íåíèå, âúðõó êîåòî èçëîæèõìå ìåòîäèòå.

æ

æ

æ

æ

æ

100 1000 104 105
n

10-4

0.001

0.01

0.1

1

ÈÈu-yÈÈ

Âèæäàìå, ÷å ñêîðîñòòà, ñ êîÿòî íàìàëÿâà ãðåøêàòà, å îò ïúðâè ðåä � óâåëè-
÷àâàéêè 10 ïúòè áðîÿ íà èíòåðâàëèòå, n, ãðåøêàòà íàìàëÿâà ñúùî îò ïîðÿäúêà
íà 10 ïúòè.

Òåîðåòè÷íî, ñõîäèìîñòòà íà åäèí ìåòîä îçíà÷àâà, ÷å ìîæåì äà ïîëó÷èì
ïðîèçâîëíà òî÷íîñò, ñòèãà äà èçáåðåì äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n. Ðàçáèðà ñå, íà
ïðàêòèêà òî÷íîñòòà å îãðàíè÷åíà îò ìàêñèìàëíàòà òî÷íîñò, ñ êîÿòî ðàáîòèì â
êîìïþòúðíà àðèòìåòèêà.

Íåêà ðàçãëåäàìå îùå äâà ïðèìåðà çà îïðåäåëÿíà íà ËÃÀ.

Çàäà÷à 2. Äà ñå ïðåñìåòíå ËÃÀ çà ñëåäíèòå äèôåðåí÷íè óðàâíåíèÿ:

�

yi+1−yi
h

= 1
3h
(yi − yi−1) + 2

3
fi,

� yi+1 = yi +
h
2
(3fi − fi−1).
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Ðåøåíèå. � Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ËÃÀ å

ψh =
1

h
(ui+1 − ui)−

1

3h
(ui − ui−1)−

2

3
fi.

Ðàçâèâàìå îêîëî i-òàòà òî÷êà è ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâàòåëíî

ψh =
1

h

ui + u′i
1!
h+

u′′i
2!
h2 +O(h3)︸ ︷︷ ︸

ui+1

−ui

− 1

3h

ui −
(
ui −

u′i
1!
h+

u′′i
2!
h2 +O(h3)

)
︸ ︷︷ ︸

ui−1


− 2

3
fi =

2h

3
u′′i +O(h2) = O(h).

� Âúâ âòîðèÿ ïðèìåð ËÃÀ å

ψh =
1

h
(ui+1 − ui)−

1

2
(3fi − fi−1)

=
1

h
(ui+1 − ui)−

1

2
(3u′i − u′i−1)

=
1

h

ui + u′i
1!
h+

u′′i
2!
h2 +

u′′′i
3!
h3 +O(h4)︸ ︷︷ ︸

ui+1

−ui



− 1

2

3u′i −
(
u′i −

u′′i
1!
h+

u′′′i
2!
h2 +O(h3)

)
︸ ︷︷ ︸

u′i−1


=

4h2

6
u′′′i +O(h3) = O(h2).

È òàêà, ËÃÀ íè ïîçâîëÿâà äà îïðåäåëèì ðåäà íà ñõîäèìîñò çà äàäåí ìåòîä
(îò âèäà (2.1)). Îò äðóãà ñòðàíà, òîâà, ÷å çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n ãðåø-

êàòà êëîíè êúì 0, äàëå÷ íå îçíà÷àâà, ÷å çà ïî-ìàëêè ñòîéíîñòè íà n
ïîâåäåíèåòî íà ìåòîäà ùå å äîáðî.

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Çàäà÷à 3. Äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè

du

dt
= 10u(1− u), t ∈ (0, 6],

u(0) = 0.1
(2.2)

ñ ÿâíèÿ è íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð çà n = 10, 20, 35, 75, 500.

Ðåøåíèå. Ïðèâåæäàìå ðåçóëòàòèòå îò ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà ïî-äîëó.
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n Íåÿâåí Îéëåð ßâåí Îéëåð

10

20

35

75

500

È òàêà, î÷åâèäíî ÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð íÿìà äîáðî ïîâåäåíèå çà ìàëêè
ñòîéíîñòè íà n. Òàêúâ ïðîáëåì íå ñå íàáëþäàâà ïðè íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð.
Òîâà å ñâúðçàíî ñ ïîíÿòèÿòà àáñîëþòíà óñòîé÷èâîñò (À-óñòîé÷èâîñò) è ìîíî-
òîííîñò íà ìåòîäèòå.

Çà äà âúâåäåì òåçè ïîíÿòèÿ, ïúðâî òðÿáâà äà èçÿñíèì íÿêîè ñâîéñòâà íà
ðåøåíèÿòà íà åäíî ÎÄÓ. Ùå èçëîæèì èäåèòå âúðõó ëîãèñòè÷íîòî óðàâíåíèå

du

dt
= 10u(1− u).
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Ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà åäíî àâòîíîìíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå

du

dt
= f(u)

ñà òî÷êèòå u = ξ, çà êîèòî f(ξ) = 0.
Ðàâíîâåñíèòå òî÷êè îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ðå-

øåíèÿòà (ò.å. êàêâî ñå ñëó÷âà ñ ðåøåíèÿòà â êðàéíà ñìåòêà, ñëåä äîñòàòú÷íî
äúëúã ïåðèîä îò âðåìå).

Çà ëîãèñòè÷íîòî óðàâíåíèå î÷åâèäíî ðàâíîâåñíèòå òî÷êè ñà u = 0 è u = 1.
Íåêà ðàçãëåäàìå ãðàôèêàòà íà du/dt, ò.å. ïàðàáîëàòà 10u(1− u):

+

-

u

du/dt

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

-6

-4

-2

2

Òúé êàòî ïðîèçâîäíàòà íà u å ïîëîæèòåëíà çà u ∈ (0, 1), òî àêî u å â òîçè
èíòåðâàë ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé òÿ å íàìàëÿâàùà.

Îò ãîðíàòà ôèãóðà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âñè÷êè ðåøåíèÿ êëîíÿò êúì ðàâíî-
âåñíàòà òî÷êà u = 1.

Êàçâàìå, ÷å åäíà ðàâíîâåñíà òî÷êà ξ å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, àêî çà âñè÷-
êè äîñòàòú÷íî áëèçêè äî íåÿ íà÷àëíè óñëîâèÿ u0 ñëåäâà, ÷å ðåøåíèåòî u êëîíè
êúì ξ. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ðàâíîâåñíàòà òî÷êà ñå íàðè÷à íåóñòîé÷èâà.

Çà ëîãèñòè÷íîòî óðàâíåíèå òî÷êàòà u = 0 å íåóñòîé÷èâà, çàùîòî âñÿêî èçìå-
íåíèå íà u > 0 âîäè äî ðåøåíèå, êëîíÿùo êúì u = 1. Îò äðóãà ñòðàíà òî÷êàòà
u = 1 å àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, òúé êàòî ïðè èçìåíåíèå íà u ðåøåíèåòî �ñå
âðúùà� êúì åäèíèöàòà.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å çà åäíî àâòîíîìíî óðàâíåíèå ðåøåíèÿòà âèíàãè
êëîíÿò êúì àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà
äèàãðàìà:
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u

du/dt

+ +

-
-

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

-25

-20

-15

-10

-5

5

10

Îò ôèãóðàòà å ÿñíî, ÷å ðåøåíèÿòà êëîíÿò èëè êúì u = 1, èëè êúì u = 3.
Îò ãëåäíà òî÷êà íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè, òîâà ïîâåäåíèå å îò ñúùåñòâåíî çíà÷å-

íèå. Âúçñòàíîâÿâàíåòî íà íåóñòîé÷èâè ðåøåíèÿ ñ ïîìîùòà íà ÷èñëåíè ìåòîäè
å ëîøî îáóñëîâåíà çàäà÷à, òúé êàòî âñÿêà ãðåøêà îò çàêðúãëÿâàíå îçíà÷àâà,
÷å ðåøåíèåòî, êîåòî ùå ñå ïîëó÷è, ùå å ðàçëè÷íî (ùå êëîíè êúì óñòîé÷èâà
ðàâíîâåñíà òî÷êà).

Îò äðóãà ñòðàíà, ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå íå áè òðÿáâàëî äà èìàò ãîëÿìî
âëèÿíèå âúðõó ðåøåíèÿòà, êëîíÿùè êúì óñòîé÷èâèòå ðàâíîâåñíè òî÷êè, òúé
êàòî |u−ξ| → 0 ïðè t→∞. Ñ äðóãè äóìè, ãðåøêèòå îò çàêðúãëÿâàíå, äîïóñíàòè
â äàäåí ìîìåíò îò âðåìå, êîèòî ñà íåèçáåæíè, áè òðÿáâàëî ñ âðåìåòî äà ñòàâàò
íåçíà÷èòåëíè.

Åòî çàùî èñêàìå ÷èñëåíèòå ìåòîäè äà çàïàçâàò àñèìïòîòè÷íàòà óñòîé÷è-
âîñò íà ðåøåíèÿòà. Òîâà ñâîéñòâî íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè ñå íàðè÷à àáñîëþòíà
óñòîé÷èâîñò èëè A-óñòîé÷èâîñò.

Çà äà âèäèì êàê ùå èçñëåäâàìå óòîé÷èâîñòòà íà ÷èñëåíèÿ ìåòîä, ïúðâî
òðÿáâà äà êîìåíòèðàìå êàê àíàëèòè÷íî èçñëåäâàìå óñòîé÷èâîñòòà íà åäíà ðàâ-
íîâåñíà òî÷êà.

Íåêà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî

du

dt
= f(u),

çà êîåòî ξ å ðàâíîâåñíà òî÷êà, ò.å. f(ξ) = 0.
Ðàçâèâàéêè äÿñíàòà ñòðàíà îêîëî u = ξ â ðåä íà Òåéëúð, ïîëó÷àâàìå

du

dt
= f(ξ) + f ′(ξ)(u− ξ) +O(|2|) = f ′(ξ)(u− ξ).

Èçïîëçâàéêè, ÷å f(ξ) = 0 è ÷å ÷ëåíîâåòå îò âòîðè è ïî-âèñîê ðåä ìîãàò äà ñå
ïðåíåáðåãíàò çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ñòîéíîñòè íà u− ξ, ïîëó÷àâàìå, ÷å ïîâåäå-
íèåòî íà ðåøåíèåòî â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êàòà ξ ñå îïðåäåëÿ îò
óðàâíåíèåòî

du

dt
= f ′(ξ)(u− ξ).

Îçíà÷àâàéêè λ := f ′(ξ) è u := u− ξ, çàïèñâàìå óðàâíåíèåòî âúâ âèäà

du

dt
= λu, (2.3)
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êúäåòî λ < 0, òúé êàòî ðàâíîâåñíàòà òî÷êà ξ å óñòîé÷èâà.

Äåôèíèöèÿ 2. Êàçâàìå, ÷å äàäåí ÷èñëåí ìåòîä å àáñîëþòíî óñòîé÷èâ (À-
óñòîé÷èâ), àêî, ïðèëîæåí âúðõó çàäà÷àòà (2.3), ðåøåíèåòî ìó óäîâëåòâîðÿâà

|yi| ≤ |y0|.

Çàáåëåæêà. Ñ äðóãè äóìè, àêî â äàäåí ìîìåíò îò âðåìå å äîïóñíàòà ãðåøêà
(íàïðèìåð îò çàêðúãëÿâàíå) y0, èñêàìå òÿ äà íå ðàñòå ñ âðåìåòî è âúâ âñåêè
ñëåäâàù ìîìåíò yi äà îñòàâà íå ïî-ãîëÿìà ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò îò y0. Íèå
ùå ïîèñêàìå ìàëêî ïî-ñèëíîòî óñëîâèå |yi| → 0.

Çàáåëåæêà. Â çàâèñèìîñò îò ðåøàâàíàòà çàäà÷à ìîæåì äà ïîèñêàìå ìåòîäúò,
êîéòî èçïîëçâàìå, äà çàïàçâà ðàçëè÷íè âàæíè ñâîéñòâà íà òúðñåíîòî ðåøåíèå.
A-óñòîé÷èâîñòòà å ñâúðçàíà ñúñ çàïàçâàíå íà àñèìïòîòè÷íàòà óñòîé÷èâîñò.

Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ÿâíèÿò ìåòîä å À-óñòîé÷èâ ïðè

h < −2/λ

, à íåÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð å À-óñòîé÷èâ çà âñÿêî h.
Äà èëþñòðèðàìå êàçàíîòî âúðõó çàäà÷àòà (2.2). Åäèíñòâåíàòà óñòîé÷èâà

ðàâíîâåñíà òî÷êà å u = 1 è λ = f ′(1) = −10. Ñëåäîâàòåëíî ìåòîäúò å A-
óñòîé÷èâ òî÷íî òîãàâà, êîãàòî h ≤ 2/10, êàòî î÷àêâàìå ãðåøêàòà äà êëîíè êúì
0, àêî h < 2/10. Äåéñòâèòåëíî, íåêà ðàçãëåäàìå ðåøåíèÿòà ïðè ñòúïêà h = 0.2,
h = 0.19:
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Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ãðåøêàòà îñöèëèðà îêîëî ðàâíîâåñíàòà òî÷êà áåç äà ðàñòå,
íî è áåç äà íàìàëÿâà. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ãðåøêàòà êëîíè êúì 0.

Ðåçóëòàòúò ïðè h = 0.19 îáà÷å íè ïîêàçâà, ÷å A-óñòîé÷èâîñòòà íà ìåòîäà
íå å äîñòàòú÷íà, çà äà èìà ðåøåíèåòî äîáðî ïîâåäåíèå. Âúïðåêè ÷å ãðåøêàòà
êëîíè êúì 0, ñå ïîÿâÿâà íåæåëàíî îñöèëèðàíå îêîëî ðåøåíèåòî. Ñëåäîâàòåëíî
å äîáðå äà ïîèñêàìå ìåòîäúò äà íÿìà òàêîâà ïîâåäåíèå.

Äåôèíèöèÿ 3. Êàçâàìå, ÷å äàäåí ÷èñëåí ìåòîä å ìîíîòîíåí, àêî, ïðèëîæåí
âúðõó çàäà÷àòà (2.3), ðåøåíèåòî ìó íå ñìåíÿ çíàêà ñè, ò.å.

sgn(yi) = sgn(y0).

Ñ äðóãè äóìè, èñêàìå ãðåøêàòà äà íå îñöèëèðà îêîëî íóëàòà. ßâíèÿò ìåòîä
íà Îéëåð å ìîíîòîíåí, êîãàòî h < −1/λ, äîêàòî íåÿâíèÿò ìåòîä íà Îéëåð å
ìîíîòîíåí çà âñÿêî h.
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