
2.6 Ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà

Îñíîâåí íåäîñòàòúê íà ìåòîäèòå íà Îéëåð å, ÷å òå ñà áàâíî ñõîäÿùè � äà ïðè-
ïîìíèì, ÷å òå èìàò ïúðâè ðåä íà ñõîäèìîñò, òúé êàòî ëîêàëíàòà ãðåøêà íà àï-
ðîêñèìàöèÿ å O(h). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî èñêàìå äà ïîëó÷èì âèñîêà òî÷íîñò,
òðÿáâà äà ðàáîòèì ñ ìíîãî ìàëêà ñòúïêà, ò.å. äà ïðàâèì ãîëÿì áðîé îïåðà-
öèè, êîåòî, ðàçáèðà ñå, å íåöåëåñúîáðàçíî. Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå ïúðâèÿ îò äâàòà
îñíîâíè êëàñà ìåòîäè, êîèòî ñå èçïîëçâàò, êîãàòî å íåîáõîäèì ïî-âèñîê ðåä íà
ñõîäèìîñò.

2.6.1 ßâíè ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà

ßâíèòå ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà ñà íàé-÷åñòî èçïîëçâàíèÿò êëàñ ìåòîäè çà ðå-
øàâàíå íà ÎÄÓ. Çà äà ìîòèâèðàìå òÿõíîòî èçïîëçâàíå, íåêà ïúðâî ðàçãëåäàìå
îò ãåîìåòðè÷íà ãëåäíà òî÷êà ìåòîäèòå íà Îéëåð. Ïðè ÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð
èìàìå

yi+1 = yi + hf(ti, yi),

ò.å. ïðàâèì åäíà ñòúïêà ïî íàïðàâëåíèå íà äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà ti, çà äà
ïîëó÷èì ïðèáëèæåíèåòî â òî÷êàòà ti+1:

yi

yi+1

ti ti+1

Ïðè íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð èçïîëçâàìå íàïðàâëåíèåòî, çàäàäåíî îò äîïèðà-
òåëíàòà â òî÷êàòà ti+1:
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yi+1

yi

ti ti+1

ËÃÀ çà ÿâíèÿ è çà íåÿâíèÿ ìåòîä íà Îéëåð å O(h).
Îò äðóãà ñòðàíà, ñïîðåä Òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ, ñúùåñòâóâà ξ,

òàêà ÷å
u(ti + h)− u(ti) = u′(ξ)(ti+1 − ti) = u′(ξ)h.

Ñ äðóãè äóìè, àêî èçïîëçâàìå íàïðàâëåíèåòî, çàäàäåíî îò äîïèðàòåëíàòà â
òàçè òî÷êà, ËÃÀ áè áèëà 0:

yi

yi+1

ti ti+1Ξ

Íèå, ðàçáèðà ñå, íÿìà êàê äà íàìåðèì òî÷êàòà ξ, íî íåéíîòî ñúùåñòâóâà-
íå íè äàâà îñíîâàíèå äà âçåìåì ïðîèçâîäíèòå â ðàçëè÷íè òî÷êè â èíòåðâàëà
[ti, ti+1] è äà ãè óñðåäíèì ñ íÿêàêâè òåãëà, òàêà ÷å äà ïîëó÷èì ñòîéíîñò, áëèçêà
(â íÿêàêúâ ñìèñúë) äî ñòîéíîñòòà â ξ. Íåêà îçíà÷èì ñòîéíîñòèòå íà ïðîèçâîä-
íèòå â òåçè òî÷êè (óìíîæåíè ïî h) ñ k1, k2, . . . , ks. Îáùèÿò âèä íà s-åòàïíèòå
ìåòîäè íà Ðóíãå-Êóòà å

yi+1 − yi
h

=
1

h
(p1k1 + p2k2 + · · ·+ psks),

êúäåòî p1, p2, . . . , ps ñà òåãëàòà, ñ êîèòî âçåìàìå âñÿêà îò ïðîèçâîäíèòå. Ùå ãè
îïðåäåëèì òàêà, ÷å ËÃÀ äà å âúçìîæíî íàé-ìàëêà.
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k1 å ïðîèçâîäíàòà â òî÷êàòà ti. Çà íåÿ èìàìå

k1 = hf(ti, yi).

k2 å ïðîèçâîäíàòà â íÿêîÿ äðóãà òî÷êà ti + α2h. Çà äà ÿ ïðåñìåòíåì îáà÷å (ò.å.
äà ïðåñìåòíåì äÿñíàòà ñòðàíà â äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå), íè å íåîáõîäèìà
ñòîéíîñòòà íà ðåøåíèåòî â òàçè òî÷êà, êîåòî íè å íåèçâåñòíî. Ùå ãî àïðîêñè-
ìèðàìå íà áàçà íà èçâåñòíàòà èíôîðìàöèÿ, êàòî çà íåãîâàòà ñòîéíîñò âçåìåì
yi + β2,1k1. Òîãàâà

k2 = hf(ti + α2h, yi + β2,1k1).

Ïàðàìåòðèòå α2, β2,1 îòíîâî ïîäëåæàò íà îïðåäåëÿíå, òàêà ÷å ËÃÀ äà å âúç-
ìîæíî íàé-ìàëêà.

Ðàçñúæäàâàéêè àíàëîãè÷íî è çà ïðîèçâîäíèòå â ñëåäâàùèòå òî÷êè, ïîëó÷à-
âàìå ñëåäíèÿ îáù âèä íà ìåòîäèòå íà Ðóíãå-Êóòà:

yi+1 − yi
h

=
1

h
(p1k1 + p2k2 + · · ·+ psks),

k1 = hf(ti, yi)

k2 = hf(ti + α2h, yi + β2,1k1)

k3 = hf(ti + α3h, yi + β3,1k1 + β3,2k2)

kj = hf(ti + αjh, yi + βj,1k1 + · · ·+ βj,j−1kj−1), j = 4, . . . , s.

Äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ìåòîäèòå íà Ðóíãå-Êóòà ñà åäíîñòúïêîâè ìåòîäè,
òúé êàòî ïðè íàìèðàíåòî íà yi+1 èçïîëçâàò ñàìî ñòîéíîñòòà íà yi, íî íå è íà
ñòîéíîñòèòå íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå â ïðåäõîäíèòå òî÷êè.

Â ëèòåðàòóðàòà ìîãàò äà ñå îòêðèÿò êîåôèöèåíòèòå íà ðàçëè÷íè ìåòîäè
îò òîçè òèï ñ ðàçëè÷åí ðåä íà ñõîäèìîñò. ×åñòî êîåôèöèåíòèòå ñå çàïèñâàò â
ò.íàð. Òàáëèöà íà Butcher:

0
α2 β2,1
...

...
. . .

αs βs,1 · · · βs,s−1
p1 p2 · · · ps

Íåêà ðàçãëåäàìå íàé-èçïîëçâàíèÿ ìåòîä çà ðåøàâàíå íà ÎÄÓ ïðè ðàâíîìåð-
íà ìðåæà, à èìåííî ÷åòèðèåòàïíèÿò ìåòîä íà Ðóíãå-Êóòà, êîéòî èìà ñëåäíàòà
òàáëèöà íà Butcher:

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

Çàïèñàí ïîäðîáíî, ìåòîäúò èìà ñëåäíèÿ âèä:
yi+1 − yi

h
=

1

h
(p1k1 + p2k2 + p3k3 + p4k4),

k1 = hf(ti, yi),

k2 = hf(ti + 1/2h, yi + 1/2k1),

k3 = hf(ti + 1/2h, yi + 1/2k2),

k4 = hf(ti + h, yi + k3).
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Ïðèëàãàìå ôóíêöèÿ â Mathematica, êîÿòî ðåàëèçèðà ìåòîäà:
In[ ]:= RK4[f_, t0_, T_, u0_, h_] := (

n = Ceiling[(T - t0)/ h];

  tArr = Table[t0 + i* h, {i, 0, n}];

yArr = Table[0, {i, 0, n}];

yArr[[1]] = u0;

For[i = 1, i ≤ n, i++,

k1 = h* f[tArr[[i]], yArr[[i]]];

k2 = h* f[tArr[[i]] + h/ 2, yArr[[i]] + k1/ 2];

k3 = h* f[tArr[[i]] + h/ 2, yArr[[i]] + k2/ 2];

k4 = h* f[tArr[[i]] + h, yArr[[i]] + k3];

yArr[[i + 1]] = yArr[[i]] + 1/ 6*(k1 + 2* k2 + 2* k3 + k4);

];

Transpose[{tArr, yArr}]

)

Íåêà äà ïðèëîæèì èìïëåìåíòèðàíèòå ìåòîäè âúðõó çàäà÷àòà:

du

dt
= 10u(1− u), 0 < t ≤ 6

u(0) = 0.1.
(2.1)

ñúñ ñòúïêà h=0.1, 0.01, 0.001. Êîäúò çà ñòúïêà h=0.1 èçãëåæäà òàêà:
In[ ]:= f[t_, u_] = 10* u*(1 - u);

exact[t_] = DSolve[{u'[t] == 10 u[t] (1 - u[t]), u[0] == 0.1}, u[t], t][[1, 1, 2]];

plotExact = Plot[exact[t], {t, 0, 6}, PlotRange → All, PlotStyle → Red];

apprRK4 = RK4[f, 0, 6, 0.1, 0.1];

plotApprRK4 = ListPlot[apprRK4, PlotRange → All];

Show[plotExact, plotApprRK4]

ListLinePlot[Abs[exact[apprRK4[[All, 1]]] - apprRK4[[All, 2]]], PlotRange → All]

Ãðàôèêà ñ ïðèáëèæåíîòî è òî÷íîòî ðåøåíèå ïðè h=0.1, h=0.01 è h=0.001,
ïðèëàãàìå ïî-äîëó:

Out[ ]=
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1.0
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0.4
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1.0
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0.6

0.8

1.0

Fðàôèêà íà àáñîëþòíèòå ãðåøêè ìîæåòå äà íàìåðèòå ïî-äîëó:

Out[ ]=

10 20 30 40 50 60

0.0002
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0.0008

0.0010

100 200 300 400 500 600

2.×10-8

4.×10-8

6.×10-8

8.×10-8

1.×10-7

1.2×10-7

1000 2000 3000 4000 5000 6000

2.×10-12

4.×10-12

6.×10-12

8.×10-12

1.×10-11

1.2×10-11
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Àêî íàìàëèì ñòúïêàòà ñ 10, òîãàâà î÷àêâàìå ãðåøêàòà äà íàìàëåå ñ 104, òúé
êàòî ÷åòèðèåòàïíèÿò ìåòîä íà Ðóíãå�Êóòà èìà ÷åòâúðòè ðåä íà ñõîäèìîñò.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå òðèåòàïíèÿ ìåòîä íà Ðóíãå�Êóòà, çàäàäåí ñ òàáëèöàòà
íà Butcher:

0
1/3 1/3
2/3 0 2/3

1/4 0 3/4

Òîçè ìåòîä èìà ËÃÀ O(h3). Èìïëåìåíòàöèÿ íà ìåòîä ìîæåòå äà íàìåðèòå ïî-
äîëó:

In[ ]:= RK3[f_, t0_, T_, u0_, h_] := (

n = Floor[(T - t0)/ h];

 tArr = Table[t0 + i* h, {i, 0, n}];

yArr = Table[0, {i, 0, n}];

yArr[[1]] = u0;

For[i = 1, i ≤ n, i++,

  k1 = h* f[tArr[[i]], yArr[[i]]];

  k2 = h* f[tArr[[i]] + h/ 3, yArr[[i]] + k1/ 3];

  k3 = h* f[tArr[[i]] + h* 2/ 3, yArr[[i]] + k2* 2/ 3];

  yArr[[i + 1]] = yArr[[i]] + 1/ 4* k1 + 3/ 4* k3;

];

Transpose[{tArr, yArr}]

)

Êàòî ãî ïðèëîæèì âúðõó çàäà÷àòà (2.1), ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ðåçóëòàòè:

Out[ ]=
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Out[ ]=
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Òúé êàòî ËÃÀ íà òðèåòàïåí ìåòîä íà Ðóíãå�Êóòà å O(h3), òî êàòî íàìàëèì
ñòúïêàòà 10 ïúòè, ãðåøêàòà íàìàëÿâà 103 ïúòè.

Ïîâå÷å èíôîðìàöèÿ çà íà÷èíà, ïî êîéòî ñå èçáèðàò êîåôèöèåíòèòå â ìåòî-
äèòå íà Ðóíãå�Êóòà ìîæå äà áúäå íàìåðåíà â [3] è [1].
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