
Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, Òåìà 5 Ð. Ëåñåâà

òåìà 5: êîìáèíàòîðèêà

Îñíîâíè ïðèíöèïè íà Èçáðîèòåëíàòà Êîìáèíàòîðèêà

Ïðèíöèï íà Äèðèõëå: Äàäåíè ñà äâå ìíîæåñòâà X è Y : |X| = n, |Y | = m,n > m.
Âÿðíî å ñëåäíîòî: ∀f : X → Y (∃x1∃x2 ∈ X(x1 6= x2 ∧ f(x1) = f(x2))).

Ìîäèôèêàöèÿ: (Ïðèíöèï íà ÷åêìåäæåòàòà) Íåêà èìàìå n ïðåäìåòà èm ÷åêìåäæåòà
(n > m). Êàêòî è äà ðàçïîëîæèì ïðåäìåòèòå â ÷åêìåäæåòàòà, ùå èìà ïîíå åäíî
÷åêìåäæå, êîåòî ñúäúðæà ïîíå äâà ïðåäìåòà.

Ïðèíöèï íà áèåêöèÿòà: Íåêà |X| = n è |Y | = m. Ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ áèåêöèÿ
f : X → Y òî÷íî òîãàâà, êîãàòî m = n.

Ïðèíöèï íà ñúáèðàíåòî: Íåêà R = {Si : i ∈ I} å ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî À.

Òîãàâà |A| =
∑
i∈I

|Si| .

Ìîäèôèêàöèÿ: Àêî çà äà ñå èçïúëíè çàäà÷àòà t òðÿáâà äà ñå èçïúëíè òî÷íî åäíà
îò çàäà÷èòå t1, t2, ...tn, êîèòî ñå èçïúëíÿâàò ñúîòâåòíî ïî α1, α2, ..., αn íà÷èíà, òî
çàäà÷àòà t ñå èçïúëíÿâà ïî α1 + α2 + ...+ αn íà÷èíà.

Ïðèíöèï íà èçâàæäàíåòî: (Ïðèíöèï íà äîïúëíåíèåòî) Íåêà A å êðàéíî ìíî-
æåñòâî è A′ ⊆ A å íåãîâî ïîäìíîæåñòâî. Òîãàâà |A \ A′| = |A| − |A′|.

Ïðèíöèï íà óìíîæåíèåòî: (Ïðèíöèï íà äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå) Íåêà X è
Y ñà êðàéíè ìíîæåñòâà, |X| = n, |Y | = m. Òîãàâà |X × Y | = |X|.|Y | = n.m.

Ìîäèôèêàöèÿ: Àêî çà äà ñå èçïúëíè çàäà÷àòà t òðÿáâà äà ñå èçïúëíè âñÿêà îò íå-
çàâèñèìèòå çàäà÷è t1, t2, ...tn, êîèòî ñå èçïúëíÿâàò ñúîòâåòíî ïî α1, α2, ..., αn íà÷èíà,
òî çàäà÷àòà t ñå èçïúëíÿâà ïî α1.α2...αn íà÷èíà.

Ìîäèôèêàöèÿ: Àêî çàäà÷èòå ti ñå èçïúëíÿâàò ïîñëåäîâàòåëíî, òî αi ïîêàçâà ïî
êîëêî íà÷èíà ñå èçïúëíÿâà ti â çàâèñèìîñò îò èçïúëíåíèåòî íà t1, ..., ti−1.

Ñëåäñòâèå 1: Íåêà ñà äàäåíè ìíîæåñòâàòà |A1| = m1, |A2| = m2, ..., |An| = mn.
Òîãàâà
|A1 × A2 × ...× An| = m1.m2...mn.

Ñëåäñòâèå 2: Íåêà |A| = m. Òîãàâà |An| = mn.

Ïðèíöèï íà äåëåíèåòî: Àêî ïðè ïðåáðîÿâàíå íà åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî A
âñåêè åëåìåíò å ïðåáðîåí m,m > 0 ïúòè è å ïîëó÷åíî ÷èñëîòî k, òî |A| = k/m.
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Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå:

Çàäà÷à 1: Êîëêî ñà äâîè÷íèòå âåêòîðè ñ äúëæèíà n, êîèòî çàïî÷âàò è çàâúðøâàò
ñ ðàçëè÷íè ñèìâîëè.

Ðåøåíèå: Çà äà ðåøèì çàäà÷àòà ùå ïðèëîæèì îñíîâíèòå ïðèíöèïè çà áðîåíå. Òúð-
ñåíîòî ìíîæåñòâî X ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî: X = A ∪B, êúäåòî

A = {äâîè÷íèòå âåêòîðè, çàïî÷âàùè ñ 1 è çàâúðøâàùè ñ 0}
B = {äâîè÷íèòå âåêòîðè, çàïî÷âàùè ñ 0 è çàâúðøâàùè ñ 1}

Ïîñòðîÿâàíåòî íà ïðîèçâîëåí âåêòîð îò A å çàäà÷à, ÷èåòî èçïúëíåíèå ñå ñâåæäà
äî èçïúëíåíèåòî íà âñÿêà îò n çàäà÷è çà çàïúëâàíå íà ñúîòâåòíàòà ïîçèöèÿ âúâ
âåêòîðà. Çàäà÷èòå çà çàïúëâàíå íà ïúðâàòà è ïîñëåäíàòà ïîçèöèè ñå ðåøàâàò ïî
åäèíñòâåí íà÷èí � òàì òðÿáâà äà èìà ñúîòâåòíî 1 èëè 0. Âñÿêà îò îñòàíàëèòå n− 2
çàäà÷è ñå ðåøàâà ïî äâà íà÷èíà � â ñúîòâåòíàòà ïîçèöèÿ ìîæåì äà ïîñòàâèì 0 èëè
1. È òàêà, ïðèëàãàéêè ïðèíöèïà íà ïðîèçâåäåíèåòî, ïîëó÷àâàìå:
|A| = 1.2...2.1 = 2n−2

Àíàëîãè÷íî, çà B ïîëó÷àâàìå:
|B| = 1.2...2.1 = 2n−2

Ìíîæåñòâàòà A è B íÿìàò îáùè åëåìåíòè, òàêà ÷å ìîæåì äà ïðèëîæèì ïðèíöèïà
íà ñúáèðàíåòî:
|A ∪B| = |A|+ |B| = 2n−2 + 2n−2 = 2n−1

Çàäà÷à 2: Êîëêî ñà ïëî÷êèòå íà äîìèíîòî.

Çàäà÷à 3: Â ìíîæåñòâî îò n ÷îâåêà å äåôèíèðàíà ðåëàöèÿ ïîçíàíñòâî, êîÿòî å
ñèìåòðè÷íà. Äà ñå äîêàæå, ÷å â ìíîæåñòâîòî èìà ïîíå äâàìà äóøè, êîèòî èìàò
ðàâåí áðîé ïîçíàòè.

Äîêàçàòåëñòâî: Â ãðóïà îò n ÷îâåêà âñåêè ìîæå äà èìà îò íóëà äî n−1 ïîçíàòè. Äà
îçíà÷èì ñ M ìíîæåñòâîòî íà õîðàòà, à ñ f : M → Jn ôóíêöèÿòà, êîÿòî ñúïîñòàâÿ
íà âñåêè ÷îâåê áðîÿ íà ïîçíàòèòå ìó.

1. Àêî èìà ÷îâåê ñ íóëà ïîçíàòè, òî â ãðóïàòà íå ìîæå äà èìà ÷îâåê ñ n − 1
ïîçíàòè. Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà ùå èçãëåæäà òàêà: f :M → Jn−1.

2. Àêî íÿìà ÷îâåê ñ íóëà ïîçíàòè, òî ôóíêöèÿòà ùå å: f :M → In−1

È â äâàòà ñëó÷àÿ ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà Äèðèõëå òàçè ôóíêöèÿ íå å èíåêöèÿ, ò.å.
èìà äâàìà ÷îâåêà îò ãðóïàòà, êîèòî èìàò ðàâåí áðîé ïîçíàòè.

Çàäà÷à 4: Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà íå÷åòíèòå ÷èñëà â èíòåðâàëà [1000, 10000], êîèòî
íÿìàò ïîâòàðÿùè ñå öèôðè.

Ðåøåíèå: Òúðñåíèòå ÷èñëà ñà âñè÷êè ÷åòèðèöèôðåíè íå÷åòíè ÷èñëà ñ ðàçëè÷íè öèô-
ðè. Çà äà å íå÷åòíî ÷èñëîòî, òðÿáâà çà ïîñëåäíàòà ïîçèöèÿ äà èçáåðåì åäíà îò ïåòòå
äåñåòè÷íèòå öèôðè. Öèôðàòà íà ïúðâà ïîçèöèÿ íå ìîæå äà å íóëà è òðÿáâà äà å
ðàçëè÷íà îò èçáðàíàòà çà ïîñëåäíà ïîçèöèÿ, òàêà ÷å çà íåÿ èìà îñåì âúçìîæíîñòè.
Çà öèôðèòå íà âòîðà è òðåòà ïîçèöèÿ èìà ñúîòâåòíî îñåì è ñåäåì âúçâîæíîñòè çà
èçáîð áåç ïîâòîðåíèå.

Òàêà êðàéíèÿò ðåçóëòàò å 8 ∗ 8 ∗ 7 ∗ 5 = 2240

Çàäà÷à 5: Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà ÷åòíèòå ÷èñëà â èíòåðâàëà [1000, 10000], êîèòî
íÿìàò ïîâòàðÿùè ñå öèôðè.
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Îñíîâíè Êîìáèíàòîðíè Êîíôèãóðàöèè

Íåêà å äàäåíî áàçîâî ìíîæåñòâî A = {a1, a2, ..., an}, îò ÷èèòî åëåìåíòè ùå ïðàâèì
èçâàäêè ñ èëè áåç ïîâòîðåíèå, ñ èëè áåç íàðåäáà, ïîëó÷àâàéêè ðàçëè÷íè êîìáèíà-
òîðíè êîíôèãóðàöèè.

Êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè ñ íàðåäáà áåç ïîâòîðåíèå.

KH(n, k) = { íàðåäåíèòå k�îðêè îò åëåìåíòè íà A áåç ïîâòîðåíèå}
ùå íàðè÷àìå âàðèàöèè îò n åëåìåíòà k-òè êëàñ, áðîÿò ùå áåëåæèì ñ V k

n . Ñ ïðèëà-
ãàíå íà ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî ïîëó÷àâàìå:

V k
n = n.(n− 1). . . (n− k + 1) =

n!

(n− k)!

Ïåðìóòàöèè íà n åëåìåíòà - ÷àñòåí ñëó÷àé íà âàðèàöèè, ïðè êîèòî n = k.

Pn = n!

Êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè áåç íàðåäáà è áåç ïîâòîðåíèå.

K(n, k) = { íåíàðåäåíèòå k�îðêè îò åëåìåíòè íà A áåç ïîâòîðåíèå}
ùå íàðè÷àìå êîìáèíàöèè îò n åëåìåíòà k-òè êëàñ è ùå áåëåæèì ñ C k

n òåõíèÿ áðîé.
Ñ ïðèëàãàíå íà ïðèíöèïà íà äåëåíèåòî ïîëó÷àâàìå:

C k
n =

V k
n

Pk

=
n!

k!(n− k)!

Êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè ñ íàðåäáà è ñ ïîâòîðåíèå.

KH,Π(n, k) = { íàðåäåíèòå k�îðêè îò åëåìåíòè íà A ñ ïîâòîðåíèå}
ùå íàðè÷àìå âàðèàöèè ñ ïîâòîðåíèå îò n åëåìåíòà k-òè êëàñ è áðîÿò èì ùå áåëåæèì
ñ Ak

n. Ñ ïðèëàãàíå íà ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî ïîëó÷àâàìå:

Ak
n = n.n...n = nk

Êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè áåç íàðåäáà è ñ ïîâòîðåíèå.

KΠ(n, k) = { íåíàðåäåíèòå k�îðêè îò åëåìåíòè íà A ñ ïîâòîðåíèå. }
ùå íàðè÷àìå êîìáèíàöèè ñ ïîâòîðåíèå îò n åëåìåíòà k-òè êëàñ è ùå áåëåæèì ñ
S k
n áðîÿ èì. Êàêòî ùå äîêàæåì ïî-êúñíî

S k
n = C k

n+k−1 = C n−1
n+k−1
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Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå:

Çàäà÷à 1: Êîëêî ñà äâîè÷íèòå âåêòîðè ñ äúëæèíà n?

Çàäà÷à 2: Êîëêî ðàçëè÷íè ôèøà ìîãàò äà ñå ïîïúëíÿò â èãðàòà 6 îò 49?

Çàäà÷à 3: Êîëêî ñà ðàçëè÷íèòå ñèìâîëíè íèçîâå:

a) íàä àçáóêàòà {0, 1} ñ äúëæèíà 10 è òî÷íî 4 åäèíèöè?

b) íàä àçáóêàòà {a, b, c} ñ äúëæèíà 8 è íàé-ìíîãî 4 áóêâè a?

c) íàä àçáóêàòà {a, b, c} ñ äúëæèíà 10, ñ 4 áóêâè a è 3 áóêâè b?

Çàäà÷à 4: Êîëêî ñà ðàçëè÷íèòå áóëåâè âåêòîðè ñ 15 íóëè è 6 åäèíèöè, òàêèâà ÷å
ñëåä âñÿêà åäèíèöà èìà íóëà?

Ðåøåíèå: Çà äà èçïúëíèì óñëîâèåòî ìîæå äà ãðóïèðàìå âñÿêà îò øåñòòå åäèíèöè
ñ ïî åäíà íóëà ñëåä íåÿ â íîâ åëåìåíò - äà ãî íàðå÷åì À. Òàêà íàøàòà çàäà÷à ñå
ñâåæäà äî ïðåáðîÿâàíå íà âåêòîðè, êîèòî èìàò 6 åëåìåíòà À è 9 åëåìåíòà - íóëè.
Òåõíèÿò áðîé å C6

15.

Çàäà÷à 5: Îò êîëîäà 52 êàðòè ñå âàäÿò 10. Êîëêî ñà ðàçëè÷íèòå èçâàäêè, â êîèòî
èìà:

a) ïîíå åäíî àñî;

b) òî÷íî åäíî âàëå;

c) íå ïî-ìàëêî îò äâå äàìè;

d) òî÷íî òðè ñåäìèöè.

Çàäà÷à 6: Êîëêî ðàçëè÷íè ÷èñëà ìîãàò äà ñå çàïèøàò â p-è÷íà áðîéíà ñèñòåìà:

a) ñ n çíà÷åùè öèôðè;

b) ñ n öèôðè.

Çàäà÷à 7: Êîëêî ðàçëè÷íè èäåíòèôèêàòîðà ñ äúëæèíà íàé-ìíîãî 5 ìîãàò äà ñå
èçïîëçâàò â åçèöèòå çà ïðîãðàìèðàíå, êîèòî ïîçíàâàòå?

Çàäà÷à 8:. Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà ñå ïîñòàâÿò 5 ÷åðâåíè è 7 ñèíè òîïêè
â 20 ðàçëè÷íè êóòèè áåç äà èìà çíà÷åíèå ðåäúò íà ïîñòàâÿíå, êàòî:

a) â êóòèÿ èìà íå ïîâå÷å îò åäíà òîïêà;

b) â êóòèÿ èìà íå ïîâå÷å îò åäíà òîïêà îò åäèí öâÿò.
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Çàäà÷à 9: Êîëêî äóìè ìîãàò äà ñå ñúñòàâÿò íàä àçáóêàòà {a, b, c}, êîèòî èçïúëíÿâàò
ñëåäíîòî óñëîâèå:

a) ñúäúðæàò 5 áóêâè a, 3 áóêâè b è 4 áóêâè c;

b) èìàò äúëæèíà 15, íàé-ìíîãî 5 áóêâè a è ñëåä âñÿêà áóêâà a èìà áóêâà b.

Ðåøåíèå:

Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè äóìè, ÷èéòî áðîé èñêàìå äà íàìåðèì, ìîæå äà ïðåä-

ñòàâèì êàòî îáåäèíåíèå íà íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà: X =
5⋃

i=0

Xi , êúäåòî Xi å

ìíîæåñòâîòî îò òúðñåíèòå äóìè, êîèòî èìàò òî÷íî i áóêâè a.
Ùå íàìåðèì ìîùíîñòòà íà ìíîæåñòâîòî Xi: çà äà îñèãóðèì èçèñêâàíåòî îò óñëî-

âèåòî íà çàäà÷àòà âñÿêà îò áóêâèòå a ùå îáåäèíèì ñ åäíà áóêâà b è ùå íàðå÷åì òàçè
äâîéêà áóêâà A. Ñåãà äóìèòå îò ìíîæåñòâîòî Xi ñúäúðæàò i áóêâè A, à îñòàíàëèòå
15− 2i áóêâè ìîãàò äà áúäàò b è c. Çà äà íàìåðèì òåõíèÿ áðîé ùå îòãîâîðèì íà äâà
âúïðîñà:

1. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ðàçïîëîæèì i áóêâè A â ïîçèöèèòå íà äóìàòà,
êîèòî ñà 15− i íà áðîé. Òîâà ìîæå äà ñòàíå ïî

(
15−i
i

)
íà÷èíà;

2. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà çàïúëíèì îñòàíàëèòå ïîçèöèè ñ áóêâè b è c. Òîâà
ñòàâà ïî 215−2i íà÷èíà.

Êàòî ïðèëîæèì ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî ïîëó÷àâàìå |Xi| =
(

15−i
i

)
215−2i

Ñåãà ïðèëàãàéêè ïðèíöèïà íà ñúáèðàíåòî ìîæåì äà îïðåäåëèì òúðñåíèÿ áðîé:

|X| =
5⋃

i=0

|Xi| =
5∑

i=0

(
15− i
i

)
215−2i

Çàäà÷à 10: Äàäåíè ñà ìíîæåñòâàòà |A| = n è |B| = m. Êîëêî ñà âúçìîæíèòå
ðàçëè÷íè ôóíêöèè îò A â B?

Çàäà÷à 11: Äàäåíè ñà ìíîæåñòâàòà |A| = n è |B| = m. Êîëêî ñà âúçìîæíèòå
ðàçëè÷íè ôóíêöèè f : A→ B òàêèâà, ÷å f :

a) å èíåêöèÿ;

b) íå å èíåêöèÿ;

c) å áèåêöèÿ.

Çàäà÷à 12: Êîëêî ñà äóìèòå ñ äúëæèíà 6 íàä àçáóêàòà {A, ..., Z}, â êîèòî:
a) íÿìà îãðàíè÷åíèÿ çà ñúñòàâÿùèòå ãè áóêâè;

b) íÿìà ïîâòàðÿùè ñå áóêâè;

c) èìà áóêâà A è ñà áåç ïîâòîðåíèÿ;

d) áóêâàòà A ìîæå äà ñå ñðåùà ñàìî â ïúðâà èëè ïîñëåäíà ïîçèöèÿ è íèêîÿ îò
îñòàíàëèòå áóêâè íå ñå ïîâòàðÿ.
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Çàäà÷à 13: Êîëêî ñà áóëåâèòå âåêòîðè ñ n íóëè è k åäèíèöè, â êîèòî íÿìà ñúñåäíè
åäèíèöè?

Ðåøåíèå: Äà ïðèëîæèì ñëåäíèÿ àëãîðèòúì çà ñúñòàâÿíå íà îïèñàíèòå âåêòîðè: ðàç-
ïîëàãàìå âñè÷êè åäèíèöè - k íà áðîé. Ìåæäó âñåêè äâå îò òÿõ ïîñòàâÿìå ïî åäíà
íóëà, çà äà îñèãóðèì èñêàíîòî óñëîâèå. Òàêà îñòàâàò íåèçïîëçâàíè îùå n − (k − 1)
íóëè. Êàê äà ãè ðàçïîëîæèì, òàêà ÷å äà ïîëó÷àâàìå ðàçëè÷íè âåêòîðè è òî áåç
ïîâòîðåíèÿ? Çà öåëòà ìîæåì äà ñëàãàìå íóëè íà âñÿêî ìÿñòî ìåæäó åäèíèöè, ïðåä
ïúðâà è ñëåä ïîñëåäíà åäèíèöà - òåçè ìåñòà ñà k + 1 íà áðîé, êàòî ðåäúò íà ñëàãàíå
íå å âàæåí è ïîâòîðåíèÿ ñà ðàçðåøåíè.

È òàêà òúðñåíèÿò áðîé å: Sn−k+1
k+1 = Cn−k+1

n+1 = Ck
n+1

Çàäà÷à 14: Êîëêî ñà ÷èñëàòà â èíòåðâàëà [10000, 99999], çà êîèòî å èçïúëíåíî:

a) íå÷åòíè, áåç ïîâòàðÿùè ñå öèôðè;

b) íÿìàò åäíàêâè ñúñåäíè öèôðè.

Çàäà÷à 15: Êîëêî ñà n-çíà÷íèòå åñòåñòâåíè ÷èñëà, ÷èèòî öèôðè ñà â:

a) íåíàìàëÿâàù ðåä;

b) ðàñòÿù ðåä;

c) íåðàñòÿù ðåä;

d) íàìàëÿâàù ðåä.

Çàäà÷à 16: Äàäåíè ñà ìíîæåñòâàòà A = {p, q, r, s, t} è B = {x, y, z, u, v, w}. Äà ñå
íàìåðè áðîÿò íà ðåëàöèèòå R ⊆ A ∪ B, êîèòî ñà ëèíåéíè íàðåäáè è èçïúëíÿâàò
óñëîâèåòî: ∀(a, b) ∈ R(a ∈ B → b ∈ B).

Çàäà÷à 17: Êîëêî ñà ðàçëè÷íèòå ïåðìóòàöèè íà n åëåìåíòà, â êîèòî èçáðàíè m
åëåìåíòà ñå ñðåùàò êàòî áëîê?

Ðåøåíèå: Íåêà A = {a1, a2, ..., an} å ìíîæåñòâî ñ n åëåìåíòà. Òúðñèì áðîÿ íà âñè÷êè
ïåðìóòàöèè íà åëåìåíòèòå íà A, â êîèòî åëåìåíòèòå ai1 , ai2 , ..., aim ñà â áëîê.

Äà ðàçãëåäàìå åëåìåíòèòå â áëîêà êàòî åäèí íîâ åëåìåíò b , êîéòî äà ïåðìóòèðà-
ìå ñ îñòàíàëèòå åëåìåíòè. Òàêà åëåìåíòèòå ñòàâàò n−m+ 1, à òåõíèòå ïåðìóòàöèè
ñà: (n−m+ 1)!.

Äî ìîìåíòà íå ñìå îáúðíàëè âíèìàíèå íà ïîäðåäáàòà íà åëåìåíòèòå âúòðå â áëîêà
- åëåìåíòà b. Òåçè åëåìåíòè ñà m íà áðîé, òàêà ÷å òåõíèòå ïåðìóòàöèè ñà m!. Òúé
êàòî âñÿêà ïåðìóòàöèÿ íà åëåìåíòèòå â áëîêà ìîæå äà ñå ñú÷åòàå íåçàâèñèìî ñ âñÿêà
ïåðìóòàöèÿ íà åëìåíòèòå èçâúí íåãî, âêëþ÷èòåëíî áëîêà êàòî öÿëî, òî êðàéíèÿò
áðîé íà òúðñåíèòå ïåðìóòàöèè å: (n−m+ 1)!m!.
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