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òåìà 4: ôóíêöèè

Äåôèíèöèÿ íà ôóíêöèÿ

Íåêà R ⊆ A×B å áèíàðíà ðåëàöèÿ. Òÿ å:
- Òîòàëíà ôóíêöèÿ èëè ñàìî ôóíêöèÿ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî:
∀a ∈ A ∃!b ∈ B ((a, b) ∈ R)
- ×àñòè÷íà ôóíêöèÿ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî:
∀a ∈ A, ∀b1∀b2 ∈ B ((a, b1) ∈ R ∧ (a, b2) ∈ R→ b1 = b2)

Âèäîâå ôóíêöèè:

- Èíåêöèÿ - ∀a1∀a2 ∈ A (a1 6= a2 → f(a1) 6= f(a2))

- Ñþðåêöèÿ - ∀b ∈ B ∃a ∈ A (f(a) = b)

- Áèåêöèÿ - êîãàòî å èíåêöèÿ + ñþðåêöèÿ

Êîìïîçèöèÿ íà ôóíêöèè: Íåêà f : A→ B, g : B → C. Êîìïîçèöèÿ íà ôóíêöè-
èòå f è g å ôóíêöèÿ g ◦ f : A→ C , äåôèíèðàíà òàêà: (g ◦ f)(x) = g(f(x))

Îáðàòíà ôóíêöèÿ: Íåêà f : A→ B å áèåêöèÿ. Îáðàòíà íà f å ôóíêöèÿòà:
f−1 : B → A îïðåäåëåíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí f−1(y) = x (f(x) = y)

Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå:

Çàäà÷à 1: Îïðåäåëåòå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ôóíêöèè, ñ äîìåéí ìíîæåñòâî À è
êîäîìåéí ìíîæåñòâî Â:

a) A = {1}, B = {2, 3}
Ðåøåíèå:

f1 = {(1, 2)}, f2 = {(1, 3)}
b) A = {1, 2}, B = {3}

Ðåøåíèå:
f1 = {(1, 3), (2, 3)}
c) A = {a, b}, B = {a, b, c}

Ðåøåíèå:
f1 = {(a, a), (b, a)} f2 = {(a, b), (b, b)} f3 = {(a, c), (b, c)}
f4 = {(a, a), (b, b)} f5 = {(a, b), (b, a)} f6 = {(a, a), (b, c)}
f7 = {(a, c), (b, a)} f8 = {(a, b), (b, c)} f9 = {(a, c), (b, b)}
d) A = {a, b, c}, B = {a, b}

Çàäà÷à 2: Íàïèøåòå â ÿâåí âèä, êàòî èçáåðåòå ïîäõîäÿùî ïðåäñòàâÿíå, âñè÷êè
ôóíêöèè f, êîèòî ñà:

a) èíåêöèè; b) ñþðåêöèè; c) áèåêöèè;
è èìàò ñëåäíèòå äîìåéí è êîäîìåéí:

1. f : {1, 2, 3, 4} → {a, b} 2. f : {1, 2} → {a, b, c}
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Çàäà÷à 3: . Íåêà P å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè õîðà, êîèòî íÿêîãà ñà æèâåëè íà
Çåìÿòà. Çà âñÿêà îò ñëåäíèòå ðåëàöèè äà ñå îïðåäåëè äàëè å ôóíêöèÿ è àêî äà � òî
êàêâà: òîòàëíà, ÷àñòè÷íà, èíåêöèÿ, ñþðåêöèÿ, áèåêöèÿ.

a) ∀a∀b ∈ P : (a, b) ∈ R⇔ b å äÿäî íà a - èçáåðåòå åäèí îò ñëåäíèòå îòãîâîðè:
A) Òîòàëíà ôóíêöèÿ - èíåêöèÿ
B) ×àñòè÷íà ôóíêöèÿ
C) Íå å ôóíêöèÿ

b) ∀a∀b ∈ P : (a, b) ∈ R⇔ b å ìàéêà íà a - èçáåðåòå åäèí îò ñëåäíèòå îòãîâîðè:
A) ×àñòè÷íà ôóíêöèÿ
B) Òîòàëíà ôóíêöèÿ
C) Íå å ôóíêöèÿ
D) Ôóíêöèÿ - èíåêöèÿ, íî íå ñþðåêöèÿ
E) Ôóíêöèÿ - áèåêöèÿ

c) ∀a∀b ∈ P : (a, b) ∈ R ⇔ b å ïúðâîòî äåòå íà a - èçáåðåòå åäèí îò ñëåäíèòå
îòãîâîðè:

A) Ôóíêöèÿ - ñþðåêöèÿ, íî íå èíåêöèÿ
B) ×àñòè÷íà ôóíêöèÿ
C) Íå å ôóíêöèÿ
D) Áèåêöèÿ

d) ∀a ∈ P, ∀b ∈ 2P : (a, b) ∈ R ⇔ b å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äåöà íà a - èçáåðåòå
åäèí îò ñëåäíèòå îòãîâîðè:

A) ×àñòè÷íà ôóíêöèÿ
B) Ôóíêöèÿ - èíåêöèÿ, íî íå ñþðåêöèÿ
C) Íå å ôóíêöèÿ
D) Òîòàëíà ôóíêöèÿ
E) Ôóíêöèÿ - áèåêöèÿ

Çàäà÷à 4: Íàïèøåòå â ÿâåí âèä êàòî èçáåðåòå ïîäõîäÿùî ïðåäñòàâÿíå, âñè÷êè ôóí-
êöèè f : {1, 2, 3} → {a, b, c}, êîèòî ñà áèåêöèè.

Çàäà÷à 5: Äàäåíè ñà ìíîæåñòâàòà: A = {a, b, c}, B = {x, y, z}, C = {1, 2}. Íàìåðåòå
ôóíêöèè ñ óêàçàíèòå ñâîéñòâà, êàòî èçáåðåòå èçìåæäó ãîðíèòå ìíîæåñòâà äîìåéí è
êîäîìåéí:

a) Èíåêöèÿ, íî íå ñþðåêöèÿ;

b) Ñþðåêöèÿ, íî íå èíåêöèÿ;

c) Áèåêöèÿ;

d) Íèòî èíåêöèÿ, íèòî ñþðåêöèÿ.
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Çàäà÷à 6: Ïðîâåðåòå áèåêöèÿ ëè å ôóíêöèÿòà f : N → N, äåôèíèðàíà ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

f(x) =

{
x+ 1 àêî x å ÷åòíî
x− 1 àêî x å íå÷åòíî

Ðåøåíèå:
1. Ùå äîêàæåì, ÷å ôóíêöèÿòà å èíåêöèÿ.
Íåêà x1, x2 ∈ N, x1 6= x2.

- x1 è x2 ñà ñ åäíàêâà ÷åòíîñò, á.î.î. äà ñ÷èòàìå, ÷å ñà ÷åòíè.
Ñëåäîâàòåëíî f(x1) = x1 + 1; f(x2) = x2 + 1
x1 6= x2 ⇒ x1 + 1 6= x2 + 1⇒ f(x1) 6= f(x2)

- x1 è x2 ñà ñ ðàçëè÷íà ÷åòíîñò ⇒
f(x1) è f(x2) ñúùî ñà ñ ðàçëè÷íà ÷åòíîñò ⇒ f(x1) 6= f(x2).

Ñëåäîâàòåëíî f(x) å èíåêöèÿ.
2. Ùå äîêàæåì, ÷å ôóíêöèÿòà å ñþðåêöèÿ.
Íåêà y ∈ N.

- y å ÷åòíî, à x = y + 1 ⇒
f(x) = f(y + 1) = y

- y å íå÷åòíî, à x = y − 1 ⇒
f(x) = f(y − 1) = y

Ñëåäîâàòåëíî, f(x) å ñþðåêöèÿ.
Ôóíêöèÿòà f(x) å èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî å áèåêöèÿ.

Çàäà÷à 7: Ïîêàæåòå, ÷å âñÿêà îò èçáðîåíèòå ôóíêöèè îò âèäà f : N → N èìà
óêàçàíèòå ñâîéñòâà:

a) f(x) = 2x èíåêöèÿ, íî íå ñþðåêöèÿ

Ðåøåíèå:
Íåêà x1, x2 ∈ N, x1 6= x2 ⇒ 2x1 6= 2x2 ⇒
f(x1) 6= f(x2)⇒ f(x)å èíåêöèÿ.
Åëåìåíòúò 3 ∈ N íÿìà ïúðâîîáðàç, çàùîòî ∀x ∈ N(f(x) 6= 3).
Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà f(x) íå å ñþðåêöèÿ.

b) f(x) = x+ 1 èíåêöèÿ, íî íå ñþðåêöèÿ

c) f(x) = bx/2c ñþðåêöèÿ, íî íå èíåêöèÿ

Ðåøåíèå:
Ôóíêöèÿòà íå å èíåêöèÿ, çàùîòî:
2, 3 ∈ N, 2 6= 3 ∧ f(2) = f(3) = 1.
Íåêà x ∈ N⇒ f(2x) = b(2x)/2c = x.
Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà f(x) å ñþðåêöèÿ.
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Çàäà÷à 8: Çà âñÿêà îò èçáðîåíèòå ïî-äîëó ôóíêöèè îïðåäåëåòå âèäà é, êàòî èçáåðåòå
åäèí îò óêàçàíèòå îòãîâîðè:

a) f : R→ Z : f(x) = bx/2c
b) f : N→ N : f(x) = x mod 10

A) Áèåêöèÿ
B) Èíåêöèÿ
C) Ñþðåêöèÿ
D) Íèòî åäíî îò ãîðíèòå

c) f : Z→ N : f(x) = |x+ 1|
A) Áèåêöèÿ
B) Ñþðåêöèÿ
C) ×àñòè÷íà ôóíêöèÿ

d) f : R→ R : f(x) = x2

A) Áèåêöèÿ
B) Èíåêöèÿ
C) Ñþðåêöèÿ
D) ×àñòè÷íà ôóíêöèÿ

e) f : R+ → R : f(x) = x2

A) Áèåêöèÿ
B) Èíåêöèÿ
C) Ñþðåêöèÿ
D) ×àñòè÷íà ôóíêöèÿ

f) f : A→ 2A : êúäåòî A å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî è f(x) = {x}

Çàäà÷à 9: Íåêà R+ è R− ñà ñúîòâåòíî ìíîæåñòâàòà íà ïîëîæèòåëíèòå è îòðèöàòåë-
íèòå ðåàëíè ÷èñëà. Ïîêàæåòå, ÷å âñÿêà îò èçáðîåíèòå ïî-äîëó ôóíêöèè å áèåêöèÿ:

a) f : (0, 1)→ (a, b); f(x) = (b− a)x+ a; a, b ∈ R, a 6= b

b) f : R+ → (0, 1); f(x) = 1/(x+ 1)

c) f : (0, 1/2)→ R−; f(x) = 1/(2x− 1) + 1

d) f : (0, 1)→ R

f(x) =


1/(2x− 1) + 1 0 < x < 1/2
0 x = 1/2
1/(2x− 1)− 1 1/2 < x < 1

Çàäà÷à 10: Äàäåíà å ôóíêöèÿòà f : A×B → B; f(a, b) = b, êúäåòî A = {1, 2, 3}, B =
{x, y}. Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà å ñþðåêöèÿ, íî íå å èíåêöèÿ.
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Çàäà÷à 11: Ôóíêöèÿòà f : J8 → J8 å äåôèíèðàíà òàêà: f(x) = 5x mod 8. Äîêàæåòå,
÷å f å áèåêöèÿ è íàìåðåòå îáðàòíàòà ôóíêöèÿ f−1.

Ðåøåíèå:
Ïðåäñòàâÿìå ôóíêöèÿòà f(x) ñ òàáëèöà:

x 0 1 2 3 4 5 6 7

f(x) 0 5 2 7 4 1 6 3

Êàêòî ñå âèæäà îò òàáëèöàòà íà ôóíêöèÿòà, òÿ å:
- èíåêöèÿ, çàùîòî âñåêè äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòà îò äîìåéíà èìàò ðàçëè÷íè îáðà-

çè;
- ñþðåêöèÿ, çàùîòî âñåêè åëåìåíò íà êîäîìåéíà èìà ïúðâîîáðàç.
Îò òîâà ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà å áèåêöèÿ.
Îò ôàêòà, ÷å f(x) å áèåêöèÿ, ñëåäâà, ÷å òÿ èìà îáðàòíà ôóíêöèÿ, êîÿòî ñúùî å

áèåêöèÿ. Ñëåäâà òàáëèöà íà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ f−1(x):

x 0 1 2 3 4 5 6 7

f−1(x) 0 5 2 7 4 1 6 3

Îò ñðàâíÿâàíåòî íà äâåòå òàáëèöè å î÷åâèäíî, ÷å f(x) = f−1(x).

Çàäà÷à 12: Äàäåíè ñà ôóíêöèèòå f : Z → Z : f(x) = x + 1, g : Z → Z : g(x) = x2.
Îïðåäåëåòå ôóíêöèÿòà g ◦ f .

Çàäà÷à 13: Äàäåíè ñà ìíîæåñòâàòà A = {1, 2, 4, 6};B = {3, 5, 7, 9};C = {1, 2, 4, 6} è
ôóíêöèèòå f : A→ B = {(1, 3), (2, 5), (4, 7), (6, 9)} è g : B → C = {(5, 6), (3, 2), (7, 1), (9, 4)}.
Îïðåäåëåòå êîìïîçèöèèòå (f ◦ g) è (g ◦ f) è ïðîâåðåòå äàëè ñúâïàäàò.

Çàäà÷à 14: Äàäåíè ñà ôóíêöèèòå f : N+ → N+ : f(x) = 3x+1, g : N+ → N+ : g(x) =
2x+ 1. Äà ñå îïðåäåëÿò ôóíêöèèòå f ◦ f, f ◦ g, g ◦ f, g ◦ g.
Ðåøåíèå:

f ◦ f(x) = f(3x+ 1) = 3(3x+ 1) + 1 = 9x+ 4
g ◦ f(x) = g(3x+ 1) = 2(3x+ 1) + 1 = 6x+ 3

Çàäà÷à 15: Íåêà f : A→ B è g : B → C ñà ôóíêöèè. Äà ñå äîêàæå, ÷å:
a) àêî f è g ñà èíåêöèè, òî g ◦ f å èíåêöèÿ;
b) àêî f è g ñà ñþðåêöèè, òî g ◦ f å ñþðåêöèÿ;
c) àêî f è g ñà áèåêöèè, òî g ◦ f å áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî:

Íåêà h : A→ C;h(x) = g◦f(x). Ùå äîêàæåì, ÷å h(x) å áèåêöèÿ, ò.å. åäíîâðåìåííî
èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ.

Ôóíêöèÿòà h(x) å èíåêöèÿ ò.ñ.ò.ê. ∀x1∀x2 ∈ A(x1 6= x2 ⇒ h(x1) 6= h(x2)).
Íåêà x1, x2 ∈ A, x1 6= x2. Òúé êàòî f(x) å èíåêöèÿ, òî f(x1) 6= f(x2). Òúé êàòî

g(x) å èíåêöèÿ, òî g(f(x1)) 6= g(f(x2)).
Ñëåäîâàòåëíî h(x1) 6= h(x2) ò.å. h(x) å èíåêöèÿ.
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Ôóíêöèÿòà h(x) å ñþðåêöèÿ òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ∀z ∈ C(∃x ∈ A(h(x) = z))
Íåêà z ∈ C. Ôóíêöèÿòà g(x) å ñþðåêöèÿ ⇒ ∃y ∈ B(g(y) = z).
Îò òîâà, ÷å f(x) å ñþðåêöèÿ ⇒ ∃x ∈ A(f(x) = y).
Òúé êàòî h(x) = g(f(x)) = g(y) = z ⇒ ∃x ∈ A(h(x) = z). Ñëåäîâàòåëíî h(x) å

ñþðåêöèÿ. Ñëåäîâàòåëíî h(x) å áèåêöèÿ.

Çàäà÷à 16: Àêî A è B ñà ìíîæåñòâà, òî èíåêöèÿ ìåæäó A è B ñúùåñòâóâà òî÷íî
òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà ñþðåêöèÿ ìåæäó B è A.

Çàäà÷à 17: Íåêà E å ìíîæåñòâîòî íà ÷åòíèòå åñòåñòâåíè ÷èñëà è å äàäåíà ôóíêöè-
ÿòà

f : Z→ E : f(x) = 2x+ 6.
Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà å îáðàòèìà è íàìåðåòå îáðàòíàòà ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 18: Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà f : R+ → (0, 1); f(x) =
1

x+ 1
å áèåêöèÿ è

íàìåðåòå îáðàòíàòà ôóíêöèÿ f−1.

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Íåêà x1, x2 ∈ R+, f(x1) = f(x2)⇒
1

x1 + 1
=

1

x2 + 1
⇒ x1 = x2

Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà å èíåêöèÿ.

2. Íåêà y ∈ (0, 1). Òúðñèì x òàêîâà, ÷å å ïúðâîîáðàç íà y:

y =
1

x+ 1
⇒ xy + y = 1⇒ x =

1− y
y

Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà å ñþðåêöèÿ.
Ôóíêöèÿòà f(x) å èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî å áèåêöèÿ.

Îáðàòíàòà ôóíêöèÿ å: f : (0, 1)→ R+; f−1(x) =
1− y
y

Çàäà÷à 19: Äàäåíà å ôóíêöèÿòà f : R → R : f(x) =
x

x2 + 1
. Îïðåäåëåòå âèäà íà

ôóíêöèÿòà è íàìåðåòå íåéíàòà îáðàòíà, àêî èìà òàêàâà.

Ðåøåíèå:
Íåêà x1, x2 ∈ R ñà òàêèâà, ÷å f(x1) = f(x2).

Ò.å.
x1

x21 + 1
=

x2
x22 + 1

⇒

x1x
2
2 + x1 − x21x2 − x2 = 0⇒

(x1 − x2)(1− x1x2) = 0⇒
∃x1, x2 ∈ R(x1 6= x2 ∧ f(x1) = f(x2)

Íàïðèìåð x1 = 3, x2 =
1

3
; f(

1

3
) = f(3) =

3

10
.

Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà íå å èíåêöèÿ, ò.å. òÿ íÿìà îáðàòíà ôóíêöèÿ.
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Çàäà÷à 20:. Íåêà f : A → B å ôóíêöèÿ, à X, Y ⊆ A è S, T ⊆ B ñà ìíîæåñòâà. Äà
îçíà÷èì ñ f(X) îáðàçà íà ìíîæåñòâîòî X, à ñ fR(S) ïúðâîîáðàçà íà ìíîæåñòâîòî S
îòíîñíî ôóíêöèÿòà f . Äà ñå äîêàæå, ÷å:

a) f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y )

Ðåøåíèå:

1. Íåêà z ∈ B, z ∈ f(X ∪ Y )⇒
∃a ∈ X ∪ Y (f(a) = z)⇒
(a ∈ X ∧ f(a) = z) ∨ (a ∈ Y ∧ f(a) = z)⇒
z ∈ f(X) ∨ z ∈ f(Y )⇒
z ∈ f(X) ∪ f(Y )

2. Íåêà z ∈ B, z ∈ f(X) ∪ f(Y )⇒
z ∈ f(X) ∨ z ∈ f(Y )⇒
∃a ∈ X(f(a) = z) ∨ ∃b ∈ Y (f(b) = z)⇒
∃c ∈ X ∪ Y (f(c) = z)⇒
z ∈ f(X ∪ Y )

Îò 1. è 2. ñëåäâà f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y )

b) f(X ∩ Y ) ⊆ f(X) ∩ f(Y )

c) fR(S ∪ T ) = fRS ∪ fRT

d) fR(S ∩ T ) = fRS ∩ fRT

Ðåøåíèå:

1. Íåêà a ∈ A, a ∈ fR(S ∩ T )⇒
∃z ∈ S ∩ T (f(a) = z)⇒
z ∈ S ∧ z ∈ T ∧ f(a) = z ⇒
a ∈ fR(S) ∧ a ∈ fR(T )⇒
a ∈ fR(S) ∩ fR(T )

2. Íåêà a ∈ A, a ∈ fR(S) ∩ fR(T )⇒
a ∈ fR(S) ∧ a ∈ fR(T )⇒
∃s ∈ S(f(a) = s) ∧ ∃t ∈ T (f(a) = t)⇒ òúé êàòî f e ôóíêöèÿ

∃z ∈ S ∩ T (f(a) = z)⇒ z = s = t

a ∈ fR(S ∩ T )
Îò 1. è 2. ñëåäâà fR(S ∩ T ) = fR(S) ∩ fR(T )

e) X ⊆ fR(f(X))

f) f(fR(S)) ⊆ S
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Ìîùíîñò íà ìíîæåñòâî

Ðàâíîìîùíè ìíîæåñòâà: |A| = |B| ⇔ ∃ áèåêöèÿ f : A→ B

Êðàéíè ìíîæåñòâà:

1. A = ∅ ⇒ |A| = 0
2. ∃ áèåêöèÿ f : A→ In ⇒ |A| = n

Èçáðîèìè ìíîæåñòâà: ∃ áèåêöèÿ f : A→ N⇒ |A| = ℵ0

Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå:

Çàäà÷à 1: Íàìåðåòå ìîùíîñòòà íà âñÿêî îò óêàçàíèòå ìíîæåñòâà, êàòî íàìåðèòå
áèåêöèÿ ìåæäó òîâà ìíîæåñòâî è ìíîæåñòâîòî In èëè Jn çà íÿêîå n.

a) A = {x|x ∈ N, 1 ≤ 2x+ 5 ≤ 100}
Óïúòâàíå: A = J48

b) A = {x|x ∈ N, 0 ≤ x2 ≤ 500}
Óïúòâàíå: A = J23

c) A = {2, 5, 8, 11, 14, 17, . . . , 44, 47}
Óïúòâàíå: f : J16 → A; f(x) = 3x+ 2

Çàäà÷à 2: Ïîêàæåòå, ÷å âñÿêî îò ñëåäâàùèòå ìíîæåñòâà å èçáðîèìî, êàòî óñòàíî-
âèòå áèåêöèÿ ìåæäó íåãî è ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà:

a) Ìíîæåñòâîòî íà ÷åòíèòå åñòåñòâåíè ÷èñëà;
b) Ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå ÷èñëà;
c) Ìíîæåñòâîòî íà íå÷åòíèòå öåëè ÷èñëà;
d) Ìíîæåñòâîòî íà ÷åòíèòå öåëè ÷èñëà;
e) Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè äóìè íàä àçáóêàòà {a}.

Çàäà÷à 3: Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâàòà îò âñÿêà îò èçáðîåíèòå äâîéêè ñà ðàâíîìîùíè
êàòî íàìåðèòå áèåêöèÿ ìåæäó òÿõ:

a) N è Z \ N
Óïúòâàíå: Äîêàæåòå, ÷å f : Z \ N→ N; f(z) = −z − 1 å áèåêöèÿ

b) N è Z

Óïúòâàíå: Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíàòà ôóíêöèÿ f : Z→ N å áèåêöèÿ:

f(z) =

{
2z àêî z ≥ 0
−2z − 1 àêî z < 0

c) N è S = {a ∈ Z : 5|a}
Óïúòâàíå: Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíàòà ôóíêöèÿ f : S → N å áèåêöèÿ:

f(s) =

 2
s

5
àêî s ≥ 0

−2s
5
− 1 àêî s < 0
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Çàäà÷à 4: Äà ñå äîêàæå, ÷å |(0, 1)| = |R+|.

Óïúòâàíå: Äîêàæåòå, ÷å f : (0, 1)→ R+, f(x) =
x

1− x
å áèåêöèÿ.

Çàäà÷à 5: Äîêàæåòå, ÷å |N× N| = |N| = ℵ0
Óïúòâàíå I:
Äà îçíà÷èì: Lk = {(0, k), (1, k − 1), ..., (k, 0)};
Äîêàæåòå, ÷å N× N =

∞⋃
i=0

Lk ⇒ |N× N| = |
∞⋃
i=0

Lk| = ℵ0

Óïúòâàíå II:

Äîêàæåòå, ÷å f : N× N→ N; f(x, y) =
(x+ y)2 + 3x+ y

2
å áèåêöèÿ.

Çàäà÷à 6: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî |A| = n, òî |Jn
2 | = |2A| .

Ðåøåíèå:

Ùå äåôèíèðàìå áèåêöèÿ f : Jn
2 → 2A ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Íåêà A = {a1, a2, ..., an} è α̃ = (α1, α2, ..., αn) ∈ Jn
2 . Òîãàâà

f(α̃) = {x|x ∈ A,∃αi(αi = 1 ∧ x = ai)}
1. Ùå äîêàæåì, ÷å ôóíêöèÿòà å èíåêöèÿ.

Íåêà α̃, β̃ ∈ Jn
2 , α̃ 6= β̃ ⇒ ∃i(αi 6= βi)

Íåêà á.î.î. äà ïðèåìåì, ÷å αi = 1, βi = 0⇒
∃ai ∈ A(ai ∈ f(α̃) ∧ ai /∈ f(β̃))⇒ f(α̃) 6= f(β̃)
Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà å èíåêöèÿ.

2. Ùå äîêàæåì, ÷å ôóíêöèÿòà å ñþðåêöèÿ.
Íåêà X ⊆ A . Îïðåäåëÿìå α̃ = (α1, α2, ..., αn) ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
∀i ∈ In(αi = 1⇔ ai ∈ X)⇒ f(α̃) = X
Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà å ñþðåêöèÿ.

Îò 1. è 2. ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà å áèåêöèÿ.

Ñëåäîâàòåëíî |Jn
2 | = |2A| = 2n.
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