
Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, Òåìà 6 Ð. Ëåñåâà

òåìà 6: êîìáèíàòîðèêà(ïðîäúëæåíèå)

Çàäà÷à 1: Äà ñå îïðåäåëè êîåôèöèåíòà ïðåä:

a) x10y5 â (3x+ 2y)15

b) x32 â (x+
1

x
)1024

Ðåøåíèå: (x+
1

x
)1024 =

1024∑
k=0

(
1024

k

)
xkx−(1024−k).

Âñÿêî ñúáèðàåìî èìà âèäà:

(
1024

k

)
x2k−1024

Òúðñèì òàêîâà k, çà êîåòî 2k − 1024 = 32 ⇒ k = 528

è òàêà òúðñåíèÿò êîåôèöèåíò å:

(
1024

528

)
Çàäà÷à 2: Äàäåíà å îêðúæíîñò R, íà êîÿòî ñà îòáåëÿçàíè ïîñëåäîâàòåëíî 12 òî÷êè
- a1, a2, ..., a12. Íàìåðåòå áðîÿ íà:

a) ðàçëè÷íèòå õîðäè ñ êðàèùà äâå îò óêàçàíèòå òî÷êè;

b) ðàçëè÷íèòå òðèúãúëíèöè ñ âúðõîâå òðè îò òî÷êèòå;

c) èçïúêíàëèòå ÷åòèðèúãúëíèöè ñ âúðõîâå èçìåæäó äàäåíèòå òî÷êè;

d) òðèúãúëíèöèòå ñ âúðõîâå â äàäåíèòå òî÷êè, ÷èèòî ñòðàíè íå ñå ïðåñè÷àò ñ
ïðàâàòà, îïðåäåëåíà îò òî÷êèòå a2 è a8;

e) òðèúãúëíèöèòå ñ âúðõîâå èçìåæäó óêàçàíèòå òî÷êè, ÷èèòî ñòðàíè ñå ïðåñè÷àò
ñ ïðàâàòà ïðåç òî÷êèòå a1 è a5.

Ðåøåíèå: Çà äà å èçïúëíåíî òîâà óñëîâèå òðÿáâà òðèúãúëíèêúò äà èìà âúðõî-
âå îò äâåòå ñòðàíè íà ïðàâàòà, îïðåäåëåíà îò òî÷êèòå a1 è a5. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
âúðõîâåòå íà òðèúãúëíèêà òðÿáâà äà ñå èçáèðàò îò ìíîæåñòâàòà A = {a2, a3, a4} è
B = {a6, a7, a8, a9, a10, a11, a12}.

Ïúðâè ñëó÷àé: äâà îò âúðõîâåòå íà òðèúãúëíèêà ñà èçáðàíè îò ìíîæåñòâîòî A,

òðåòèÿò îò ìíîæåñòâîòî B. Òîçè èçáîð ìîæå äà ñòàíå ïî C2
3 .C

1
7 =

(
3

2

)(
7

1

)
= 3.7 = 21

íà÷èíà.

Âòîðè ñëó÷àé: åäèí âðúõ ñå èçáèðà îò ìíîæåñòâîòî A, äâà îò ìíîæåñòâîòî B.

Òîâà ìîæå äà ñòàíå ïî C1
3 .C

2
7 =

(
3

1

)(
7

2

)
= 3.21 = 63 íà÷èíà.

Òàêà îáùèÿò áðîé íà òðèúãúëíèöèòå å(
3

2

)(
7

1

)
+

(
3

1

)(
7

2

)
= 21 + 63 = 84
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Çàäà÷à 3: Õâúðëÿò ñå 7 ðàçëè÷íè çàð÷åòà. Â êîëêî îò ñëó÷àèòå å èçïúëíåíî ñëåä-
íîòî:

a) âñè÷êè çàð÷åòà ïîêàçâàò ðàçëè÷íî;

b) èìà äâå øåñòèöè, îñòàíàëèòå çàð÷åòà ïîêàçâàò ðàçëè÷íî;

c) äâå çàð÷åòà ïîêàçâàò åäíî ÷èñëî, îñòàíàëèòå ñà ðàçëè÷íè.

Çàäà÷à 4: Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò n ÷îâåêà äà ñå õâàíàò íà õîðî?

Çàäà÷à 5: Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñå íàíèæàò n ñêúïîöåííè êàìúêà íà îãúðëèöà?

Çàäà÷à 6: Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñåäíàò n ÷îâåêà îêîëî êðúãëà ìàñà, êàòî çà
ðàçëè÷íè ñå ñ÷èòàò äâå íàðåäáè, àêî ïîíå åäèí ÷îâåê èìà ðàçëè÷åí ñúñåä.

Çàäà÷à 7: Êîëêî èäåíòèôèêàòîðà ñ äúëæèíà n ìîãàò äà ñå ñúñòàâò â åçèêà Ada.
(Èäåíòèôèêàòîð â Ada çàïî÷âà ñ áóêâà, ïðîäúëæàâà ñ áóêâà, öèôðà èëè çíàê çà
ïîä÷åðòàâàíå. Çíàöèòå çà ïîä÷åðòàâàíå íå ìîãàò äà ñà ñúñåäíè èëè â êðàÿ íà èäåí-
òèôèêàòîðà. Ìàëêèòå è ãëàâíèòå áóêâè ñà íåðàçëè÷èìè).

Çàäà÷à 8: Äàäåíî å ìíîæåñòâîòî |A| = n. Äà ñå îïðåäåëè áðîÿò íà ðåëàöèèòå
R ⊆ A× A, êîèòî ñà:

a) áåç îãðàíè÷åíèÿ;

b) ðåôëåêñèâíè;

c) ñèìåòðè÷íè/ ñèëíî àíòèñèìåòðè÷íè;

d) ðåôëåêñèâíè è ñèìåòðè÷íè;

e) àíòèñèìåòðè÷íè;

f) àíòèðåôëåêñèâíè è àíòèñèìåòðè÷íè.

Çàäà÷à 9: Äâàìà äóøè òðÿáâà äà ñè ðàçäåëÿò 4 ÿáúëêè, 3 êðóøè è 5 áàíàíà. Ïî
êîëêî íà÷èíà ìîæå äà ñòàíå òîâà?

Çàäà÷à 10: Íåêà M å åñòåñòâåíî ÷èñëî ñúñ ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå: M = pn1
1 pn2

2 ...pnk
k ,

êàòî p1, p2, ..., pk ñà ïðîñòèòå ìíîæèòåëè íà M . Êîëêî ñà ðàçëè÷íèòå äåëèòåëè íà
÷èñëîòî M?

Çàäà÷à 11: Äîêàæåòå, ÷å ìåæäó ïðîèçâîëíî èçáðàíè p+1 åñòåñòâåíè ÷èñëà, âèíàãè
ìîæå äà ñå íàìåðÿò äâå, ðàçëèêàòà íà êîèòî ñå äåëè íà p.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà Äèðèõëå, âñÿêî ìíîæåñòâî îò p+1 åñòåñòâåíè
÷èñëà ñúäúðæà äâå ÷èñëà ñ ðàâíè îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà p. À îò òîâà ñëåäâà, ÷å
òÿõíàòà ðàçëèêà ñå äåëè íà p.

Çàäà÷à 12: Äîêàæåòå, ÷å ìåæäó ïðîèçâîëíî èçáðàíè 12 ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè äâó-
öèôðåíè ÷èñëà èìà ïîíå äâå, ÷èÿòî ðàçëèêà å äâóöèôðåíî ÷èñëî, êîåòî ñå çàïèñâà
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ñ äâå åäíàêâè öèôðè.

Äîêàçàòåëñòâî: Äâóöèôðåíèòå åñòåñòâåíè ÷èñëà ñà ÷èñëàòà â èíòåðâàëà [10, 99].
Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà Äèðèõëå, â ìíîæåñòâîòî íà èçáðàíèòå 12 ÷èñëà èìà äâå,
êîèòî ñà ñ ðàâíè îñòàòúöè ïðè äåëåíèå íà 11.

ai, aj ∈ [10, 99], ai = 11x+ k; aj = 11y + k; k ∈ J11 ⇒
ai − aj = 11(x− y)⇒ 11|ai − aj
Íî ÷èñëàòà, êðàòíè íà 11 â èíòåðâàëà [10, 99], ñå çàïèñâàò ñ äâå åäíàêâè öèôðè

- 11, 22,..., 99, îò êúäåòî ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà çàäà÷àòà.

Çàäà÷à 13: Êîëêî ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà òðÿáâà äà íàïèøåì, çà äà ñìå ñèãóðíè,
÷å èçìåæäó òÿõ èìà 7 ÷èñëà, êîèòà ñà ñðàâíèìè ïî ìîäóë 9.

Ðåøåíèå: Äà ïðèëîæèì îáîáùåíèÿ ïðèíöèï íà Äèðèõëå. Òúé êàòî 6.9 + 1 = 55, òî
ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å àêî èçáåðåì 55 ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà, òî èçìåæäó òÿõ
ùå èìà 7, êîèòî èìàò åäèí è ñúù îñòàòúê ïðè äåëåíèå íà 9, ò.å. òå ñà ñðàâíèìè ïî
ìîäóë 9.

Çàäà÷à 14: . Îò ìíîæåñòâîòî I100 ïî ïðîèçâîëåí íà÷èí ñà èçáðàíè 51 ÷èñëà. Äà ñå
äîêàæå, ÷å ïîíå åäíî îò èçáðàíèòå ÷èñëà ñå äåëè íà äðóãî îò òÿõ.

Ðåøåíèå: Âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî, ðàçëè÷íî îò íóëà, ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà
a = 2k(2m+ 1); k,m ∈ N. Òúé êàòî a ∈ I100, òî m ∈ J50.

Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà Äèðèõëå, ùå èìà äâå îò èçáðàíèòå ÷èñëà ñ ðàâíè ñòîéíîñòè
íà m, ò.å. ∃p = 2k1(2m+ 1); ∃q = 2k2(2m+ 1).

Àêî k1 < k2 òî p|q, èíà÷å q|p.

Çàäà÷à 15: ÍåêàM ⊂ I100; |M | = 10. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò äâå íåïðåñè÷àùè
ñå ïîäìíîæåñòâà íà M ñ åäíàêâè ñóìè íà åëåìåíòèòå.

Ðåøåíèå: Íåïðàçíèòå ïîäìíîæåñòâà íà M ñà 210 − 1 = 1023 íà áðîé. Âúçìîæíèòå
ñóìè íà åëåìåíòèòå íà âñÿêî îò òåçè ïîäìíîæåñòâî ñà â èíòåðâàëà îò 1 äî 955.

Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà Äèðèõëå, ñúùåñòâóâàò äâå ïîäìíîæåñòâà ñ ðàâíè ñóìè íà
åëåìåíòèòå. Àêî ìíîæåñòâàòà èìàò îáùè åëåìåíòè, òî ìíîæåñòâàòà, ïîëó÷åíè ñëåä
îòñòðàíÿâàíå íà îáùèòå åëåìåíòè ñúùî ùå èìàò ðàâíè ñóìè. Ïðè òîâà å ñèãóðíî,
÷å íèêîå îò òåçè ìíîæåñòâà íÿìà äà å ïðàçíî, èíà÷å ùå ñå ïîëó÷è ïðîòèâîðå÷èå ñ
ôàêòà, ÷å ñóìèòå ñà ðàâíè.
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Äîêàçâàíå íà òúæäåñòâà ñ êîìáèíàòîðíè ñðåäñòâà

Çàäà÷à 16: Äà ñå äîêàæå ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ:

a) C k
n = C n−k

n

Óïúòâàíå: Äà ñå óñòàíîâè áèåêöèÿ ìåæäó k�åëåìåíòíèòå è (n − k)�åëåìåíòíèòå
ïîäìíîæåñòâà íà åäíî n�åëåìåíòíî ìíîæåñòâî.

b) C k
n = C k

n−1 + C k−1
n−1

Óïúòâàíå: Ìíîæåñòâîòî îò k-åëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà åäíî n-åëåìåíòíî ìíî-
æåñòâî äà ñå ðàçáèå íà äâå ìíîæåñòâà ñúîáðàçíî òîâà� äàëè ïîäìíîæåñòâîòî ñúäúð-
æà ôèêñèðàí åëåìåíò îò áàçîâîòî ìíîæåñòâî èëè íå.

c) C k
n = C k

n−1 + C k−1
n−2 + ...+ C 0

n−k−1

Óïúòâàíå: Ìíîæåñòâîòî îò k-åëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà åäíî n-åëåìåíòíî ìíî-
æåñòâî A = {a1, a2, ..., an} äà ñå ðàçáèå íà k + 1 ìíîæåñòâà, êàòî i�òîòî ìíîæåñòâî
îáåäèíÿâà âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà íà áàçîâîòî, êîèòî ñúäúðæàò åëåìåíòèòå a1, a2, ...ai
è íå ñúäúðæàò åëåìåíòà ai+1 îò áàçîâîòî ìíîæåñòâî.

d) C k
n+k =

k∑
i=0

C i
n+i−1

Óïúòâàíå: Äà ñå âçåìå ïðåä âèä ðàâåíñòâîòî C k
n+k = S k

n+1, ñëåä êîåòî ìíîæåñòâî-
òî îò âñè÷êè êîìáèíàöèè ñ ïîâòîðåíèå îò n + 1 åëåìåíòà êëàñ k äà ñå ðàçáèå íà
k + 1 ìíîæåñòâà ñúîáðàçíî áðîÿ íà ñðåùàíèÿòà (0, 1, ..., k) íà ôèêñèðàí åëåìåíò îò
áàçîâîòî ìíîæåñòâî â êîìáèíàöèÿòà.

e)
n∑

k=0

C k
n = 2n

Óïúòâàíå: Ðàçãëåäàéòå ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè áóëåâè âåêòîðè ñ äúë-
æèíà n íà ïîäìíîæåñòâà, îáåäèíÿâàùè âåêòîðèòå ñ ôèêñèðàí áðîé (0, 1, ..., n) åäè-
íèöè.

Çàäà÷à 17: Äîêàæåòå ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ:(
n

k

)
=

n

k

(
n− 1

k − 1

)
Çàäà÷à 18: Äîêàæåòå ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ:

n∑
i=1

i

(
n

i

)
= n2n−1

Çàäà÷à 19: Äîêàæåòå ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ:

∀n ∈ N
(
n = 2k + 1, k ∈ N→

(
n

k

)
=

(
n

k + 1

))
Ðåøåíèå: Ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâî A, |A| = 2k + 1, k ∈ N.

Äà îçíà÷èì ñ A′ = {X|X ⊂ A, |X| = k} è ñ A′′ = {Y |Y ⊂ A, |Y | = k + 1}.
Íà âñåêè åëåìåíò X ∈ A′ åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâà åëåìåíò Y ∈ A′′, Y = A \X, îò

êîåòî ñëåäâà, ÷å |A′| = |A′′|.

Òúé êàòî |A′| =
(
n

k

)
, |A′′| =

(
n

k + 1

)
⇒

(
n

k

)
=

(
n

k + 1

)
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Çàäà÷à 20: Äîêàæåòå ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ:
r∑

k=0

(
m

k

)(
n

r − k

)
=

(
n+m

r

)
Ðåøåíèå: Ñòóäåíòñêà ãðóïà îò n ìîì÷åòà èm ìîìè÷åòà èçáèðà äåëåãàöèÿ îò r ÷îâåêà

äà ÿ ïðåäñòàâëÿâàò íà ñòóäåíòñêè ôîðóì. Òîâà ìîæå äà ñòàíå ïî

(
n+m

r

)
íà÷èíà.

Ñåãà äà ðàçáèåì âúçìîæíèòå èçáîðè ñúîáðàçíî áðîÿ íà ó÷àñòâàùèòå â òÿõ ìîìè÷åòà

- òîé ìîæå äà å îò 0 äî r. Áðîÿò íà äåëåãàöèèòå ñ òî÷íî k ìîìè÷åòà å

(
m

k

)(
n

r − k

)
.

Êàòî ïðèëîæåì ïðèíöèïà íà ñóìàòà ïîëó÷àâàìå:
r∑

k=0

(
m

k

)(
n

r − k

)
=

(
n+m

r

)
Çàäà÷à 21: Äîêàæåòå ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ:

n∑
i=0

(
n

k

)2

=

(
2n

n

)

Çàäà÷à 22: Îçíà÷àâàìå ñ

{
n
k

}
áðîÿ ðàçáèâàíèÿ íà n-åëåìåíòíî ìíîæåñòâî íà k

íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà. Äîêàæåòå ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ:{
n
k

}
=

{
n− 1
k − 1

}
+ k

{
n− 1
k

}
(1)

Ðåøåíèå: Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíî n-åëåìåíòíî ìíîæåñòâî A = {a1, a2, ..., an} è äà
îçíà÷èì ñ P(A, k) ìíîæåñòâîòî îò íåãîâèòå ðàçáèâàíèÿ íà k íåïðàçíè ïîäìíîæåñ-
òâà. Èçðàçúò â ëÿâàòà ñòðàíà íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî äàâà áðîÿ íà ðàçáèâàíèÿòà íà
n-åëåìåíòíî ìíîæåñòâî íà k íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà - |P(A, k)| . Äà èçáåðåì ïðîèçâî-
ëåí åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî A, íàïðèìåð {a1}, è äà ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî ðàçáèâàíå
íà P(A, k) íà äâå ïîäìíîæåñòâà - X è Y :

Â X íåêà äà ñà òåçè ðàçáèâàíèÿ íà A, â êîèòî èçáðàíèÿò åëåìåíò a1 ñàì îáðàçóâà
ìíîæåñòâî. Íî òîâà â ñúùíîñò ñà ðàçáèâàíèÿòà íà A \ {a1} íà k − 1 ïîäìíîæåñòâà,

êàòî êúì âñÿêî ðàçáèâàíå ñå äîáàâÿ ìíîæåñòâîòî {a1}, òàêà ÷å |X| =
{
n− 1
k − 1

}
, êîåòî

ñúîòâåòñòâà íà ïúðâîòî ñúáèðàåìî â äÿñíàòà ñòðàíà íà (1).
Â Y îñòàâàò òåçè ðàçáèâàíèÿ íà A, â êîèòî åëåìåíòúò a1 íå å ñàì â ìíîæåñòâî.

Äà ðàçãëåäàìå âñè÷êè ðàçáèâàíèÿ íà A \ {a1} íà k ïîäìíîæåñòâà, òå ñà

{
n− 1
k

}
íà

áðîé. Îò åäíî òàêîâà ðàçáèâàíå ìîæåì äà ïîëó÷èì k íà áðîé ðàçáèâàíèÿ íà A íà
k ïîäìíîæåñòâà êàòî äîáàâèì a1 êúì âñåêè åëåìåíò íà ðàçáèâàíåòî. Òàêà ñòèãàìå

äî èçâîäà, ÷å áðîÿò íà åëåìåíòèòå íà Y å k

{
n− 1
k

}
, êîåòî îòãîâàðÿ íà âòîðîòî

ñúáèðàåìî â äÿñíàòà ñòðàíà íà (1).
È òàêà, êàòî ïðèëîæèì ïðèíöèïà íà ñúáèðàíåòî, ïîëó÷àâàìå |P(A, k)| = |X|+|Y |,

îò êîåòî ñëåäâà ðàâåíñòâîòî (1).
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