
Óïðàæíåíèå ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, Èí�, ëåòåí ñåìåñòúð 2012 ã.Êîìáèíàòîðèêà I
1 ÈíäóêöèÿÇàä. 1: Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å çà âñÿêî êðàéíî íåïðàçíî ìíîæåñòâî A, áðîÿò íà ïîäì-íîæåñòâàòà íà A ñ ÷åòåí áðîé åëåìåíòè å ðàâåí íà áðîÿ íà ïîäìíîæåñòâàòà ñ íå÷åòåí áðîéåëåìåíòè.�åøåíèå: Íåêà 2A ñòåïåííîòî ìíîæåñòâî íà A. Äå�èíèðàìå, ÷å:

2A
e = {X | X ∈ 2A è |X| å ÷åòíî ÷èñëî.}

2A
o = {X | X ∈ 2A è |X| å íå÷åòíî ÷èñëî.}Çàäà÷àòà ñå ñúñòîè â òîâà, äà ñå äîêàæå, ÷å ∀A, òàêîâà ÷å A 6= ∅, |2A

e | = |2A
o |. Äîêàçàòåëñòâîòîå ñ èíäóêöèÿ ïî |A|.Áàçà: |A| = 1. Òîãàâà

2A = {∅, A}Î÷åâèäíî
2A

e = {∅}

2A
o = {A},òàêà ÷å |2A

e | = |2A
o | å âÿðíî.Èíäóêòèâíà õèïîòåçà: Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñÿêî ìíîæåñòâî A ñ ãîëåìèíà |A| = n.Òîåñò,

∀A, òàêîâà ÷å |A| = n : |2A
o | = |2A

e | (1)Èíäóêòèâíà ñòúïêà: �àçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî A, òàêîâà ÷å |A| = n + 1. Íåêà
a å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà A. Î÷åâèäíî 2A ñå ðàçáèâà íà ñëåäíèòå ÷åòèðè ïîäìíîæåñòâà:

Be = {X ∈ 2A | a ∈ X è |X| å ÷åòíî ÷èñëî}
Bo = {X ∈ 2A | a ∈ X è |X| å íå÷åòíî ÷èñëî}
Ce = {X ∈ 2A | a 6∈ X è |X| å ÷åòíî ÷èñëî}
Co = {X ∈ 2A | a 6∈ X è |X| å íå÷åòíî ÷èñëî}Î÷åâèäíî
2A

e = Be ∪ Ce

2A
o = Bo ∪ Co



Òúé êàòî Be ∩ Ce = ∅ è Bo ∩ Co = ∅,
|2A

e | = |Be| + |Ce| (2)
|2A

o | = |Bo| + |Co| (3)Íåêà A ′ = A \ {a}. Ñúãëàñíî èíäóêòèâíàòà õèïîòåçà (1),
|2A′

e | = |2A′

o | (4)Î÷åâèäíî å, ÷å 2A′

e = Be è 2A′

o = Bo. Ñëåäîâàòåëíî,
|Be| = |Bo| (5)Ùå ïîêàæåì, ÷å |Ce| = |Co|. Çàáåëåæåòå, ÷å
|Be| = |Co| (6)ïîíåæå èìà áèåêòèâíî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó åëåìåíòèòå èì:

• âñåêè åëåìåíò u íà Be ñå ïîëó÷àâà îò òî÷íî åäèí åëåìåíò v íà Co ÷ðåç
”
äîáàâÿíå“ íà

a; ïî-�îðìàëíî, u = v ∪ {a},
• âñåêè åëåìåíò w íà Co ñå ïîëó÷àâà îò òî÷íî åäèí åëåìåíò z íà Be ÷ðåç

”
ìàõàíå“ íà a;ïî-�îðìàëíî, w = z \ {a}.Àíàëîãè÷íî,

|Bo| = |Ce| (7)ïîíåæå èìà áèåêòèâíî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó åëåìåíòèòå èì:
• âñåêè åëåìåíò u íà Bo ñå ïîëó÷àâà îò òî÷íî åäèí åëåìåíò v íà Ce ÷ðåç

”
äîáàâÿíå“ íà

a; ïî-�îðìàëíî, u = v ∪ {a},
• âñåêè åëåìåíò w íà Ce ñå ïîëó÷àâà îò òî÷íî åäèí åëåìåíò z íà Bo ÷ðåç

”
ìàõàíå“ íà a;ïî-�îðìàëíî, w = z \ {a}.Îò (5), (6) è (7) ñëåäâà, ÷å:

|Ce| = |Co| (8)Îò (5), (8), (2) è (3) ñëåäâà, ÷å |2A
e | = |2A

o |. �Çàäà÷à 2: Äîêàæåòå, ÷å
n∑

k=0
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= 0
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�åøåíèå:
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∑

k∈{0,1,...,n}

k íå÷åòíî (n

k

)






(9)Èçâåñòíî å, ÷å (n

k

) å áðîÿò íà ïîäìíîæåñòâàòà, èìàùè k åëåìåíòà, íà êîå äà å n-åëåìåíòíîìíîæåñòâî A. Òîãàâà, î÷åâèäíî,
∑

k∈{0,1,...,n}

k ÷åòíî (

n

k

) å áðîÿò íà ïîäìíîæåñòâàòà íà A ñ ÷åòåí áðîé åëåìåíòè
∑

k∈{0,1,...,n}

k íå÷åòíî (n

k

) å áðîÿò íà ïîäìíîæåñòâàòà íà A ñ íå÷åòåí áðîé åëåìåíòè
Ñúãëàñíî Çàä. 1, òåçè äâå ñóìè ñà åäíàêâè. Ñëåäâà, ÷å (9) = 0. �2 Ïðèíöèï íà ÄèðèõëåÇàä. 3 Â 8 ÷åêìåäæåòà èìà 87 ìîëèâà. Îïðåäåëåòå íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî n, òàêîâà ÷åçàäúëæèòåëíî èìà ÷åêìåäæå ñ n ìîëèâà.�åøåíèå: Èíà÷å êàçàíî, òúðñè ÷èñëîòî n, òàêîâà ÷å òâúðäåíèåòî �Ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî÷åêìåäæå ñ n ìîëèâà� å çàäúëæèòåëíî âÿðíî, íî òâúðäåíèåòî �Ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî ÷åê-ìåäæå ñ n + 1 ìîëèâà� ìîæå è äà íå å âÿðíî. Ñúãëàñíî îáîáùåíèÿ ïðèíöèï íà Äèðèõëå,ñúùåñòâóâà ÷åêìåäæå ñ 11 ìîëèâà. Îò äðóãà ñòðàíà, ìîæå äà íÿìà ÷åêìåäæå ñ 12 ìîëèâà�êîãàòî âñè÷êè êóòèè èìàò ïî 10 èëè 11 ìîëèâà. Îòãîâîðúò å n = 11. �Çàä. 4 Äàäåíà å ðåäèöà îò n2 + 1 ÷èñëà, íèòî äâå îò êîèòî íå ñà ðàâíè. Äà ñå äîêàæå, ÷åòàçè ðåäèöà ñúäúðæà ìîíîòîííà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà n + 1.Ïîÿñíåíèå: �Ìîíîòîííà� îçíà÷àâà èëè íàðàñòâàùà, èëè íàìàëÿâàùà. �Ïîðåäèöà� îçíà-÷àâà ÷èñëà îò ðåäèöàòà, êîèòî íå ñà íåïðåìåííî ñúñåäè â ðåäèöàòà, íî ñà íàïèñàíè â ñúùàòàïîñëåäîâàòåëíîñò, â êîÿòî ñà â ðåäèöàòà. Ïðèìåðíî, àêî n = 3 è ðåäèöàòà å

4, 7, 11, 2, 8, 3, 14, 1, 6, 9ìîíîòîííà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà 4 å 4, 7, 8, 14:4 , 7 , 11, 2, 8 , 3, 14 , 1, 6, 9 3



�åøåíèå: Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî: âñÿêà ìîíîòîííà ïîðåäèöà å ñ äúëæèíà ≤ n. Íåêà Aîçíà÷àâà äàäåíàòà ðåäèöà ñ äúëæèíà n2 + 1:
A = a1, a2, . . . , an2+1Çà âñÿêî i, òàêîâà ÷å 1 ≤ i ≤ n2 + 1, äå�èíèðàìå äâå ïîäðåäèöè†:
Ai = ai, ai+1, . . . , an2+1

Ai = a1, a2, . . . , aiÇà âñÿêî òàêîâà i, íåêà si å äúëæèíàòà íà íàé-äúëãà ðàñòÿùà ïîðåäèöà â Ai ñ ïîñëåäåíåëåìåíò ai; íåêà ti å äúëæèíàòà íà íàé-äúëãà ðàñòÿùà ïîðåäèöà â Ai ñ ïðúâ åëåìåíò ai.Î÷åâèäíî, ∀i(s(i) ≥ 1 ∧ t(i) ≥ 1), òúé êàòî òàêèâà ïîðåäèöè ñúäúðæàò ïîíå ai.Îò íà÷àëíîòî äîïóñêàíå ñëåäâà, ÷å ∀i(s(i) ≤ n ∧ t(i) ≤ n). Ñëåäîâàòåëíî,
1 ≤ s(i) ≤ n

1 ≤ t(i) ≤ nçà âñÿêî i. Òúé êàòî s(i) è t(i) âçåìàò öåëè ñòîéíîñòè, ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî îò òÿõ, ñòîéíîñòòàìó å åäíà îò íàé-ìíîãî n âúçìîæíè. Ïðèëàãàéêè ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî çàêëþ÷àâàìå,÷å íàðåäåíàòà äâîéêà (s(i), t(i)) èìà ñòîéíîñò èçìåæäó íàé-ìíîãî n2 âúçìîæíè. Íî i-òàòàñà n2 + 1 íà áðîé. Ñúãëàñíî ïðèíöèïà ïà Äèðèõëå, ñúùåñòâóâàò äâå ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íàïðîìåëíèâàòà i, äà ãè íàðå÷åì j è k, òàêèâà ÷å (sj, tj) = (sk, tk), òîåñò
s(j) = s(k)

t(j) = t(k)Òúé êàòî âñè÷êè åëåìåíòè íà A ñà ðàçëè÷íè, aj 6= ak. Äà äîïóñíåì, ÷å áåç îãðàíè÷åíèå íàîáùíîñòòà, ÷å j < k. Çíà÷è, aj è ak ñà ðàçïîëîæåíè â A òàêà:
A = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .I Ïúðâî äà äîïóñíåì, ÷å aj < ak. Òúé êàòî sj å äúëæèíàòà íà íàé-äúëãà ðàñòÿùà ïîðåäèöà,çàâúðøâàùà ñ aj:
A = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aj︸ ︷︷ ︸íàðàñòâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà sj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .è aj < ak, òî â A èìà íàðàñòâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà sj + 1, çàâúðøâàùà ñ ak � à èìåííî,ñúñòîÿùà ñå îò âå÷å ñïîìåíàòàòà ïîðåäèöà, çàâúðøâàùà ñ aj, ïëþñ ak íàêðàÿ:
A = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aj︸ ︷︷ ︸íàðàñòâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà sj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ak

︸ ︷︷ ︸íàðàñòâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà sj+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Íî òîãàâà sk > sj, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà �àêòà, ÷å ïî êîíñòðóêöèÿ sj = sk.II Ñåãà äà äîïóñíåì, ÷å aj > ak. Òúé êàòî tk å äúëæèíàòà íà íàé-äúëãà íàìàëÿâàùàïîðåäèöà, çàïî÷âàùà ñ ak:
A = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

︸ ︷︷ ︸íàìàëÿâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà tk

†Çà ðàçëèêà îò ïîðåäèöà, ïðè ïîäðåäèöà ñå èñêà åëåìåíòèòå äà ñà ñúñåäè â A4



è aj > ak, òî â A èìà íàìàëÿâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà tk + 1, çàïî÷âàùà ñ aj � à èìåííî,ñúñòîÿùà ñå îò âå÷å ñïîìåíàòàòà ïîðåäèöà, çàïî÷âàùà ñ ak, ïëþñ aj â íà÷àëîòî:
A = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .︸ ︷︷ ︸íàìàëÿâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà tk︸ ︷︷ ︸íàìàëÿâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà tk+1Íî òîãàâà tj > tk, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà �àêòà, ÷å ïî êîíñòðóêöèÿ tj = tk.Ñëåäîâàòåëíî, ïúðâîíà÷àëíîòî íè äîïóñêàíå, ÷å íàé-äúëãàòà ìîíîòîííà ïîðåäèöà íå å ïî-äúëãà îò n, å ïîãðåøíî. �3 Ïðèíöèï íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòîÇàä. 5 Â ãðóïà îò ñòóäåíòè âñåêè âëàäåå ïîíå åäèí åçèê îò àíëèéñêè, �ðåíñêè è íåìñêè.Íåêà AE å ïîäìíîæåñòâîòî íà ñòóäåíòèòå, âëàäååùè àíãëèéñêè, AF å ïîäìíîæåñòâîòî íà ñòó-äåíòèòå, âëàäååùè �ðåíñêè , à AG å ïîäìíîæåñòâîòî íà ñòóäåíòèòå, âëàäååùè íåìñêè. Íåêà

AEF å ïîäìíîæåñòâîòî íà ñòóäåíòèòå, âëàäååùè àíãëèéñêè è �ðåíñêè, AEG å ïîäìíîæåñòâîòîíà ñòóäåíòèòå, âëàäååùè àíãëèéñêè è íåìñêè, à AFG å ïîäìíîæåñòâîòî íà ñòóäåíòèòå, âëà-äååùè �ðåíñêè è íåìñêè. Íåêà AEFG å ïîäìíîæåñòâîòî íà ñòóäåíòèòå, âëàäååùè àíãëèéñêè,�ðåíñêè è íåìñêè. Äàäåíî å, ÷å
|AE| = 19

|AF| = 25

|AG| = 21

|AEF| = 13

|AEG| = 7

|AFG| = 9

|AEFG| = 3Îò êîëêî ñòóäåíòà ñå ñúñòîè ãðóïàòà?�åøåíèå: Íåêà A å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñòóäåíòè â òàçè ãðóïà. Òúé êàòî A = AE∪AF∪AG,ìîæå äà ñìÿòàìå, ÷å A å óíèâåðñóìúò è AE

A
∩AF

A
∩AG

A
= ∅. Îò ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíå èèçêëþ÷âàíå çíàåì, ÷å

∣

∣

∣
AE

A
∩ AF

A
∩ AG

A
∣

∣

∣
= |A| − (|AE| + |AF| + |AG|) + (|AEF| + |AEG| + |AFG|) − |AEFG|òîåñò

0 = |A| − (19 + 25 + 21) + (13 + 7 + 9) − 3îòêúäåòî
|A| = 39

�Çàä. 6 Ïðè óñëîâèÿòà íà Çàä. 5, 5



• êîëêî ñòóäåíòà çíàÿò òî÷íî äâà åçèêà?
• êîëêî ñòóäåíòà çíàÿò àíãëèéñêè, íî íå çíàÿò íèòî �ðåíñêè, íèòî íåìñêè?�åøåíèå: Îòãîâîðúò íà ïúðâèÿ âúïðîñ å

|AEF| + |AEG| + |AFG| − 3|AEFG| = 13 + 7 + 9 − 3.3 = 20Îòãîâîðúò íà âòîðèÿ âúïðîñ å
|AE| − (|AEF| + |AEG|) + |AEFG| = 19 − (13 + 7) + 3 = 2

�Çàä. 7: Äàäåíà å ãðóïà îò 100 ñòóäåíòà. Èçâåñòíî å, ÷å 37 ñòóäåíòà ó÷àò àíãëèéñêè, 35ñòóäåíòà ó÷àò �ðåíñêè, 33 ñòóäåíòà ó÷àò íåìñêè, 38 ñòóäåíòà ó÷àò èñïàíñêè, 16 ñòóäåíòàó÷àò àíãëèéñêè è �ðåíñêè, 8 ó÷àò àíãëèéñêè è íåìñêè, 18 ó÷àò àíãëèéñêè è èñïàíñêè, 13ó÷àò �ðåíñêè è íåìñêè, 9 ó÷àò �ðåíñêè è èñïàíñêè, 13 ó÷àò íåìñêè è èñïàíñêè, 5 ñòóäåíòàó÷àò àíãëèéñêè, �ðåíñêè è íåìñêè, 6 ñòóäåíòà ó÷àò àíãëèéñêè, íåìñêè è èñïàíñêè, 5 ñòóäåíòàó÷àò �ðåíñêè, íåìñêè è èñïàíñêè, à 3 ñòóäåíòà ó÷àò àíãëèéñêè, íåìñêè, �ðåíñêè è èñïàíñêè.Êîëêî ñòóäåíòà ó÷àò àíãëèéñêè, �ðåíñêè è èñïàíñêè, àêî 14 ñòóäåíòà íå èçó÷àâàò íèêàêâèåçèöè?�åøåíèå: Íåêà òúðñåíèÿò áðîé å x. Ïî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî èìàìå:
14 = 100

− (37 + 35 + 33 + 38)

+ (16 + 8 + 18 + 13 + 9 + 13)

− (5 + 6 + 5 + x)

+ 3òîåñò
14 = 21 − x ↔ x = 7

�Çàä. 8 Êîëêî ñà �óíêöèèòå† f : X → Y, êúäåòî X è Y ñà êðàéíè ìíîæåñòâà è X = m è
Y = n?�åøåíèå: Ñúãëàñíî ïðèíöèïèòå íà áèåêöèÿòà è óìíîæåíèåòî, îòãîâîðúò å nm. �Çàä. 9 Êîëêî ñà ÷àñòè÷íèòå �óíêöèè f : X → Y, êúäåòî X è Y ñà êðàéíè ìíîæåñòâà è
X = m è Y = n?

†Êîãàòî êàçâàìå ��óíêöèè� áåç äîïúëíèòåëíè óòî÷íåíèÿ, èìàìå ïðåäâèä òîòàëíè �óíêöèè.6



Çàä. 10 Êîëêî ñà ñþðåêòèâíèòå �óíêöèè f : X → Y, êúäåòî X è Y ñà êðàéíè ìíîæåñòâà è
X = m è Y = n?�åøåíèå: Äà âúâåäåì ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ. Íåêà N å áðîÿò íà âñè÷êè �óíêöèè. Îò Çàä. 8çíàåì, ÷å N = nm. Àêî îò òîçè áðîé èçâàäèì áðîÿ íà íå-ñþðåêòèâíèòå �óíêöèè, ùå ïîëó-÷èì áðîÿ íà ñþðåêöèèòå. Òîâà ùå íàïðàâèì ïîåòàïíî, ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíå èèçêëþ÷âàíå. Çà âñåêè åëåìåíò a ∈ Y, íåêà Na å áðîÿò íà �óíêöèèòå, êîèòî �íå ïîêðèâàò� a,òîåñò òåçè, ïðè êîèòî a íå å îáðàç íà íèòî åäèí åëåìåíò îò X. Òîâà íå çíà÷è, ÷å âñè÷êè îñòà-íàëè åëåìåíòè îò Y ñà ïîêðèòè, à ÷å ñúñ ñèãóðíîñò a íå å ïîêðèò � çà îñòàíàëèòå åëåìåíòèîò Y íå ñå êàçâà íèùî. Î÷åâèäíî Na = (n−1)m, çàùîòî òîâà å áðîÿò íà �óíêöèèòå ñ äîìåéí
X è êîäîìåéí Y \ {a}, çà âñÿêî a ∈ Y. Òúé êàòî a âçåìà n ñòîéíîñòè, èìàìå ñóìàòà îò âñè÷êè
Na å n.(n − 1)m . Íî ðàçëèêàòà

nm − n(n − 1)m (10)íå å ïðàâèëíèÿò îòãîâîð (îñâåí àêî m íå å 1), òúé Na1
è Na2

çà ðàçëè÷íè a1 ∈ Y, a2 ∈ Y íåáðîÿò �óíêöèè, êîèòî ñà íåïðåìåííî ðàçëè÷íè � âñÿêà �óíêöèÿ, êîÿòî íå ïîêðèâà íèòî a1,íèòî a2, ùå áúäå ïðåáðîåíà êàòî åäèíèöà âåäíúæ îò Na1
è âåäíúæ îò Na2

. Èíà÷å êàçàíî,(10) å ïî-ìàëêî îò âåðíèÿ îòãîâîð � èçâàäèëè ñìå ïðåêàëåíî ìíîãî.Íåêà Na,b å áðîÿò íà �óíêöèèòå, êîèòî íå ïîêðèâàò ïðîèçâîëíè a, b ∈ Y, a 6= b. Êàêòîè ïðåäè, ìîæå äà èìà è äðóãè íåïîêðèòè åëåìåíòè îò Y; ñúñ ñèãóðíîñò ïîíå a è b íå ñàïîêðèòè. Na,b = (n − 2)m, òúé êàòî òîâà å áðîÿò íà �óíêöèèòå îò X â Y \ {a, b}. Ñóìàòà îòâñè÷êè òàêèâà Na,b, ïî âñè÷êè äâóåëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà {a, b} ⊆ Y, å (n
2

)

(n − 2)m. Íî
nm−n(n−1)m+

(

n

2

)

(n−2)m = (−1)0

(

n

0

)

(n−0)m+(−1)1

(

n

1

)

(n−1)m+(−1)2

(

n

2

)

(n−2)m (11)âñå îùå íå å âåðíèÿò îòãîâîð (îñâåí àêî m íå å 2), ìàêàð ÷å å ïî-áëèçî îò (10). (11) å ïîâå÷åîò âåðíèÿ îòãîâîð, òúé êàòî ñ +
(

n

2

)

(n−2)m ñìå äîáàâèëè ïîâå÷å, îòêîëêîòî òðÿáâà, êúì (10).Àíàëîãè÷íî, Na,b,c å áðîÿò íà �óíêöèèòå, êîèòî íå ïîêðèâàò ïðîèçâîëíè a, b, c ∈ Y,
a 6= b 6= c 6= a. Na,b,c = (n − 3)m è ñóìàòà îò âñè÷êè òàêèâà Na,b,c, ïî âñè÷êè òðèåëåìåíòíèïîäìíîæåñòâà {a, b, c} ⊆ Y, å (n

3

)

(n − 3)m. Àêî m å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî, òî
(−1)0

(

n

0

)

(n − 0)m + (−1)1

(

n

1

)

(n − 1)m + (−1)2

(

n

2

)

(n − 2)m + (−1)3

(

n

3

)

(n − 3)m (12)âñå îùå íå å âåðíèÿò îòãîâîð, ìàêàð ÷å å îùå ïî-áëèçî.Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî, âåðíèÿò îòãîâîð å
(−1)0

(

n

0

)

(n − 0)m + (−1)1

(

n

1

)

(n − 1)m + (−1)2

(

n

2

)

(n − 2)m + . . .+ (13)
(−1)n−1

(

n

n − 1

)

(n − (n − 1))m + (−1)n

(

n

n

)

(n − n)mÏîñëåäíîòî ñúáèðàåìî å íóëà, êîåòî ñúîòâåòñòâà íà �àêòà, ÷å èìà íóëà �óíêöèè, êîèòî íåïîêðèâàò íèòî åäèí åëåìåíò. Íàêðàêòî, âåðíèÿò îòãîâîð å
n∑

k=0

(−1)k

(

n

k

)

(n − k)m 7



�Çàä. 11: Êîëêî ñòðèíãà ñ äúëæèíà n èìà íàä ëàòèíñêàòà àáçóêà {a, b, . . . , z}, òàêèâà ÷åâñåêè ñèìâîë ñå ñðåùà ïîíå âåäíúæ?Óïúòâàíå: �àçãëåäàéòå ñòðèíãîâåòå áåç îãðàíè÷åíèÿ êàòî �óíêöèè îò ìíîæåñòâîòî íàïîçèöèèòå êúì ìíîæåñòâîòî îò ñèìâîëèòå (à íå îáðàòíîòî!). Îãðàíè÷åíèåòî çà âèäà íà ñòðèí-ãîâåòå íàëàãà îãðàíè÷åíèå âúðõó âèäà íà �óíêöèèòå � êàêâè òðÿáâà äà ñà òå?Çàä. 12: Êîëêî ïåðìóòàöèè íà ÷èñëàòà îò {1, 2, . . . , n} èìà, â êîèòî íèòî åäèí åëåìåíò íåñè å íà ìÿñòîòî? ×èñëîòî i ñè å íà ìÿñòîòî, àêî ñå íàìèðà íà i-òà ïîçèöèÿ, ïðèìåðíî âïåðìóòàöèÿòà 2 1 3 5 6 4, ÷èñëîòî 3 ñè å íà ìÿñòîòî è íèêîå äðóãî ÷èñëî íå ñè å íà ìÿñòîòî.Çàä. 13: Êîëêî ïåðìóòàöèè íà ÷èñëàòà îò {1, 2, . . . , n} èìà, â êîèòî òî÷íî m åëåìåíòà ñà ñèå íà ìÿñòîòî çà íÿêîå m, òàêîâà ÷å 0 ≤ m ≤ n, àêî
• òåçè m åëåìåíòà ñà �èêñèðàíè,
• òåçè m åëåìåíòà íå ñà �èêñèðàíè.Çàä. 14: Èçìåæäó 100 ñòóäåíòà:
• 72 ïîñåùàâàò ïðàêòèêóì ïî C,
• 60 ïîñåùàâàò ïðàêòèêóì ïî Java.Äîêàæåòå, ÷å ïîíå 32 îò òåçè ñòóäåíòè ïîñåùàâàò è äâàòà ïðàêòèêóìà.�åøåíèå: Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâàòà îò ñòóäåíòèòå, ïîñåùàâàùè ñúîòâåòíî ïðàêòèêóìèòåïî C è Java. Íåêà U = A∪B. Ïðèëàãàéêè ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå ñïðÿìî òîçèóíèâåðñóì, èçâåæäàìå

0︸︷︷︸íÿìà åëåìåíòè â äîïúëíåíèåòî = |U| − (|A| + |B|) + |A ∩ B|Îòòóê
|A ∩ B| = |A|

︸︷︷︸
72

+ |B|
︸︷︷︸

60

− |U| = 132 − |U|Òúé êàòî |U| ≤ 100, òî |A ∩ B| ≥ 32.Çàä. 15: Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæå äà ñå îöâåòÿò êâàäðàò÷åòàòà íà ïðàâîúãúëíà ìðåæà m×n(m ðåäà è n êîëîíè) â k öâÿòàa) áåç îãðàíè÷åíèÿ;á) ñ åäèíñòâåíîòî îãðàíè÷åíèå, ÷å âúâ âñåêè ðåä íÿìà ñúñåäíè êâàäðàò÷åòà ñ åäíàêúâöâÿò; 8



â) ñ åäèíñòâåíîòî îãðàíè÷åíèå, ÷å âúâ âñåêè ðåä å èçïîëçâàí âñåêè îò öâåòîâåòå.�åøåíèå:à) kmn, ïîíåæå âñÿêî îöâåòÿâàíå å �óíêöèÿ îò ìíîæåñòâîòî íà êâàäðàò÷åòàòà â ìíîæåñò-âîòî îò öâåòîâåòå. Èìà îáùî mn êâàäðàò÷åòàè k öâÿòà. Ïðèëàãàìå �îðìóëàòà çà áðîÿíà �óíêöèèòå áåç îãðàíè÷åíèÿ (Çàä. 8).á) Îöâåòÿâàíåòî íà ïðîèçâîëåí ðåä å íåçàâèñèìî îò îöâåòÿâàíèÿòà íà äðóãèòå ðåäîâå.Ñëåäîâàòåëíî, àêî N å áðîÿò íà íà÷èíèòå äà áúäå îöâåòåí ïðîèçâîëåí ðåä, îòãîâîðúò
Nm ïî ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî.Äà ðàçãëåäàìå îöâåòÿâàíåòî íà ðåä i, êúäåòî i å ïðîèçâîëíî ÷èñëî, òàêîâà ÷å 1 ≤ i ≤ m.Äà ðàçãëåäàìå êîå äà å êâàäðàò÷å â ðåä i, ïðèìåðíî êâàäðàò÷å (i, 1). Çà íåãî èìàìå kâúçìîæíîñòè çà îöâåòÿâàíå çàðàäè íàëè÷èåòî íà k âúçìîæíè öâÿòà. Çà ñúñåäíîòî ìóêâàäðàò÷å (i, 2) èìàìå k − 1 âúçìîæíîñòè ïîðàäè îãðàíè÷åíèåòî äà íå ñå èçïîëçâàòåäíàêâè öâåòîâå íà ñúñåäíè êâàäðàò÷åòà. Àíàëîãè÷íî, çà êâàäðàò÷åòà (i, 3), (i, 4), . . . ,
(i, n) èìàìå k−1 âúçìîæíîñòè. Êàòî öÿëî, çà ðåä i âúçìîæíèòå ðàçëè÷íè îöâåòÿâàíèÿñà k(k − 1)n−1. Ñëåäîâàòåëíî, N = k(k − 1)n−1 è îòãîâîðúò å km(k − 1)m(n−1).â) Îöâåòÿâàíåòî íà ïðîèçâîëåí ðåä å íåçàâèñèìî îò îöâåòÿâàíèÿòà íà äðóãèòå ðåäîâå.Ñëåäîâàòåëíî, àêî N(k, n) å áðîÿò íà íà÷èíèòå äà áúäå îöâåòåí ïðîèçâîëåí ðåä, îòãî-âîðúò (N(k, n))m ïî ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî. N(k, n) ìîæå äà ñå ïîëó÷è âåäíàãà îò�îðìóëàòà çà áðîÿ íà ñþðåêöèèòå, íî òóê ùå ãî èçâåäåì îò îñíîâíèòå ïðèíöèïè.Äà ðàçãëåäàìå îöâåòÿâàíåòî íà ðåä i, êúäåòî i å ïðîèçâîëíî ÷èñëî, òàêîâà ÷å 1 ≤ i ≤
m. Íåêà U å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè âúçìîæíè îöâåòÿâàíèÿ íà ðåä i ñ k öâÿòà áåçîãðàíè÷åíèÿ. |U| = kn. Íåêà Sj å ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíèòå îöâåòÿâàíèÿòà íà ðåä i, âêîèòî öâÿò j íå ñå èçïîëçâà, çà âñè÷êè j, òàêèâà ÷å 1 ≤ j ≤ k†. Íåêà Sj1,j2 å ìíîæåñòâîòîîò âúçìîæíèòå îöâåòÿâàíèÿòà íà ðåä i, â êîèòî öâåòîâå j1 è j2 íå ñå èçïîëçâàò, çà âñè÷êè
j1 è j2, òàêèâà ÷å 1 ≤ j1 < j2 ≤ k. Äà íàïðàâèì ñëåäíàòà äå�èíèöèÿ, êîÿòî ñå ÿâÿâàîáîáùåíèå íà ïðåäíèòå äâå çà ïðîèçâîëåí áðîé öâåòîâå.Îïðåäåëåíèå 1. Çà âñè÷êè öåëè ïîëîæèòåëíè j1, j2, . . . , jt, òàêèâà ÷å 1 ≤ j1 < j2 <

. . . < jt ≤ k, ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíèòå îöâåòÿâàíèÿ íà ðåä i, â êîèòî öâåòîâå
j1, j2, . . . , jt íå ñå èçïîëçâàò‡, å Sj1,j2,...,jt . �

†Ìîæå äà èìà è äðóãè öâåòîâå, êîèòî íå ñå èçïîëçâàò. Öâÿò j íå ñå èçïîëçâà ñúñ ñèãóðíîñò.
‡Ìîæå äà èìà è äðóãè öâåòîâå, êîèòî íå ñå èçïîëçâàò. Öâåòîâå j1, j2, . . . , jt íå ñå èçïîëçâà ñúñ ñèãóðíîñò.
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Ïî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî,
N(k, n) = |U|

−
∑

1≤j1≤k

|Sj1 |

︸ ︷︷ ︸ïîíå åäèí öâÿò íå ñå èçïîëçâà
+

∑

1≤j1<j2≤k

|Sj1 ∩ Sj2 |

︸ ︷︷ ︸ïîíå äâà öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò
−

∑

1≤j1<j2<j3≤k

|Sj1 ∩ Sj2 ∩ Sj3 |

︸ ︷︷ ︸ïîíå òðè öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò
. . .

+ (−1)t
∑

1≤j1<j2<...<jt≤k

|Sj1 ∩ Sj2 ∩ . . . ∩ Sjt |

︸ ︷︷ ︸ïîíå t öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò
. . .

+ (−1)k−1
∑

1≤j1<j2<...<jk−1≤k

|Sj1 ∩ Sj2 ∩ . . . ∩ Sjk−1
|

︸ ︷︷ ︸ïîíå k−1 öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò, òîåñò èçïîëçâà ñå ñàìî 1 öâÿò
+ (−1)k |Sj1 ∩ Sj2 ∩ . . . ∩ Sjk |︸ ︷︷ ︸

k öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò, òîåñò íÿìà îöâåòÿâàíå èçîáùî; òîâà òðÿáâà äà å 0.Òâúðäèì, ÷å çà âñÿêî t, òàêîâà ÷å 1 ≤ t ≤ k,
|Sj1 ∩ Sj2 ∩ . . . ∩ Sjt | =

(

k

t

)

(k − t)n (14)Òîâà å òàêà, çàùîòî çà äà îïðåäåëèì íà÷èíèòå äà ñå îöâåòè ðåä i, òàêà ÷å t öâÿòà äàíå ñå ïîëçâàò, å äîñòàòú÷íî äà íàìåðèì áðîÿ íà íà÷èíèòå äà ñå ïîäáåðàò t öâÿòà îò
k�òîçè áðîé å (k

t

)�è áðîÿò íà÷èíè äà ñå îöâåòè ðåäà ñ îñòàíàëèòå k − t öâÿòà�òîçèáðîé å (k − t)n. Èçðàç (14) ñëåäâà âåäíàãà ïî ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî.Òîãàâà
N(k, n) = kn −

k∑

t=1

(−1)t

(

k

t

)

(k − t)n =

k∑

t=0

(−1)t

(

k

t

)

(k − t)n

=

k−1∑

t=0

(−1)t

(

k

t

)

(k − t)n, òúé êàòî (−1)k

(

k

k

)

(k − k)n = 0

Çàäà÷à 16: Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñåäíàò îêîëî êðúãëà ìàñà ñ íîìåðèðàíè ñòîëîâåõîðàòà îò n íà áðîé æåíåíè äâîéêè (î÷åâèäíî ñòàâà äóìà çà 2n äóøè), òàêà ÷å ñúïðóçèòå îòíèòî åäíà äâîéêà äà íå ñåäÿò íà ñúñåäíè ñòîëîâå?�åøåíèå: Íåêà äâîéêèòå ñúïðóçè ñà c1, c2, . . . , cn. Íåêà Si îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êèâúçìîæíè ñÿäàíèÿ, â êîèòî ñúïðóçèòå îò ci ñåäÿò íåïîçâîëåíî, òîåñò åäèí äî äðóã, çà íÿêîå10



i, òàêîâà ÷å 1 ≤ i ≤ n. Íåêà U å óíèâåðñóìúò â òàçè çàäà÷à, à èìåííî, ìíîæåñòâîòî îòâñè÷êè âúçìîæíè ñÿäàíèÿ íà òåçè 2n äóøè îêîëî ìàñàòà (áåç îãëåä íà ïðèíàäëåæíîñò êúìñúïðóæåñêè äâîéêè). Òúðñåíèÿò îòãîâîð å |S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sn|. Ïî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòîè èçêëþ÷âàíåòî,
|S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sn| = |U|

−
∑

1≤i≤n

|Si|

+
∑

1≤i<j≤n

|Si ∩ Sj|

− . . .

+ (−1)n|S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sn|Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å |U| = (2n)!, òúé êàòî òîëêîâà ñà íà÷èíèòå, 2n ÷îâåêà äà ñåäíàò íà 2nðàçëè÷èìè (íîìåðèðàíè) ìåñòà áåç íèêàêâè îãðàíè÷åíèÿ.Ùå ïîêàæåì, ÷å âñÿêà îò ñóìèòå
∑

1≤i1<i2<...<it≤n

|Si1 ∩ Si2 ∩ . . . ∩ Sit |êúäåòî t å íÿêîå öÿëî ÷èñëî, òàêîâà ÷å 1 ≤ t ≤ n, å ðàâíà íà
(

n

t

)

.2n.(2n − t − 1)!.2tÒàçè ñóìà å ðàâíà íà áðîÿ íà÷èíè t äâîéêè äà ñà ñåäíàëè íåïîçâîëåíî, ïî âñè÷êè âúçìîæíèíà÷èíè äà áúäàò ïîäáðàíè t äâîéêè îò {c1, c2, . . . , cn}. Èìàìå ñëåäíèòå ÷åòèðè íåçàâèñèìèñúîáðàæåíèÿ.
• Ïî (n

t

) íà÷èíà ìîæåì äà ïîäáåðåì t äâîéêè îò îáùî n.
• Ïî 2n íà÷èíà ìîæåì äà èçáåðåì äâà ñòîëà çà ïúðâàòà äâîéêà îò òåçè t äâîéêè.
• Çà îñòàíàëèòå t−1 äâîéêè, ïî (2n−t−1)! íà÷èíà ìîæåì äà ðàçïîëîæèì õîðàòà îò òåçè

t − 1 äâîéêè, òàêà ÷å õîðàòà îò âñÿêà îò òåçè äâîéêè äà ñà ñúñåäè, è îñòàíàëèòå õîðà(òåçè, êîèòî íå ñà â íèòî åäíà îò âúïðîñíèòå t äâîéêè) ïî îñòàâàùèòå (ñëåä ñÿäàíåòî íàïúðâàòà äâîéêà) ñòîëîâå. Ïðè÷èíàòà òîâà äà å òàêà å, ÷å ãëåäàìå íà òåçè t − 1 äâîéêèêàòî íà
”
áëîêîâå“, òîåñò åäíà òàêàâà äâîéêà å åäèí îáåêò, à âñåêè ÷îâåê, êîéòî íå å âíÿêîÿ äâîéêà, å ñàìîñòîÿòåëåí îáåêò. Îáùî îáåêòèòå ñà íà áðîé

2n − 2︸ ︷︷ ︸òîëêîâà ñà õîðàòà çà íàñòàíÿâàíå ñëåä ñÿäàíåòî íà ïúðâàòà äâîéêà
− 2(t − 1)

︸ ︷︷ ︸îò òåõíèÿ áðîé âàäèì áðîÿ íà õîðàòà â t−1 äâîéêè
+ t − 1︸ ︷︷ ︸òîëêîâà ñà îáåêòèòå îò âèä

”
äâîéêà“ = 2n − t − 1Ñëåäîâàòåëíî, çàäà÷àòà ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñåäíàò òåçè t−1 äâîéêè íåïîçâîëåíîíà îñòàâàùèòå ìåñòà (ñëåä ñÿäàíåòî íà ïúðâàòà äâîéêà) å ñúùàòà êàòî çàäà÷àòà, ïîêîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ðàçïîëîæèì 2n − t − 1 îáåêòà â ðåäèöà.11



• Çà âñÿêà îò äîñåãà íàïðàâåíèòå ïîäáîðêè íà ìåñòà çà ñÿäàíå íà t äâîéêè ïî âñè÷êèâúçìîæíè íåïîçâîëåíè íà÷èíè, çà âñÿêà äâîéêà ìîæåì äà ðàçïîëîæèì õîðàòà îò íåÿïî 2 íà÷èíà íà äâàòà èçáðàíè ñòîëà. Îáùî òîâà ñà 2t âúçìîæíè íà÷èíà.Ñëåä êàòî óñòàíîâèõìå, ÷å
∑

1≤i1<i2<...<it≤n

|Si1 ∩ Si2 ∩ . . . ∩ Sit | =

(

n

t

)

.2n.(2n − t − 1)!.2tîòãîâîðúò ñëåäâà äà å
|S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sn| = (2n)! +

n∑

t=1

(−1)t.

(

n

t

)

.2n.(2n − t − 1)!.2t

=

n∑

t=0

(−1)t.

(

n

t

)

.2n.(2n − t − 1)!.2t

= 2n

(

n∑

t=0

(−1)t.

(

n

t

)

.(2n − t − 1)!.2t

)

�Çàäà÷à 17: (*) Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñåäíàò îêîëî êðúãëà ìàñà ñ íîìåðèðàíè ñòîëîâåõîðàòà îò n íà áðîé æåíåíè äâîéêè (î÷åâèäíî ñòàâà äóìà çà 2n äóøè), òàêà ÷å ñúïðóçèòåîò íèòî åäíà äâîéêà äà íå ñåäÿò íà ñúñåäíè ñòîëîâå è îñâåí òîâà îêîëî ìàñàòà äà ñå ðåäóâàòìúæ-æåíà-ìúæ-æåíà. . . ?Çàäà÷à 18: Êîëêî ñòðèíãà èìà íàä àçáóêàòà {0, 1, 2}, â êîèòî èìà òî÷íî äâå áóêâè îò âñåêèâèä è íÿìà ñúñåäíè åäíàêâè ñèìâîëè?�åøåíèå: Áåç ïîñëåäíîòî îãðàíè÷åíèå, áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñúãëàñíî ïðàâèëîòî çà áðîÿíà ïåðìóòàöèè ñ ïîâòîðåíèÿ å
6!

2! 2! 2!
= 90Íåêà óíèâåðñóìúò U äà å òîâà ìíîæåñòâî � ñòðèíãîâåòå ñ òî÷íî äâå a-òà, äâå b-òà è äâå c-òà.Íåêà äå�èíèðàìå ñëåäíèòå ïîäìíîæåñòâà íà U.

• N1 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 1 è 2,
• N2 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 2 è 3,
• N3 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 3 è 4,
• N4 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 4 è 5,
• N5 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 5 è 6,
• N1,3 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 1 è 2 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 3 è 4, 12



• N1,4 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 1 è 2 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 4 è 5,
• N1,5 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 1 è 2 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 5 è 6,
• N2,4 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 2 è 3 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 4 è 5,
• N2,5 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 2 è 3 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 5 è 6,
• N3,5 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 3 è 4 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 5 è 6,
• N1,3,5 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 1 è 2 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 3 è 4 è åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 5 è 6.Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå, òúðñåíèÿò îòãîâîð å

N = |U| − (N1 + N2 + . . . + N5) + (N1,3 + N1,4 + . . . + N3,5) − N1,3,5Çàáåëÿçâàìå, ÷å N1 = 3 ×
(

4

2

), òúé êàòî èìà òðè âúçìîæíîñòè çà ñèìâîëà íà ïúðâà è âòîðàïîçèöèÿ, à íà îñòàíàëèòå ÷åòèðè ïîçèöèè ñëàãàìå äâà ñèìâîëà îò äðóã âèä è äâà îò òðåòèâèä. Òîãàâà N1 = 18. Çàáåëÿçâàìå, ÷å N1 = N2 = . . . = N5.Îñâåí òîâà, N1,3 = 3 × 2 × 1 = 6, çàùîòî èìàìå òðè âúçìîæíîñòè çà ñèìâîëà íà ïúðâàè âòîðà ïîçèöèÿ, îòòóê äâå âúçìîæíîñòè çà ñèìâîëà íà òðåòà è ÷åòâúðòà ïîçèöèÿ, è ñàìîåäíà âúçìîæíîñò ñïðÿìî äîñåãà íàïðàâåíèòå èçáîðè çà ñèìâîëà íà îñòàíàëèòå (ïåòà è øåñòà)ïîçèöèè. Ñúùî òàêà, N1,3 = N1,4 = . . . = N3,5.Íàêðàÿ, N1,3,5 = 6 ñ àíàëîãè÷íè ñúîáðàæåíèÿ. Èìàìå
N = 90 − (5 × 18) + (6 × 6) − 6 = 30

�4 Äîêàçàòåëñòâà ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿÇàäà÷à 19: Äîêàæåòå ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ, ÷å
n∑

k=0

(

n

k

)2

=

(

2n

n

)

�åøåíèå: Íåêà A å ìíîæåñòâî ñ 2n åëåìåíòà. Íåêà âñåêè åëåìåíò îò A èìà àòðèáóò-öâÿò, êàòî n åëåìåíòà ñà áåëè, à îñòàíàëèòå n, ÷åðíè. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ïîäáåðåìðàçëè÷íè ïîäìíîæåñòâà íà A ñ ïî n åëåìåíòà?Îò åäíà ñòðàíà, òîâà ìîæå äà ñòàíå ïî
(

2n

n

) (15)13



íà÷èíà, òúé êàòî òîâà ñà êîìáèíàòîðíè êîí�èãóðàöèè áåç ïîâòîðåíèå è áåç íàðåäáà � òóêíå îáðúùàìå âíèìàíèå íà öâåòîâåòå íà ïîäáðàíèòå åëåìåíòè.Îò äðóãà ñòðàíà, ìîæåì äà ðàçáèåì ïîäáèðàíèÿòà ïî áðîÿ íà åëåìåíòèòå îò åäèíèÿ öâÿò,äà ðå÷åì áåëèÿ. Áåëèòå åëåìåíòè, êîèòî ïîïàäàò â äàäåíî ïîäáèðàíå, ìîæå äà ñà 0 èëè 1 èëè. . . èëè n. Ñëåäîâàòåëíî, äà ïîäáåðåì n åëåìåíòà îò îáùî 2n â òàçè çàäà÷à å ñúùîòî êàòîäà ïîäáåðåì k åëåìåíòà èçìåæäó âñè÷êèòå n áåëè è äà ïîäáåðåì n − k åëåìåíòà èçìåæäóâñè÷êèòå n ÷åðíè. Çà äàäåíî k, òàêîâà ÷å 0 ≤ k ≤ n, áðîÿò íà÷èíè äà ïîäáåðåì n åëåìåíòàîò îáùî 2n, òàêà ÷å k èçìåæäó ïîäáðàíèòå äà ñà áåëè, å, ïî ïðèíöèïà íà ïðîèçâåäåíèåòî:
(

n

k

)

︸ ︷︷ ︸áðîÿò íà÷èíè k åëåìåíòà îò îáùî n äà ñà áåëè× (

n

n − k

)

︸ ︷︷ ︸áðîÿò íà÷èíè îñòàíàëèòå åëåìåíòè äà ñà ÷åðíèÒúé êàòî k ñå ìåíè îò 0 äî n è ïîäáèðàíèÿòà ñå ðàçáèâàò ïî k (ïðè ðàçëè÷åí áðîé áåëèåëåìåíòè â äâå ïîäáèðàíèÿ, òå çàäúëæèòåëíî ñà ðàçëè÷íè), îáùèÿò áðîé ïîäáèðàíèÿ å:
n∑

k=0

(

n

k

)(

n

n − k

)Íî çíàåì, ÷å ( n

n−k

)

=
(

n

k

), ñëåäîâàòåëíî îáùèÿò áðîé íà ïîäáèðàíèÿ å:
n∑

k=0

(

n

k

)2 (16)Èçðàçèòå (15) è (16) áðîÿò åäíî è ñúùî êîëè÷åñòâî, ñëåäîâàòåëíî ñà ðàâíè. �
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