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Çàä. 1 Ïîäðåäåòå ïî àñèìïòîòè÷íî íàðàñòâàíå ñëåäíèòå ôóíêöèè. Îáîñíîâåòå îòãîâîðèòå ñè.

n, nn!, (n!)n, n
1

lg n , n
1

lg lg n ,

√
n(lgn)2 + 3

√
n(lgn)3, (n2 + n(lgn)2)2n, n + n2 lgn,

(
2n

n

)
,

n∑
i=0

i

(
n

i

)
,

√
5

n

(lgn)5
,

lgn

lg lgn
, nlg lgn, n

√
n!√
2πn

, 22n

Ðåøåíèå: Íåêà çà êðàòêîñò ïèøåì
”
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f(n) = Θ(g(n))“. Èçïîëçâàéêè òàçè íîòàöèÿ: n
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1
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, òúé êàòî âå÷å ïîêàçàõìå, ÷å ôóíêöèÿòà âëÿ-

âî å ëîãàðèòúìúò íà ôóíêöèÿòà âäÿñíî. Ñëåä òîâà lgn
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≺
√
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√

n(lgn)3, òúé êàòî

ô-ÿòà âäÿñíî å Ω(nε) çà ïîëîæèòåëíî ε, ô-ÿòà âëÿâî å O(lgn), à íèå çíàåì, ÷å ëîãàðèòìè÷-
íàòà ô-ÿ ðàñòå àñèìïòîòè÷íî ïî-áàâíî îò nε çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ε. Ñëåä òîâà
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è ïðèëàãàéêè âå÷å öèòèðàíèÿ ôàêò, èçâåæäàìå limn→∞ (lgn)2+(n)− 1
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√
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Ñëåä òîâà n ≈ n

√
n!√
2πn

. Çà äà ñå óáåäèì, ÷å òîâà å òàêà, ïðèëàãàìå àïðîêñèìàöèÿòà íà Ñòèð-

ëèíã çà ôàêòîðèåëà è ôóíêöèÿòà âäÿñíî ñòàâà (ïðèáëèçèòåëíî, íî ñúñ ñèãóðíîñò ñúñ ñúùàòà

ñòåïåí íà àñèìïòîòè÷íî íàðàñòâàíå êàòî)
n

√√
2πn (nn

en )√
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= n
e
. Ñëåä òîâà n ≺ n + n2 lgn, êîåòî å

î÷åâèäíî. Ñëåä òîâà n + n2 lgn ≺ nlg lgn, òúé êàòî ëîãàðèòìóâàíåòî íà äâåòå ñòðàíè âîäè äî

ñúîòâåòíî Θ(lgn) è Θ(lgn lg lgn). Ñëåä òîâà nlg lgn ≺
√

5
n

(lgn)5 , òúé êàòî ëîãàðèòìóâàíåòî íà äâåòå

ñòðàíè âîäè äî ñúîòâåòíî Θ(lgn lg lgn) è Θ(n). Ñëåä òîâà
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. Çà äà ñå óáåäèì

â òîâà, ïðàâèì ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ âúðõó ñóìàòà:
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= n2n−1. Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà îò òåîðåìàòà íà Íþòîí, ïðèëî-

æåíà âúðõó áèíîìà (1 + 1)n−1.
Ñëåä òîâà
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)
≺ (n2 + n(lgn)2)2n, êîåòî å î÷åâèäíî, èìàéêè ïðåäâèä èçâåäåíèÿ ôàêò,
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= n2n−1. Ñëåä òîâà (n2 + n(lgn)2)2n ≺

(
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. Çà äà ñå óáåäèì â òîâà, ïðàâèì

ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ âúðõó áèíîìíèÿ êîåôèöèåíò, èçïîëçâàéêè òðèêðàòíî

àïðîêñèìàöèÿòà íà Ñòèðëèíã:
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≺ (n!)n. Çà

äà ñå óáåäèì â òîâà, âçåìàìå ëîãàðèòìèòå íà äâåòå ñòðàíè, êîèòî ñà ñúîòâåòíî Θ(n) è Θ(n2 lgn).
Ñëåä òîâà (n!)n ≺ 22n

, òúé êàòî ëîãàðèòìèòå íà äâåòå ñòðàíè ñà ñúîòâåòíî Θ(n2 lgn) è 2n. È
íàêðàÿ, 22n ≺ nn!, êîåòî ñëåäâà îò âçåìàíåòî íà ëîãàðèòìèòå íà äâåòå ñòðàíè è èçâåñòíèÿ ôàêò,
÷å 2n ≺ n!. �



Çàä. 2 Ðåøåòå ñëåäíèòå ðåêóðåíòíè îòíîøåíèÿ ÷ðåç ìàñòúð òåîðåìàòà (Master Theorem) èëè
íåéíîòî ðàçøèðåíèå. Â ïîäçàäà÷à æ), f(n) å ôóíêöèÿ, òàêàâà ÷å f(n) = 2f
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Ðåøåíèå:

à) n2 = Ω(n1+ε). Çà äà å ïðèëîæèì ñëó÷àé 3, ïðîâåðÿâàìå óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò: 2
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)2 ≤
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2
. Ñúãëàñíî ñëó÷àé 3 íà ÌÒ, T(n) = Θ(n2).

á) n4 = Ω(n1+ε). Çà äà å ïðèëîæèì ñëó÷àé 3, ïðîâåðÿâàìå óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò: 2
(

n
2

)4 ≤
cn2 ⇔ c ≥ 1
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. Ñúãëàñíî ñëó÷àé 3 íà ÌÒ, T(n) = Θ(n4).
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15)+ε ). Çà äà å ïðèëîæèì

ñëó÷àé 3, ïðîâåðÿâàìå óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò: (4 +
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ñëó÷àé 3 íà ÌÒ, T(n) = Θ(n3).

ã) Òúé êàòî (lgn)2 = O(n(log6 6)−ε ), T(n) = Θ(n) ïî ñëó÷àé 1 íà ÌÒ.
ä) n = Ω(n(log12 8)+ε ). Çà äà å ïðèëîæèì ñëó÷àé 3, ïðîâåðÿâàìå óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò:
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3
. Ñúãëàñíî ñëó÷àé 3 íà ÌÒ, T(n) = Θ(n).
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Òîãàâà T(n) = Θ(n) ïî ñëó÷àé 1 íà ÌÒ.
æ) Äàäåíî å, ÷å f(n) = 2f

(
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)
+ n. Ïúðâî äà îïðåäåëèì àñèìïòîòè÷íèÿ ðàñòåæ íà f(n)

÷ðåç ÌÒ. Òúé êàòî n = Θ(nlog2 2), ñúãëàñíî ñëó÷àé 2 íà ÌÒ èìàìå f(n) = Θ(n lgn). Âðúùàìå
ñå êúì T(n). Çàáåëåæåòå, ÷å çà âñÿêà ôóíêöèÿ g(n), òàêàâà ÷å g(n) = Θ(n lgn) å âÿðíî, ÷å
g(n) = O(n(log9 19)−ε ), ïîíåæå 19 > 9 ⇒ log9 19 > 1. Ñëåäâà, ÷å ñëó÷àé 1 íà ÌÒ å ïðèëîæèì è
ñúãëàñíî íåãî, T(n) = Θ(nlog9 19).
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2
, èìàìå
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= Ω(n(log2 3)+ε ). Çà äà å
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Î÷åâèäíî âñåêè èçáîð íà c ≥ 3
4
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíîñò, òàêà ÷å, ñúãëàñíî

ñëó÷àé 3 íà ÌÒ, T(n) = Θ(n2).
è) Òúé êàòî n2 lgn 6= O(n(log2 4)−ε ) è n2 lgn 6= Ω(n(log2 4)+ε ), íèòî ñëó÷àé 1, íèòî ñëó÷àé 3

íà ÌÒ ñà ïðèëîæèìè. Ñëó÷àé 2 íå å ïðèëîæèì, ïîíåæå n2 lgn 6= Θ(nlog2 4 ). Íî n2 lgn =

Θ(nlog2 4 lgn), ñëåäîâàòåëíî ðàçøèðåíèåòî íà ÌÒ å ïðèëîæèìî è ñúãëàñíî íåãî, T(n) = Θ(nlog2 4 (lgn)2).
é) Òúé êàòî 7 = O(n(log6 5)−ε ), T(n) = Θ(nlog6 5) ïî ñëó÷àé 1 íà ÌÒ.
ê) 33 > 11 > 32 ⇒ 3 > log3 11 > 2. Íåêà log3 11 = k. Îòáåëÿçâàìå, ÷å 1 = O(n(logk 11)−ε), òàêà

÷å T(n) = Θ(nlogk 11) ïî ñëó÷àé 1 íà ÌÒ.
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. Òúé êàòî log 7√

7
7 = 7, ñðàâíÿâàìå h(n) ñ n7 è

çàáåëÿçâàìå, ÷å h(n) = O(n7−ε). Òîãàâà T(n) = Θ(n7) ïî ñëó÷àé 1 íà ÌÒ. �
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Çàä. 3 Ðåøåòå ñëåäíèòå ðåêóðåíòíè îòíîøåíèÿ ÷ðåç ìåòîäà ñ õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå.

à) T(n) = 3T(n − 1) + n á) T(n) = 2T(n − 1) + n3

â) T(n) = 3T(n − 1) + n (log11 17)
n ã) T(n) = 4T(n − 2) + n (log11 17)

n
+ n4

ä) T(n) = 5T(n − 1) + 6T(n − 2) + 1 å) T(n) = 3T(n − 1) − 3T(n − 2) + T(n − 3) + (
√

2)n

æ) T(n) = 4T(n − 1) + 3T(n − 2) + n3 ç) T(n) = 2T(n − 1) + 2n(1 + n) + 2n(1 +
√

2)

Ðåøåíèå:

à) Êîðåíèòå íà õàð. ó-íèå ñà {3}M, îò íåõîìîãåííàòà ÷àñò îùå {1}M, îáùî {1, 3}M, îòòóê
T(n) = Θ(3n).

á) Êîðåíèòå íà õàð. ó-íèå ñà {2}M, îò íåõîìîãåííàòà ÷àñò îùå {1, 1, 1, 1}M, îáùî {1, 1, 1, 1, 2}M,
îòòóê T(n) = Θ(2n).

â) Êîðåíèòå íà õàð. ó-íèå ñà {3}M, îò íåõîìîãåííàòà ÷àñò îùå {log11 17, log11 17}M, îáùî
{log11 17, log11 17, 3}M. Òúé êàòî 113 > 17 ⇒ 3 > log11 17, îòòóê T(n) = Θ(3n).

ã) Êîðåíèòå íà õàð. ó-íèå ñà {2,−2}M, îò íåõîìîãåííàòà ÷àñò îùå {log11 17, log11 17, 1, 1, 1, 1, 1}M,
îáùî {log11 17, log11 17, 1, 1, 1, 1, 1, 2,−2}M. Òúé êàòî 112 > 17 ⇒ 2 > log11 17, îòòóê T(n) = Θ(2n).

ä) Êîðåíèòå íà õàð. ó-íèå ñà {6,−1}M, îò íåõîìîãåííàòà ÷àñò îùå {1}M, îáùî {6, 1,−1}M.
Îòòóê T(n) = Θ(6n).

å) Êîðåíèòå íà õàð. ó-íèå ñà {1, 1, 1}M, îò íåõîìîãåííàòà ÷àñò îùå {
√

2}M, îáùî {1, 1, 1,
√

2}M.
Îòòóê T(n) = Θ(2

n
2 ).

æ) Êîðåíèòå íà õàð. ó-íèå ñà {2+
√

7, 2−
√

7}M, îò íåõîìîãåííàòà ÷àñò îùå {1, 1, 1, 1}M, îáùî
{1, 1, 1, 1, 2 +

√
7, 2 −

√
7}M. Îòòóê T(n) = Θ((2 +

√
7)n).

ç) Ïðåïèñâàìå óñëîâèåòî òàêà, ÷å äà áúäå âúâ âèä, ïîäõîäÿù çà ìåòîäà ñ õàðàêòåðèñòè÷íîòî
óðàâíåíèå: T(n) = 2T(n− 1)+ 2n(2+

√
2+n). Êîðåíèòå íà õàð. ó-íèå ñà {2}M, îò íåõîìîãåííàòà

÷àñò îùå {2, 2}M, îáùî {2, 2, 2}M. Îòòóê T(n) = Θ(n2 2n). �

Çàä. 4 Ðåøåòå ÷ðåç ðàçâèâàíå (èòåðàöèÿ) T(n) = n2T(
√

n) + n4.

Ðåøåíèå:

T(n) = n2T
(
n

1
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)
+ n4

= n2
(
n1T

(
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1
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)
+ n2

)
+ n4 = n2+1 T

(
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1
4

)
+ 2n4

= n2+1
(
n

1
2 T
(
n

1
8

)
+ n1

)
+ 2n4 = n2+1+ 1

2 T
(
n

1
8

)
+ 3n4 =

. . .

=

(
n

2+1+ 1
2
+...+ 1

2k−2︸ ︷︷ ︸
A

)
T
(
n

1

2k

)
+ kn4︸︷︷︸

B

Äà îöåíèì ñóìàòà â ñòåïåííèÿ ïîêàçàòåë íà A:

2 + 1 +
1

2
+ . . . +

1

2k−2
= 2

(
1
2

)k+1
− 1

1
2

− 1
= 2

1 −
(

1
2

)k+1

1
2

= 4

(
1 −

(
1

2

)k+1
)

= 4

(
1 −

1

2

1

2k

)
Èçâåñòíî å, ÷å èòåðàòîðúò n → √

n ñå èçïúëíÿâà ïðèáëèçèòåëíî lg lgn ïúòè, ïðåäè äà äîñòèãíå
åäèíèöàòà èëè êîÿ äà å äðóãà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà, ñëåäîâàòåëíî kmax = lg lgn. Ïðè k = kmax:

1. T
(
n

1

2k

)
= T(const) = Θ(1),

3



2. A = O(n4),

3. B = Θ(n4 lg lgn)

Îòòóê ñëåäâà, ÷å T(n) = Θ(n4 lg lgn). �

Çàä. 5 Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å T(n) = 2T(
√

n) + lg lgn èìà ðåøåíèå T(n) = Θ(lgn).

Ðåøåíèå: Ïúðâî äîêàçâàìå, ÷å T(n) = O(lgn), òîåñò, ∃c > 0 : T(n) ≤ c lgn. Àêî ñå îïèòàìå
äà äîêàæåì ôîðìàëíî èìåííî òîâà òâúðäåíèå, ïîëó÷àâàìå:

T(n) ≤ 2
c

2
lgn + lg lgn îò èíä. õèïîòåçà, êîÿòî å T(

√
n) ≤ c lg

√
n =

c

2
lgn

= c lgn + lg lgn

6≤ c lgn çà íèêîÿ ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà c ïðè n → ∞
Çàñèëâàìå òâúðäåíèåòî òàêà: ∃b, c > 0 : T(n) ≤ c lgn − b lg lgn. Òîãàâà èíä. õèïîòåçà ñòàâà
T(
√

n) ≤ c lg
√

n − b lg lg
√

n = c
2
lgn − b lg

(
1
2
lgn

)
= c

2
lgn − b lg lgn + b. Èìàìå

T(n) ≤ 2
(c

2
lgn − b lg lgn + b

)
+ lg lgn

= c lgn − 2b lg lgn + 2b + lg lgn = c lgn − b lg lgn − b lg lgn + 2b + lg lgn

≤ c lgn − b lg lgn êîãàòî − b lg lgn + 2b + lg lgn ≤ 0

Çà äà ãàðàíòèðàìå −b lg lgn + 2b + lg lgn ≤ 0 ïðè n → ∞, äîñòàòú÷íî å b > 1.

Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å T(n) = Ω(lgn), òîåñò, ∃d > 0 : T(n) ≥ d lgn. Èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà
å, ÷å T(

√
n) ≥ d lg

√
n = d

2
lgn. Ïðèëàãàéêè ÿ êúì äåôèíèöèÿòà íà T(n), ïîëó÷àâàìå T(n) ≥

2d
2
lgn + lg lgn = d lgn + lg lgn ≥ d lgn çà âñÿêî d > 0 ïðè n → ∞.

�

Çàä. 6 Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå ñëåäíîòî òâúðäåíèå. Çà âñåêè îðèåíòèðàí ãðàô G ñ ïîíå
äâà ñèëíî ñâúðçàíè êîìïîíåíòà, çà âñåêè äâà ðàçëè÷íè ñèëíî ñâúðçàíè êîìïîíåíòà G ′ = (V ′, E ′)

è G ′′ = (V ′′, E ′′) íà G, òî÷íî åäíî îò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ å â ñèëà ñëåä ïðîèçâîëíî èçïúë-
íåíèå íà îáõîæäàíå â äúëáî÷èíà (DFS):

1. ∀x ∈ V ′,∀y ∈ V ′′ : f[x] < f[y]

2. ∀x ∈ V ′,∀y ∈ V ′′ : f[y] < f[x]

Ðåøåíèå: Òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî. Ôèãóðà 1 ïîêàçâà êîíòðàïðèìåð.
�

Çàä. 7 Íàìåðåòå àñèìïòîòè÷íàòà âðåìåâà ñëîæíîñò íà àëãîðèòìèòå, ïðåäñòàâåíè ñúñ ñëåä-
íèòå ôðàãìåíòè, êàòî ôóíêöèÿ íà n. Â ïîäçàäà÷à à) ïðèåìåòå, ïúðâî, ÷å A å ìàñèâ ñ äîñòàòú÷íà
ãîëåìèíà, êîéòî å èíèöèàëèçèðàí èçâúí äàäåíèÿ ñåãìåíò, âòîðî, ÷å Heapsort(A,i,j) âèêà ïîç-
íàòèÿ Âè Heapsort âúðõó ïîäìàñèâà A[i . . . j] è òðåòî, ÷å p1(A,i,j) å ôóíêöèÿ, ðàáîòåùà
âúðõó A[i . . . j] âúâ âðåìå Θ(1), êîÿòî ôóíêöèÿ ìîæå äà ïðîìåíÿ (íÿìà çíà÷åíèå êàê) åëåìåíòè
îò òîçè ïîäìàñèâ.
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Ôèãóðà 1: Êîíòðàïðèìåð çà Çàä. 6: f[v] < f[y] < f[x].

à)
int A[MAXINT];

int main() {

return p(1, n);}

int p(int i, int j)

{

int mid, a, b;

if (j > i) {

Heapsort(A,i,j);

p1(A,i,j);
mid = (j + i) / 2;

a = p(i, mid);

b = p(mid + 1, j);

return a+b; }

return 1; }

á)
int main() { r(1, n, n*n); }

void r(int a, int b, int c) {

int k;

if (a + b + c > a + b + 1) {

for(k = 1; k < a+b+c; k = (k<<2) - 1)

{

if (k % 3 == 0) break;

r(a, b, c-1);}

for(k = 1; k < a+b+c; k <<= a+b+c)

r(a, b, c-1); } }

â)
t = s = 1;

for(i = 1; i < n; i *= 2)

s++;

for(i = s; i > 0; i--)

for(j = s; j > i; j--)

t++;

Ðåøåíèå:

à) Èçâåñòíî å, ÷å Heapsort ðàáîòè âúâ âðåìå Θ(m lgm) â íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé, êúäåòî m å
ãîëåìèíàòà íà ìàñèâà. Íàëàãà ñå äà äîïóñíåì íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé, òúé êàòî íå çíàåì êàê ðà-
áîòè ôóíêöèÿòà p1, ñëåäîâàòåëíî íå ìîæåì äà ïðàâèì íèêàêâè äîïóñêàíèÿ çà ïîäìàñèâèòå
A[i...mid] è A[mid+1...j] � ïðèìåðíî, äàëè ñà ñîðòèðàíè èëè íå†. Ñëîæíîñòòà ïî âðåìå íà
ôðàãìåíòà ñå îïèñâà îò ðåêóðåíòíîòî îòíîøåíèå T(n) = 2T

(
n
2

)
+ Θ(n lgn). Ñúãëàñíî ðàçøè-

ðåíèåòî íà ìàñòúð òåîðåìàòà, T(n) = Θ(n lg2 n).
á) Ïàðàìåòúðúò, êîéòî îïðåäåëÿ ðåêóðñèâíèòå âèêàíèÿ, å òðåòèÿò � ïúðâèÿò è âòîðèÿò

ïàðàìåòðè ñà áåç çíà÷åíèå çà òîâà, äîêîãà ñå èçïúëíÿâà ðåêóðñèÿòà. Ïúðâèÿò for öèêúë ñå
èçïúëíÿâà òî÷íî äâà ïúòè, ïîíåæå ñëåä ïúðâîòî ìó èçïúëíåíèå k ñòàâà 4 − 1 = 3, òàêà ÷å
óñëîâèåòî k % 3 == 0 íà âòîðîòî èçïúëíåíèå íà òîçè for å âÿðíî è âòîðî âèêàíå íà ôóíêöèÿòà
r() íÿìà. Âòîðèÿò for ñå èçïúëíÿâà ñàìî åäèí ïúò, ïîíåæå 2a+b+c > a + b + c. Ñëåäîâàòåëíî,
èìà îáùî äâå âèêàíèÿ íà r(), âñÿêî ñúñ ñòîéíîñò íà óïðàâëÿâàùèÿ ïàðàìåòúð ñ åäèíèöà ïî-
ìàëêà. Ñëîæíîñòòà ñå îïèñâà ñ ðåêóðåíòíîòî îòíîøåíèå T(m) = 2T(m − 1) + 1, ÷èåòî ðåøåíèå

†Âñúùíîñò, Heapsort ðàáîòè â Θ(m lg m) è â íàé-äîáðèÿ ñëó÷àé, òàêà ÷å íå å çàäúëæèòåëíî äà ñå ïîëçâà

p1, íî íå ñìå ðàçãëåæäàëè íàé-äîáðàòà ñëîæíîñò ïî âðåìå.
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å T(m) = Θ(2m). Çàáåëåæåòå, ÷å íà÷àëíîòî m íå å n, à n2. Ñëåäîâàòåëíî ñëîæíîñòòà ïî âðåìå

êàòî ôóíêöèÿ íà n å Θ
(
2n2
)
.

â) Ðåäúò t++ ñå èçïúëíÿâà Θ(s2) ïúòè ñïðÿìî ñòîéíîñòòà íà s, êîÿòî ñå ïîëó÷àâà îò ïúðâèÿ
öèêúë for. Íà ñâîé ðåä, òàçè ñòîéíîñò å Θ(lgn). Ñëåäîâàòåëíî, îáùàòà ñëîæíîñò íà ñåãìåíòà
å Θ(lgn + lg2 n) = Θ(lg2 n).

�
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