
Ïðèìåðíè ðåøåíèÿ íà êîíòðîëíîòî îò 07.04.2012 ã.
Çàä. 1 Íåêà f(n), g(n) è h(n) ñà ïðîèçâîëíè àñèìïòîòè÷íî ïîëîæèòåëíè �óíêöèè, òàêèâà ÷å f(n) =

Θ(g(n)) è h(n) = Θ(g(n)). Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå âñÿêî îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:1. √f(n)h(n) = Θ(g(n))2. 3
√

(f(n))2 + (h(n))2 = Θ(g(n))�åøåíèå Ïúðâîòî òâúðäåíèå å âÿðíî. Ïðèëàãàéêè äå�èíèöèÿòà íà Θ() êúì óñëîâèåòî, èìàìå
∃c1 > 0∃c2 > 0∃n1 > 0∀n ≥ n1 (c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n))

∃c3 > 0∃c4 > 0∃n2 > 0∀n ≥ n2 (c3g(n) ≤ h(n) ≤ c4g(n))Íåêà n ′ = max {n1, n2}. Çà âñÿêî n, òàêîâà ÷å n ≥ n ′,
c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n)

c3g(n) ≤ h(n) ≤ c4g(n)Óìíîæàâàéêè íåðàâåíñòâàòà, ïîëó÷àâàìå
c1c3(g(n))2 ≤ f(n)h(n) ≤ c2c4(g(n))2Òúé êàòî â ðàçãëåæäàíèÿ äîìåéí �óíêöèèòå ñà ïîëîæèòåëíè, ìîæåì äà êîðåíóâàìå è ïîëó÷àâàìå
√

c1c3(g(n))2 ≤
√

f(n)h(n) ≤
√

c2c4(g(n))2⇔
√

c1c3g(n) ≤
√

f(n)h(n) ≤ √
c2c4g(n)Ñëåäîâàòåëíî, ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè c ′ è c ′′, à èìåííî c ′ =

√
c1c3 è c ′′ =

√
c2c4 è ñòîéíîñò íààðãóìåíòà n ′ = max {n1, n2}, òàêèâà ÷å çà âñÿêî n ≥ n ′:

c ′g(n) ≤
√

f(n)h(n) ≤ c ′′g(n)Ïðèëàãàìå äå�èíèöèÿòà íà Θ() è âèæäàìå, ÷å ïúðâîòî òâúðäåíèå å âÿðíî.Âòîðîòî òâúðäåíèå å ëúæà. Äîñòàòú÷íî å äà ïîñî÷èì åäèí êîíòðàïðèìåð. Çà êîíòðàïðèìåð ìîæåäà èçïîëçâàìå f(n) = n, g(n) = n è h(n) = n. Î÷åâèäíî f(n) = Θ(g(n)) è h(n) = Θ(g(n)), íî
3

√

(f(n))2 + (h(n))2 =
3
√

2n2 =
3
√

2n
2
3 6∈ Θ(n)

�Çàä. 2 Ïîäðåäåòå ïî àñèìïòîòè÷íî íàðàñòâàíå ñëåäíèòå �óíêöèè. Îáîñíîâåòå îòãîâîðèòå ñè êðàòêî.Íàïèøåòå â ÿâåí âèä ñàìàòà ïîäðåäáà.
n!, 100n!, n22n + n!, (n!)2,

n∑

k=1

k!, n22n, n12,
n
√

n!�åøåíèå Òúé êàòî �óíêöèèòå ñà îñåì íà áðîé, ùå èçâúðøèì ñåäåì ñðàâíåíèÿ, ñ êîèòî ùå óñòàíîâèìîêîí÷àòåëíàòà íàðåäáà.i (n!)2 ≻ n!, òúé êàòî çà âñÿêà íåîãðàíè÷åíî ðàñòÿùà �óíêöèÿ f(n), â ñèëà å (f(n))2 ≻ f(n). Ïîñëåä-íîòî ñå äîêàçâà òðèâèàëíî, ïðèìåðíî ñ èçïîëçâàíå íà àíàëèçlim
n→∞

(f(n))2

f(n)
= lim

n→∞

f(n)

1
=∞



ii n! ≈ 100n!. Ñëåäâà òðèâèàëíî îò äå�èíèöèÿòà íà Θ() ñ äâåòå êîíñòàíòè ðàâíè íà ñòî, è ïðèìåðíî
n0 = 1.iii n22n + n! ≈ n!. Ùå ïîêàæåì, ÷å n22n ≺ n!. Âçåìàìå ëîãàðèòúì îò äâåòå ñòðàíè. Ëîãàðèòúìúò íàëÿâàòà ñòðàíà ålgn22n = 2 lgn + n lg 2 ≈ nËîãàðèòúìúò íà äÿñíàòà ñòðàíà ålgn! =≈ n lgnÏîñëåäíèÿò �àêò å èçâåæäàí íà ëåêöèè. Òúé êàòî n lgn ≻ n, òîåñò ëîãàðèòúìúò íà äÿñíàòà ñòðàíàðàñòå àñèìïòîòè÷íî ïî-áúðçî, ñëåäâà, ÷å äÿñíàòà ñòðàíà n! ðàñòå ïî-áúðçî îò ëÿâàòà ñòðàíà n22n.Ñëåä êàòî èçâåäåì òîçè �àêò, èçïîëçâàìå íàáëþäåíèåòî, ÷å ñóìà îò ïîëîæèòåëíè �óíêöèè èìààñèìïòîòèêàòà íà àñèìïòîòè÷íî íàé-áúðçî ðàñòÿùîòî ñúáèðàåìî, à èìåííî n!.iv ∑n

k=1 k! ≈ n!, òîåñò ñóìàòà îò �àêòîðèåëèòå èìà àñèìïòîòèêàòà íà íàé-ñòàðøîòî ñúáèðàåìî. Èìàðàçëè÷íè íà÷èíè äà ïîêàæåì òîâà. Ïðèìåðíî:
n∑

k=1

k! =

1! + 2! + 3! + . . . (n − 2)! + (n − 1)! + n! =

n!

n(n − 1)(n − 2) · · · 2 +
n!

n(n − 1)(n − 2) · · · 3 +
n!

n(n − 1)(n − 2) · · · 4 + . . . +
n!

n
+

n!

1
=

n!

(

1

n(n − 1)(n − 2) · · · 2 +
1

n(n − 1)(n − 2) · · · 3 +
1

n(n − 1)(n − 2) · · · 4 + . . . +
1

n
+

1

1

)

︸ ︷︷ ︸
A

(1)Òâúðäèì, ÷å A å ñóìà, îãðàíè÷åíà îò êîíñòàíòà. Äåéñòâèòåëíî, íåêà çàïèøåì A â îáðàòåí ðåä
A = 1 +

1

n
+

1

n(n − 1)
+ . . . +

1

n(n − 1)(n − 2) · · · 3 +
1

n(n − 1)(n − 2) · · · 2è äà ÿ ñðàâíèì ñúñ ñóìàòà
B = 1 +

1

2
+

1

4
+ . . . +

1

2n−2
+

1

2n−1È äâåòå ñóìè èìàò n ñúáèðàåìè, êàòî âñÿêî ñúáèðàåìî íà B å ïî-ãîëÿìî èëè ðàâíî îò ñúîòâåòíîòîñúáèðàåìî íà A â ðåäà, â êîéòî ñà íàïèñàíè. Èçâåñòíî å, ÷å B ≤ 2. Ñëåäîâàòåëíî, A ≤ 2. Ñëåäîâàòåëíî,
1 ≤ A ≤ 2. Çàìåñòâàéêè â (1), ïîëó÷àâàìå ∑n

k=1 ≈ n!.Äðóã íà÷èí çà èçâåæäàíåòî íà ñúùèÿ ðåçóëòàò å ñëåäíèÿò:
n∑

k=1

k! =

1! + 2! + 3! + . . . (n − 2)! + (n − 1)!
︸ ︷︷ ︸

n−1 ñúáèðàåìè +n! <

(n − 1)! + (n − 1)! + . . . + (n − 1)!
︸ ︷︷ ︸

n−1 ñúáèðàåìè +n! =

(n − 1) · (n − 1)! + n! <

n · (n − 1)! + n! =

2(n!)v n! ≻ n22n. Âå÷å èçâåäîõìå òîçè �àêò.vi n22n ≻ n12. Çà äà äîêàæåì òîâà, äîñòàòú÷íî å äà ëîãàðèòìóâàìå äâåòå ñòðàíè. Ñëåä ëîãàðèòìó-âàíåòî, ëÿâàòà ñòðàíà èìà àñèìïòîòèêà Θ(n), à äÿñíàòà, Θ(lgn).2



vii n12 ≻ n
√

n!. Çà äà äîêàæåì òîâà, äîñòàòú÷íî å äà ñúîáðàçèì, ÷å nn > n! è ÷å n
√

nn = n è ÷å
n12 ≻ n.Îêîí÷àòåëíàòà ïîäðåäáà å:

(n!)2 ≻ n! ≈ 100n! ≈ n22n + n! ≈
n∑

k=1

k! ≻ n22n ≻ n12 ≻ n
√

n!Çàä. 3 �àçãëåäàéòå ñëåäíèòå äâà ïðîãðàìíè �ðàãìåíòà, íàïèñàíè íà C. Äîêàæåòå ÷ðåç èíâàðèàíòè,÷å âñÿêà îò �óíêöèèòå sum1( ) è sum2( ) âðúùà ñóìàòà íà åëåìåíòèòå íà ìàñèâà A[0, 1, . . . , n − 1]:int A[n℄;int sum1(int n) {int i, s = 0;for(i = 0; i < n; i ++) {s += A[i℄; }return s; }
int A[n℄;int sum2(int n) {int i, s = 0;for(i = 0; i < n; i ++) {if (i%2 == 0) {s += A[ i/2 ℄; }else {s += A[n - 1 - i/2℄; } }return s; }Èìàéòå ïðåäâèä, ÷å öåëî÷èñëåíîòî äåëåíèå i/2 âðúùà ⌊ i

2

⌋.�åøåíèå çà sum1( ): Èíâàðèàíòà çà sum1( ):Ïðè âñÿêî äîñòèãàíå íà ðåä 4, s =
∑i−1

j=0 A[j].Áàçà Ïðè ïúðâîòî äîñòèãàíå íà ðåä 4, s = 0 çàðàäè ïðèñâîÿâàíåòî íà ðåä 3. Îò äðóãà ñòðàíà,∑i−1
j=0 A[j] = 0, çàùîòî i = 0, êîåòî íà ñâîé ðåä îçíà÷àâà, ÷å ìíîæåñòâîòî {0, . . . , i − 1} å ïðàçíî, à ñóìà,â êîÿòî èíäåêñíàòà ïðîìåíëèâà âçåìà ñòîéíîñòè îò ïðàçíîòî ìíîæåñòâî, å íóëà. ✓Çàïàçâàíå Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî ïðè íÿêîå äîñòèãàíå, êîåòî íå å ïîñëåäíîòî. Ïðåäè ïðèñ-âîÿâàíåòî íà ðåä 5, èìàìå s =

∑i−1
j=0 A[j] îò ïðåäïîëîæåíèåòî. Ñëåä ïðèñâîÿâàíåòî íà ðåä 5, èìàìå

s =
(

s =
∑i−1

j=0 A[j]
)

+ A[i]. Ïðè ñëåäâàùîòî äîñòèãàíå íà ðåä 4, i ñå èíêðåìåíòèðà ñ åäèíèöà, êîåòîîçíà÷àâà, ÷å ïî îòíîøåíèå íà íîâîòî i èìàìå s =
∑i−1

j=0 A[j].Òåðìèíàöèÿ Ïðè ïîñëåäíîòî äîñòèãàíå íà ðåä 4, â ñèëà å
i = n

s =

i−1∑

j=0

A[j]Ñëåäîâàòåëíî, s =
∑n−1

j=0 A[j].�åøåíèå çà sum2( ): Èíâàðèàíòà çà sum2( ):Ïðè âñÿêî äîñòèãàíå íà ðåä 4, s =

⌊ i+1
2 ⌋−1∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−⌊ i
2⌋

A[j].Áàçà Ïðè ïúðâîòî äîñòèãàíå íà ðåä 4, s = 0 çàðàäè ïðèñâîÿâàíåòî íà ðåä 3. Îò äðóãà ñòðàíà,
s =

⌊ i+1
2 ⌋−1∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=⌊ i
2⌋+1

A[j] = 0 + 0 = 0, çàùîòî ⌊0+1
2

⌋

= 0 è ⌊0
2

⌋

= 0, êîåòî íà ñâîé ðåä îçíà÷àâà, ÷åìíîæåñòâàòà {0, . . . ,
⌊

i+1
2

⌋

− 1} = {0, . . . ,−1} è {n −
⌊

i
2

⌋

, . . . , n − 1} = {n − 0, . . . , n − 1} ñà ïðàçíè. ✓Çàïàçâàíå Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî ïðè íÿêîå äîñòèãàíå, êîåòî íå å ïîñëåäíîòî.
3



Ñëó÷àé 1 i å ÷åòíî. Óñëîâèåòî íà ðåä 5 å èñòèíà è èçïúëíåíèåòî äîñòèãà äî ðåä 6. Ïðåäè ïðèñ-âîÿâàíåòî íà ðåä 6, èìàìå s =

⌊ i+1
2 ⌋−1∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−⌊ i
2 ⌋

A[j] îò ïðåäïîëîæåíèåòî. Ñëåä ïðèñâîÿâàíåòî,èìàìå
s =







⌊ i+1
2 ⌋−1∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−⌊ i
2 ⌋

A[j]






+ A

[⌊

i

2

⌋]

=







⌊ i+1
2 ⌋−1∑

j=0

A[j] + A

[⌊

i

2

⌋]






+

n−1∑

j=n−⌊ i
2⌋

A[j] (2)Òúé êàòî i å ÷åòíî, i + 1 å íå÷åòíî. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ⌊ i+1
2

⌋

=
⌊

i
2

⌋, ñëåäîâàòåëíî èçðàç (2) å åêâèâà-ëåíòåí íà:






⌊ i
2⌋−1∑

j=0

A[j] + A

[⌊

i

2

⌋]






+

n−1∑

j=n−⌊ i
2 ⌋

A[j] =

⌊ i
2 ⌋∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−⌊ i
2 ⌋

A[j] =

j

(i+1)+1

2

k

−1
∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−⌊ i+1
2 ⌋

A[j] (3)Ïðè ñëåäâàùîòî äîñòèãàíå íà ðåä 4, i ñå èíêðåìåíòèðà ñ åäèíèöà. Î÷åâèäíî, ñïðÿìî íîâàòà ñòîéíîñòíà i, èçðàç (3) å:
⌊ i+1

2
−1⌋∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−⌊ i
2 ⌋

A[j]Âèæäàìå, ÷å èíâàðèàíòàòà ñå çàïàçâà.Ñëó÷àé 2 i å íå÷åòíî. Óñëîâèåòî íà ðåä 5 å ëúæà è èçïúëíåíèåòî äîñòèãà äî ðåä 8. Ïðåäè ïðèñ-âîÿâàíåòî íà ðåä 8, èìàìå s =

⌊ i+1
2 ⌋−1∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−⌊ i
2 ⌋

A[j] îò ïðåäïîëîæåíèåòî. Ñëåä ïðèñâîÿâàíåòî,èìàìå
s =







⌊ i+1
2 ⌋−1∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−⌊ i
2 ⌋

A[j]






+ A

[

n − 1 −

⌊

i

2

⌋]

=

⌊ i+1
2 ⌋−1∑

j=0

A[j] +













n−1∑

j=n−⌊ i
2⌋

A[j]






+ A

[

n − 1 −

⌊

i

2

⌋]







=

⌊ i+1
2 ⌋−1∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−1−⌊ i
2⌋

A[j] (4)Ïðè íå÷åòíî i, â ñèëà å ðàâåíñòâîòî ⌊i+1
2

⌋

=
⌊

i+2
2

⌋. Îñâåí òîâà, çà âñÿêî i å âÿðíî, ÷å n − 1 −
⌊

i
2

⌋

=

n − 1 +
⌈

− i
2

⌉

= n +
⌈

−1 − i
2

⌉

= n −
⌊

1 + i
2

⌋

= n −
⌊

i+2
2

⌋. Ïðè íå÷åòíî i, ïîñëåäíèÿò èçðàç å ðàâåí íà
n −

⌊

i+1
2

⌋. Ñëåäîâàòåëíî èçðàç (4) å åêâèâàëåíòåí íà:
j

(i+1)+1

2

k

−1
∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−⌊ i+1
2 ⌋

A[j] (5)4



Ïðè ñëåäâàùîòî äîñòèãàíå íà ðåä 4, i ñå èíêðåìåíòèðà ñ åäèíèöà. Î÷åâèäíî, ñïðÿìî íîâàòà ñòîéíîñòíà i, èçðàç (5) å:
⌊ i+1

2
−1⌋∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−⌊ i
2 ⌋

A[j]Âèæäàìå, ÷å èíâàðèàíòàòà ñå çàïàçâà.Òåðìèíàöèÿ Ïðè ïîñëåäíîòî äîñòèãàíå íà ðåä 4, â ñèëà å
i = n

s =

⌊ i+1
2 ⌋−1∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−⌊ i
2⌋

A[j]Ñëåäîâàòåëíî,
s =

⌊n+1
2 ⌋−1∑

j=0

A[j] +

n−1∑

j=n−⌊n
2 ⌋

A[j] (6)Ùå ïîêàæåì, ÷å ⌊n+1
2

⌋

− 1 è n−
⌊

n
2

⌋ ñà ñúñåäíè ñòîéíîñòè, íàðàñòâàùè â òîçè ðåä, çà âñÿêî åñòåñòâåíî
n. Ïúðâî äà äîïóñíåì, ÷å å n å ÷åòíî, òîåñò n = 2k çà íÿêîå åñòåñòâåíî k. Òîãàâà

⌊

n + 1

2

⌋

− 1 =

⌊

2k + 1

2

⌋

− 1 =

⌊

2k

2

⌋

− 1 = k − 1à
n −

⌊n

2

⌋

= 2k −

⌊

2k

2

⌋

= 2k − k = kÑåãà äà äîïóñíåì, ÷å n å íå÷åòíî, òîåñò n = 2k + 1 çà íÿêîå åñòåñòâåíî k. Òîãàâà
⌊

n + 1

2

⌋

− 1 =

⌊

2k + 2

2

⌋

− 1 = k + 1 − 1 = kà
n −

⌊n

2

⌋

= 2k + 1 −

⌊

2k + 1

2

⌋

= 2k + 1 −

⌊

2k

2

⌋

= 2k + 1 − k = k + 1Ùîì ⌊n+1
2

⌋

− 1 è n −
⌊

n
2

⌋ ñà ñúñåäíè ñòîéíîñòè, íàðàñòâàùè â òîçè ðåä, òî èíòåðâàëèòå
[

0, 1, . . . ,

⌊

n + 1

2

⌋

− 1

] è [n −
⌊n

2

⌋

, n −
⌊n

2

⌋

+ 1, . . . , n − 1
]ñà ðàçáèâàíå íà èíòåðâàëà [0, 1, . . . , n − 1]. Ñëåäîâàòåëíî, èçðàç (6) å åêâèâàëåíòåí íà

s =

n−1∑

j=0

A[j]

�Çàä. 4 �åøåòå ÷ðåç ðàçâèâàíå (èòåðàöèÿ) ñëåäíîòî ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå
T(n) = T

(n

4

)

+ n2

5



�åøåíèå
T(n) = T

(n

4

)

+ n2

= T
( n

16

)

+
(n

4

)2

+ n2 =

= T
( n

64

)

+
( n

16

)2

+
(n

4

)2

+ n2 =

= T
( n

43

)

+
n2

162
+

n2

161
+

n2

160
=

= T
( n

44

)

+
n2

163
+

n2

162
+

n2

161
+

n2

160
=

. . .

= T
( n

4k

)

+
n2

16k−1
+

n2

16k−2
+

n2

16k−3
+ . . . +

n2

160
(7)Î÷åâèäíî kmax = log4 n. Òîãàâà èçðàç (7) å åêâèâàëåíòåí íà

T
( n

4log4 n

)

︸ ︷︷ ︸
T(1)

+
n2

16(log4 n)−1
+

n2

16(log4 n)−2
+

n2

16(log4 n)−3
+ . . . +

n2

160
︸ ︷︷ ︸log4 n ñúáèðàåìè (8)Òúé êàòî T(1) å êîíñòàíòà, àñèìïòîòèêàòà íà (8) ñå îïðåäåëÿ îò ñóìàòà

n2

16(log4 n)−1
+

n2

16(log4 n)−2
+

n2

16(log4 n)−3
+ . . . +

n2

160
=

n2

(

1

16(log4 n)−1
+

1

16(log4 n)−2
+

1

16(log4 n)−3
+ . . . +

1

160

)

︸ ︷︷ ︸
A

(9)Òðèâèàëíî ñå ïîêàçâà, ÷å ðåäúò ∑∞k=0
1

16k å ñõîäÿù, ñëåäîâàòåëíî ñóìàòà A å îãðàíè÷åíà îò êîíñòàíòà,ñëåäîâàòåëíî àñèìïòîòèêàòà íà (9) å Θ(n2). Ñëåäîâàòåëíî, T(n) = Θ(n2). �Çàä. 5 Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å ñëåäíîòî ðåêóðåíòíîòî îòíîøåíèå èìà ðåøåíèå T(n) = Θ
(

(

3
2

)n
):

T(n) =
3

2
T(n − 1) + 2�åøåíèå, ÷àñò i Îïèòâàìå äà ïîêàæåì, ÷å T(n) = O

(

(

3
2

)n
), òîåñò

∃c > 0 ∃n0 > 0 ∀n ≥ n0 : T(n) ≤ c

(

3

2

)nÈíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå å, ÷å
T(n − 1) ≤ c

(

3

2

)n−1Îò äå�èíèöèÿòà íà T(n) è èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ñëåäâà, ÷å
T(n) ≤ 3

2

(

c

(

3

2

)n−1
)

+ 2 = c

(

3

2

)n

+ 2Òúé êàòî ïîëó÷åíèÿò èçðàç íå å ïî-ìàëúê èëè ðàâåí îò c
(

3
2

)n, íàëàãà ñå äà çàñèëèì èíäóêöèîííîòîïðåäïîëîæåíèå. Ùå ïîêàæåì, ÷å
∃c > 0 ∃b, 1 < b <

3

2
, ∃n0 > 0 ∀n ≥ n0 : T(n) ≤ c

(

3

2

)n

− b6



Èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå å, ÷å
T(n − 1) ≤ c

(

3

2

)n−1

− bÎò äå�èíèöèÿòà íà T(n) è èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ñëåäâà, ÷å
T(n) ≤ 3

2

(

c

(

3

2

)n−1

− b

)

+ 2 =

= c

(

3

2

)n

−
3b

2
+ 2Î÷åâèäíî

c

(

3

2

)n

−
3b

2
+ 2 ≤ c

(

3

2

)n

− b ⇔ 2 ≤ 3b

2
− b ⇔ 4 ≤ b�åøåíèå, ÷àñò ii Ùå ïîêàæåì, ÷å T(n) = Ω

(

(

3
2

)n
), òîåñò

∃c > 0 ∃n0 > 0 ∀n ≥ n0 : T(n) ≥ c

(

3

2

)nÈíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå å, ÷å
T(n − 1) ≥ c

(

3

2

)n−1Îò äå�èíèöèÿòà íà T(n) è èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ñëåäâà, ÷å
T(n) ≥ 3

2

(

c

(

3

2

)n−1
)

+ 2 = c

(

3

2

)n

+ 2 ≥ c

(

3

2

)n

�Çàä. 6 Äàäåí å ïåò åëåìåíòåí ìàñèâ A[ ], òàêúâ ÷å ∀i, 1 ≤ i ≤ 5 : A[i] ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Èçâåñòíî å, ÷ååëåìåíòèòå íà A[ ] ñà äâà ïî äâà ðàçëè÷íè. Êîè ñà âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè íà A[ ], çà êîèòî èçó÷àâàíàòà�óíêöèÿ Build Heap(A[ ]) ïðåâðúùà ìàñèâà â [5, 3, 4, 1, 2]?�åøåíèå Åòî ïñåâäîêîäà íà Build Heap(A[ ]):Build Heap(A[1, 2, . . . , n]: array of integers)1 for i←
⌊

n
2

⌋ downto 12 Heapify(A[ ], i)Â ñëó÷àÿ n å 5, ñëåäîâàòåëíî Build Heap(A[ ]) èçâèêâà Heapify( ) òî÷íî ⌊5
2

⌋

= 2 ïúòè. Ïîñëåäíîòîèçâèêâàíå å Heapify(A[ ], 1). Êîè åëåìåíòè îò {1, 2, 3, 4, 5} ìîãàò äà áúäàò íà ïúðâà ïîçèöèÿ â ìàñèâà,òàêà ÷å ñëåä ïðèâúðøâàíåòî íà Heapify(A[ ], 1) äà èìàìå ìàñèâ [5, 3, 4, 1, 2]? Îòãîâîð: âñåêè åëåìåíòáè ìîãúë äà áúäå íà ïúðâà ïîçèöèÿ òîãàâà. Åòî çàùî.Ñëó÷àé i A[1] = 5 ïðåäè èçâèêâàíåòî íàHeapify(A[ ], 1). Òîãàâà A[ ] òðÿáâà äà áúäå [5, 3, 4, 1, 2] ïðåäèèçâèêâàíåòî íà Heapify(A[ ], 1), òúé êàòî Heapify(A[ ], 1) íÿìà äà ïðîìåíè íèùî êîãàòî A[1] > A[2] è
A[1] > A[3].Êàêâè ñà âúçìîæíîñòèòå çà ìàñèâà A[ ] ïðè ïðåäïîñëåäíîòî, òîåñò ïúðâîòî, èçâèêâàíå íàHeapify( ),à èìåííîHeapify(A[ ], 2)? Î÷åâèäíî åëåìåíòúò ñúñ ñòîéíîñò 5 å íà ïúðâà ïîçèöèÿ, òàêà ÷åHeapify(A[ ], 2)èçîáùî �íå âèæäà� ïåòèöàòà. Àêî íÿêîé îò A[2], A[4] èëè A[5] å ðàâåí íà 4, òî íÿìà êàê ÷åòâîðêàòà äàñå îçîâå íà ïîçèöèÿ 3 ñëåä êðàÿ íà Heapify(A[ ], 2). Çíà÷è, 4 å íà ïîçèöèÿ 3 è 5 å íà ïîçèöèÿ 1 ïðåäè7



âèêàíåòî íà Heapify(A[ ], 2). Îñòàíàëèòå åëåìåíòè, à èìåííî 1, 2 è 3, ìîãàò äà ñòîÿò íà ïîçèöèè 2, 4è 5 ïî 3! = 6 íà÷èíà. Îò òåçè øåñò ïåðìóòàöèè, òðè, à èìåííî
53412, 51432, 52413âîäÿò äî æåëàíàòà êðàéíà ïåðìóòàöèÿ [5, 3, 4, 1, 2]. Îñòàíàëèòå òðè, à èìåííî
53421, 51423, 52431âîäÿò äî êðàéíà ïåðìóòàöèÿ [5, 3, 4, 2, 1]. Äà ðåçþìèðàìå: èìà òðè âúçìîæíè íà÷àëíè ñòîéíîñòè íà

A[ ], à èìåííî [5, 3, 4, 1, 2], [5, 1, 4, 3, 2] è [5, 2, 4, 3, 1], çà êîèòî Heapify(A[ ], 2) ïðàâè ìàñèâà [5, 3, 4, 1, 2].Òîâà ñà òðèòå îòãîâîðà â Ñëó÷àé i.Ñëó÷àé ii A[1] = 4 ïðåäè èçâèêâàíåòî íà Heapify(A[ ], 1). Åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò çà A[ ] â òîçèìîìåíò å [4, 3, 5, 1, 2] � î÷åâèäíî ïåòèöàòà òðÿáâà äà å íà ïîçèöèÿ 2 èëè ïîçèöèÿ 3, íî àêî å íà ïîçèöèÿ 2,÷åòâîðêàòà ùå îòèäå íà ïîçèöèÿ 2 â èçïúëíåíèåòî íà Heapify(A[ ], 1); òðîéêàòà å íà ïîçèöèÿ 2 ïîíåæå
A[2, 4, 5] å ïèðàìèäà, à åäèíèöàòà è äâîéêàòà ñà òàêà ðàçïîëîæåíè, çàùîòî â îáðàòíèÿ ñëó÷àé áèõìåèìàëè [5, 3, 4, 2, 1] íàêðàÿ.Èçâåäîõìå, ÷å ìàñèâúò å [4, 3, 5, 1, 2] ñëåä êðàÿ íàHeapify(A[ ], 2). Òîãàâà ïðåäè íà÷àëîòî íàHeapify(A[ ], 2),èìà òî÷íî òðè âúçìîæíè ïåðìóòàöèè íà åäèíèöàòà, äâîéêàòà è òðîéêàòà (íà ïîçèöèè 2, 4 è 5), à èìåííî

43512 41532 42513Äðóãèòå òðè ïåðìóòàöèè, à èìåííî
43521 41523 42531áèõà äîâåëè äî [4, 5, 3, 2, 1] â êðàÿ íà Heapify(A[ ], 2). Äà ðåçþìèðàìå: â Ñëó÷àé ii, âúçìîæíèòå íà-÷àëíè ñòîéíîñòè íà ìàñèâà ñà [4, 3, 5, 1, 2], [4, 1, 5, 3, 2] è [4, 2, 5, 1, 3].Ñëó÷àé iii A[1] = 3 ïðåäè èçâèêâàíåòî íà Heapify(A[ ], 1). Åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò çà ìàñèâà âòîçè ìîìåíò å [3, 5, 4, 1, 2] � ïåòèöàòà òðÿáâà äà å íà ïîçèöèè 2 èëè 3, íî àêî å íà 3, ÷åòâîðêàòà íÿìàêàê äà îòèäå íà ïîçèöèÿ 3 íàêðàÿ; òúé êàòî A[2, 4, 5] å ïèðàìèäà, òî ïåòèöàòà å íà âúðõà �è, çíà÷èíà ïîçèöèÿ 2; àêî åäèíèöàòà è äâîéêàòà ñà ðàçïîëîæåíè îáðàòíî, íèêîãà íÿìà äà ïîëó÷èì A[4] = 1íàêðàÿ.Èçâåäîõìå, ÷å ìàñèâúò å [3, 5, 4, 1, 2] ñëåä êðàÿ íàHeapify(A[ ], 2). Òîãàâà ïðåäè íà÷àëîòî íàHeapify(A[ ], 2),èìà òî÷íî òðè âúçìîæíè ïåðìóòàöèè íà åäèíèöàòà, äâîéêàòà è ïåòèöàòà (íà ïîçèöèè 2, 4 è 5), à èìåííî
35412 31452 32415Äðóãèòå òðè ïåðìóòàöèè, à èìåííî
35421 31452 32415áèõà äîâåëè äî [3, 5, 4, 2, 1] â êðàÿ íà Heapify(A[ ], 2). Äà ðåçþìèðàìå: â Ñëó÷àé iii, âúçìîæíèòåíà÷àëíè ñòîéíîñòè íà ìàñèâà ñà [3, 5, 4, 1, 2], [3, 1, 4, 5, 2] è [3, 2, 4, 1, 2].Ñëó÷àé iv A[1] = 2 ïðåäè èçâèêâàíåòî íà Heapify(A[ ], 1). Åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò çà ìàñèâà âòîçè ìîìåíò å [2, 5, 4, 1, 3] � ïåòèöàòà òðÿáâà äà å íà ïîçèöèè 2 èëè 3, íî àêî å íà 3, ÷åòâîðêàòà íÿìàêàê äà îòèäå íà ïîçèöèÿ 3 íàêðàÿ; òúé êàòî A[2, 4, 5] å ïèðàìèäà, òî ïåòèöàòà å íà âúðõà �è, çíà÷èíà ïîçèöèÿ 2; àêî åäèíèöàòà è òðîéêàòà ñà ðàçïîëîæåíè îáðàòíî, íèêîãà íÿìà äà ïîëó÷èì A[4] = 1íàêðàÿ.Èçâåäîõìå, ÷å ìàñèâúò å [2, 5, 4, 1, 3] ñëåä êðàÿ íàHeapify(A[ ], 2). Òîãàâà ïðåäè íà÷àëîòî íàHeapify(A[ ], 2),èìà òî÷íî òðè âúçìîæíè ïåðìóòàöèè íà åäèíèöàòà, òðîéêàòà è ïåòèöàòà (íà ïîçèöèè 2, 4 è 5), à èìåííî
25413 21453 23415Äðóãèòå òðè ïåðìóòàöèè, à èìåííî
25431 21435 23451 8



áèõà äîâåëè äî [2, 5, 4, 3, 1] â êðàÿ íà Heapify(A[ ], 2). Äà ðåçþìèðàìå: â Ñëó÷àé iv, âúçìîæíèòåíà÷àëíè ñòîéíîñòè íà ìàñèâà ñà [2, 5, 4, 1, 3], [2, 1, 4, 5, 3] è [2, 3, 4, 5, 1].Ñëó÷àé v A[1] = 1 ïðåäè èçâèêâàíåòî íà Heapify(A[ ], 1). Åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò çà ìàñèâà âòîçè ìîìåíò å [1, 5, 4, 3, 2] � ïåòèöàòà òðÿáâà äà å íà ïîçèöèè 2 èëè 3, íî àêî å íà 3, ÷åòâîðêàòà íÿìàêàê äà îòèäå íà ïîçèöèÿ 3 íàêðàÿ; òúé êàòî A[2, 4, 5] å ïèðàìèäà, òî ïåòèöàòà å íà âúðõà �è, çíà÷è íàïîçèöèÿ 2; àêî äâîéêàòà è òðîéêàòà ñà ðàçïîëîæåíè îáðàòíî, íèêîãà íÿìà äà ïîëó÷èì A[5] = 2 íàêðàÿ.Èçâåäîõìå, ÷å ìàñèâúò å [1, 5, 4, 3, 2] ñëåä êðàÿ íàHeapify(A[ ], 2). Òîãàâà ïðåäè íà÷àëîòî íàHeapify(A[ ], 2),èìà òî÷íî òðè âúçìîæíè ïåðìóòàöèè íà äâîéêàòà, òðîéêàòà è ïåòèöàòà (íà ïîçèöèè 2, 4 è 5), à èìåííî
15432 12435 13452Äðóãèòå òðè ïåðìóòàöèè, à èìåííî
15423 12453 13425áèõà äîâåëè äî [1, 5, 4, 2, 3] â êðàÿ íà Heapify(A[ ], 2). Äà ðåçþìèðàìå: â Ñëó÷àé v, âúçìîæíèòå íà-÷àëíè ñòîéíîñòè íà ìàñèâà ñà [1, 5, 4, 3, 2], [1, 2, 4, 3, 5] è [1, 3, 4, 5, 2]. �
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