
Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, Òåìà 9 Ð. Ëåñåâà

òåìà 9: ãðàôè

Äåôèíèöèè:
Êðàåí îðèåíòèðåí ìóëòèãðàô
Êðàåí îðèåíòèðåí ãðàô
Êðàåí íåîðèåíòèðàí ãðàô
Êðàåí íåîðèåíòèðàí ìóëòèãðàô
Ñúñåäíè âúðõîâå
Ñúñåäíè ðåáðà
Ñòåïåí íà âðúõ â íåîðèåíòèðåí ãðàô
Èçîëèðàí âðúõ
Âèñÿù âðúõ
Âõîäíà è èçõîäíà ñòåïåí íà âðúõ â îðèåíòèðàí ãðàô
Ðåãóëÿðåí ãðàô
Ïîäãðàô íà äàäåí ãðàô
Ïúò â ãðàô
Öèêúë
Îéëåðîâ öèêúë
Õàìèëòîíîâ öèêúë
Ñâúðçàí ãðàô
Ñâúðçàíà êîìïîíåíòà íà ãðàô
Ñèëíî ñâúðçàí (ñëàáî ñâúðçàí) îðèåíòèðàí ìóëòèãðàô
Ñèëíî ñâúðçàíà êîìïîíåíòà íà îðèåíòèðàí ãðàô
Ïúëåí ãðàô
Äîïúëíåíèå íà ãðàô
Äâóäåëåí ãðàô

Ïðåäñòàâÿíå íà ãðàôè
Ìàòðèöà íà ñúñåäñòâî
Ìàòðèöà íà èíöèäåíòíîñò
Ñïèñúê íà ñúñåäè

Îáõîæäàíå íà ãðàôè
Îáõîæäàíå â äúëáî÷èíà
Îáõîæäàíå â øèðèíà
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Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå:

Çàäà÷à 1: Íåêà G(V,E) å íåîðèåíòèðàí ìóëòèãðàô. Äà ñå äîêàæå, ÷å:∑
v∈V

d(v) = 2|E|

Ðåøåíèå: Ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å ïðè ñóìèðàíå íà ñòåïåíèòå âñÿêî
ðåáðî ñå ïðåáðîÿâà äâà ïúòè, ïî âåäíúæ çà âñåêè îò âúðõîâåòå � íåãîâè êðàèùà.

Çàäà÷à 2: Äà ñå äîêàæå, ÷å ïðîèçâîëåí íåîðèåíòèðàí ìóëòèãðàô èìà ÷åòåí áðîé
âúðõîâå îò íå÷åòíà ñòåïåí.

Ðåøåíèå: Ñúãëàñíî Çàäà÷à 1 ñóìàòà îò ñòåïåíèòå íà âñè÷êè âúðõîâå å ÷åòíà, ñëå-
äîâàòåëíî ñóìàòà îò íå÷åòíèòå ñòåïåíè ñúùî å ÷åòíà, à îò òîâà ñëåäâà, ÷å áðîÿò íà
âúðõîâåòå ñ íå÷åòíà ñòåïåí å ÷åòåí.

Çàäà÷à 3: Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëåí îðèåíòèðàí ìóëòèãðàô å èçïúëíåíî:∑
v∈V

d(v)+ =
∑
v∈V

d(v)− = |E|

Ðåøåíèå: Àíàëîãè÷íî íà Çàäà÷à 1 âñÿêî îðèåíòèðàíî ðåáðî å âêëþ÷åíî íåäíúæ â
ñóìàòà

∑
v∈V

d(v)+ çàðàäè ñâîåòî íà÷àëî è âòîðè ïúò â ñóìàòà
∑
v∈V

d(v)− çàðàäè ñâîÿ

êðàé.

Çàäà÷à 4: Äà ñå äîêàæå, ÷å âúâ âñåêè ãðàô èìà ïîíå äâà âúðõà ñ ðàâíè ñòåïåíè.
Óïúòâàíå: Ïðèëîæåòå ïðèíöèïà íà Äèðèõëå.

Çàäà÷à 5: Íåêà G(V,E) å ãðàô ñ n âúðõà, â êîéòî íèêîè äâå ðåáðà íÿìàò îáù âðúõ.
Êàêúâ å ìàêñèìàëíèÿò áðîé ðåáðà â ãðàôà?

Çàäà÷à 6: Íàìåðåòå áðîÿ íà îðèåíòèðàíèòå ãðàôè ñ ìíîæåñòâî îò âúðõîâå {v1, v2, ..., vn},
òàêèâà, ÷å ìåæäó âñåêè äâà âúðõà èìà íàé-ìíîãî åäíî ðåáðî.

Çàäà÷à 7: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî G(V,E) å ñâúðçàí ãðàô, òî |E| ≥ |V | − 1.

Óïúòâàíå: Êàòî èçïîëçâàòå ìåòîäà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ äîêàæåòå ñëåäíî-
òî òâúðäåíèå:

P (n) : G ñâúðçàí ãðàô, |V | = n⇒ |E| ≥ n− 1

Çàäà÷à 8: Íåêà G(V,E) å ãðàô ñ n âúðõà è ìèíèìàëíà ñòåïåí íà âúðõîâåòå dmin ≥
n− 1

2
. Äà ñå äîêàæå, ÷å ãðàôúò å ñâúðçàí.

Ðåøåíèå: Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, ò.å. ãðàôúò ñúäúðæà ïîíå äâå ñâúðçàíè êîìïî-
íåíòè G1(V1, E1) è G2(V2, E2). Òúé êàòî |V1|+ |V2| ≤ n, òî çà íå ïî-ãîëÿìîòî îò äâåòå
÷èñëà |Vi| å âÿðíî: |Vi| ≤ bn/2c . Îò òóê ìîæåì äà îöåíèì ìàêñèìàëíàòà ñòåïåí íà
âðúõ â ñúîòâåòíàòà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà Gi:

dmax ≤ bn/2c − 1 ≤ n/2− 1 <
n− 1

2
êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà. Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî, ÷å ãðà-
ôúò å íåñâúðçàí, å ãðåøíî.
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Çàäà÷à 9: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ãðàôúò G(V,E) å íåñâúðçàí, òî íåãîâîòî äîïúëíåíèå
G å ñâúðçàí ãðàô.

Çàäà÷à 10: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ãðàôúò G(V,E) å ñ 6 âúðõà, òî òîé èëè äîïúëíå-
íèåòî ìó G ñúäúðæà òðèúãúëíèê.

Óïúòâàíå: Ðàçãëåäàéòå ïúëíèÿ ãðàô K6 è ðåáðàòà ìó, îöâåòåíè â äâà öâÿòà. Äîêà-
æåòå, ÷å èìà åäíîöâåòåí òðèúãúëíèê.

Çàäà÷à 11: Äà ñå äîêàæå èëè îïðîâåðãàå òâúðäåíèåòî, ÷å ãðàô ñ 6 âúðõà è 11 ðåáðà
íå ìîæå äà èìà èçîëèðàí âðúõ.

Ðåøåíèå: Äà äîïóñíåì, ÷å ãðàôúò èìà èçîëèðàí âðúõ. Â òîçè ñëó÷àé ìàêñèìàëíèÿò
áðîé ðåáðà ñå ïîñòèãà, êîãàòî îñòàíàëèòå 5 âúðõà îáðàçóâàò ïúëåí ãðàô.

Òîçè áðîé å: |Emax| =
(
5

2

)
= 10, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî.

Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî å ãðåøíî, òàêà ÷å ãðàô ñ 6 âúðõà è 11 ðåáðà íå ìîæå
äà èìà èçîëèðàí âðúõ.

Çàäà÷à 12: Íåêà å äàäåí ðåãóëÿðåí ãðàô G îò ñòåïåí d. Äà ñå äîêàæå, ÷å â ãðàôà
èìà ïúò ñ äúëæèíà d.

Çàäà÷à 13: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî â ãðàôà G(V,E) èìà òî÷íî äâà âúðõà ñ íå÷åòíà
ñòåïåí, òî ìåæäó òÿõ èìà ïúò.

Çàäà÷à 14: Íåêà G(V,E) å ñâúðçàí ãðàô. Äà ñå äîêàæå, ÷å âñåêè äâà ìàêñèìàëíè
ïî äúëæèíà ïðîñòè ïúòÿ èìàò îáù âðúõ.

Çàäà÷à 15: Äàäåí å ãðàô G(V,E). Ðåáðîòî e ñå íàðè÷à ìîñò â ãðàôà, àêî ïðè îòñ-
òðàíÿâàíåòî ìó ñå óâåëè÷àâà áðîÿò íà ñâúðçàíèòå êîìïîíåíòè íà ãðàôà. Äîêàæåòå,
÷å àêî âñè÷êè âúðõîâå íà ãðàôà ñà îò ÷åòíà ñòåïåí, òî òîé íå ñúäúðæà ìîñò.

Çàäà÷à 16: Íåêà G(V,E) å ãðàô ñ n âúðõà è k ñâúðçàíè êîìïîíåíòè.

à) Äà ñå íàìåðè ìèíèìàëíèÿò áðîé ðåáðà â ãðàôà;

á) Äà ñå íàìåðè ìàêñèìàëíèÿò áðîé ðåáðà â ãðàôà.

Óïúòâàíå: Ïîêàæåòå, ÷å ìàêñèìóìúò íà áðîÿ íà ðåáðàòà ïðè ãðàô ñ n âúðõà è k
ñâúðçàíè êîìïîíåíòè ñå ïîëó÷àâà â ñëó÷àÿ, êîãàòî k − 1 îò ñâúðçàíèòå êîìïîíåí-
òè ñà èçîëèðàíè âúðõîâå, à k�òàòà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà å ïúëåí ãðàô, ñúäúðæàù
îñòàíàëèòå n− k + 1 âúðõà.

Ñëåäñòâèå: Ãðàôúò G(V,E) å ñâúðçàí, àêî çà áðîÿ íà ðåáðàòà ìó å èçïúëíåíî:

|E| > (|V | − 1)(|V | − 2)

2

Çàäà÷à 17: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî â ñâúðçàí ãðàô ñå îòñòðàíè ðåáðî, ïðèíàäëåæàùî
íà ïðîñò öèêúë, òî ãðàôúò îñòàâà ñâúðçàí.
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Çàäà÷à 18: Òóðíèð å îðèåíòèðàí ãðàô G(V,E), â êîéòî âñåêè äâà âúðõà vi è vj ñà
ñâúðçàíè òî÷íî ñ åäíî ðåáðî - (vi, vj) èëè (vj, vi). Äà ñå äîêàæå, ÷å âúâ âñåêè òóðíèð
ñúùåñòâóâà ïðîñò ïúò, êîéòî ñúäúðæà âñè÷êè âúðõîâå íà ãðàôà.

Óïúòâàíå: Äîêàæåòå òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà âúðõîâåòå |V | = n.

Çàäà÷à 19: Äà ñå äîêàæå, ÷å âñåêè òóðíèð G(V,E) èìà âîäà÷ � òîâà å âðúõ vi òàêúâ,
÷å çà âñåêè äðóã âðúõ vj å âÿðíî (vi, vj) ∈ E èëè ñúùåñòâóâà òðåòè âðúõ w òàêúâ, ÷å
å èçïúëíåíî: (vi, w) ∈ E ∧ (w, vj) ∈ E.

Äîêàçàòåëñòâî: Èçáèðàìå âðúõ ñ ìàêñèìàëíà èçõîäíà ñòåïåí.
Íåêà vi ∈ V, d−(vi) = maxv∈V d

−(v). Ùå äîêàæåì, ÷å òîé å âîäà÷.
Ðàçãëåæäàìå ñëåäíîòî ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî íà âúðõîâåòå: V = V

′ ∪ V
′′

V
′
= {v ∈ V |(vi, v) ∈ E} ⇒ |V ′ | = d−(vi)

V
′′
= {v ∈ V |(v, vi) ∈ E}

∀v ∈ V
′
((vi, v) ∈ E)

Íåêà v ∈ V ′′. Ùå äîêàæåì, ÷å ∃w ∈ V
′
((w, v) ∈ E).

Äà äîïóñíåì îáðàòíîòî: ∀x ∈ V
′
((v, x) ∈ E) ⇒ d−(v) ≥ |V ′| + 1, êîåòî ïðîòèâî-

ðå÷è íà ôàêòà, ÷å ìàêñèìàëíàòà èçõîäíà ñòåïåí íà âðúõ â G å |V ′ |.
Ñëåäîâàòåëíî, äîïóñêàíåòî å ïîãðåøíî, ò.å. ∃w ∈ V

′
((vi, w) ∈ E ∧ (w, v) ∈ E),

êîåòî èñêàõìå äà äîêàæåì.

Çàäà÷à 20: Äà ñå äîêàæå, ÷å ãðàôúò G(V,E) å äâóäåëåí òî÷íî òîãàâà, êîãàòî íå
ñúäúðæà öèêúë ñ íå÷åòíà äúëæèíà.

Çàäà÷à 21: Ïðîâåðåòå êîé îò ñëåäíèòå ãðàôè å äâóäåëåí è êîé íå å.

Ôèãóðà 1

Ôèãóðà 2
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Îéëåðîâ öèêúë è Îéëåðîâ ãðàô Â ñèëà ñà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

Th: Ãðàôúò èìà Îéëåðîâ öèêúë òî÷íî òîãàâà, êîãàòî å ñâúðçàí è âñè÷êè ñòåïåíè
íà âúðõîâåòå ìó ñà ÷åòíè.

Th: Àêî ãðàôúò èìà òî÷íî äâà âúðõà ñ íå÷åòíè ñòåïåíè, òî ìåæäó òÿõ èìà
Îéëåðîâ ïúò.

Çàäà÷à 22: Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî â îðèåíòèðàíèÿ ãðàô G(V,E), çà âñåêè âðúõ vi ∈ V
å èçïúëíåíî d+(vi) = d−(vi), òî â ãðàôà èìà Îéëåðîâ ïúò.

Çàäà÷à 23: Ïîñî÷åòå êîé îò ñëåäíòå ãðàôè å Îéëåðîâ è êîé íå å

Ôèãóðà 3

Õàìèëòîíîâ öèêúë è Õàìèëòîíîâ ãðàô Â ñèëà å ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Th(Ore): Àêî çà âñÿêà äâîéêà íåñúñåäíè âúðõîâå vi è vj â íåîðèåíòèðàí ãðàô
G(V,E) å âÿðíî: d(vi) + d(vj) ≥ n, òî G ñúäúðæà Õàìèëòîíîâ öèêúë.

Ñëåäñòâèå 1: Âñåêè ïúëåí ãðàô å Õàìèëòîíîâ.

Ñëåäñòâèå 2: Âñåêè ðåãóëÿðåí ãðàô îò ñòåïåí d ≥ n

2
å Õàìèëòîíîâ.

Çàäà÷à 24: Ïîñî÷åòå êîé îò ñëåäíèòå ãðàôè å Õàìèëòîíîâ è êîé íå å.

Ôèãóðà 4
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Çàäà÷à 25:. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñëåäíèÿò ãðàô å Õàìèëòîíîâ, êàòî ñå íàìåðè íîìå-
ðàöèÿ íà âúðõîâåòå, ñúîòâåòíà íà Õàìèëòîíîâ öèêúë â ãðàôà.

Ôèãóðà 5

Çàäà÷à 26:. Äà ñå äîêàæå, ÷å ãðàôúò íà Petersen íå ñúäúðæà Õàìèëòîíîâ öèêúë,
íî ñúäúðæà Õàìèëòîíîâ ïúò.

Ôèãóðà 6
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