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òåìà 11: áóëåâ êóá

Äåôèíèöèè:

Áóëåâ âåêòîð

Äúëæèíà íà áóëåâ âåêòîð

Òåãëî íà áóëåâ âåêòîð: |α̃n| =
∑n

i=1 αi

×èñëî (íîìåð) íà áóëåâ âåêòîð: ν(α̃n) =
∑n

i=1 αi2
n−i

Ðàçñòîÿíèå ìåæäó áóëåâè âåêòîðè: ρ(α̃n, β̃n) =
∑n

i=1 |αi − βi|
n-ìåðåí äâîè÷åí êóá: Bn(Jn

2 , En), En = {(α̃i, α̃j), ρ(α̃i, α̃j) = 1}
Ñëîé â n�ìåðíèÿ äâîè÷åí êóá: Bn

k = {α̃ ∈ Jn
2 : |α̃| = k}

Ñôåðà â n�ìåðíèÿ äâîè÷åí êóá.

Êúëáî â n�ìåðíèÿ äâîè÷åí êóá.

Ðåëàöèÿ ïðåäøåñòâàíå íà áóëåâè âåêòîðè: α̃n � β̃n ⇔ αi ≤ βi, i ∈ In
Íåïîñðåäñòâåíî ïðåäøåñòâàíå íà áóëåâè âåêòîðè: α̃ � β̃ ∧ ρ(α̃, β̃) = 1

Âåðèãà â n�ìåðíèÿ äâîè÷åí êóá:
C = {α̃1, α̃2, ...α̃k|α̃1 � α̃2... � α̃k, ρ(α̃i, α̃i+1) = 1, i ∈ Ik−1}

Ñòåíà ñ ðàíã k è ðàçìåðíîñò n− k â n�ìåðíèÿ äâîè÷åí êóá

Ðåëàöèÿ ëåêñèêîãðàôñêà íàðåäáà â Jn
2

Ðåëàöèÿ � íàðåäáà ïî íîìåð â Jn
2

Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå:

Çàäà÷à 1: Íàìåðåòå íîìåðàòà íà âåêòîðèòå: (0111010100), (1111), (10001).

Çàäà÷à 2: Íàìåðåòå áóëåâ âåêòîð ñ äúëæèíà 6 è ÷èñëî 19.

Çàäà÷à 3: Íàìåðåòå áðîÿ íà âåêòîðèòå α̃ ∈ Bn
k : 2n−1 ≤ ν(α̃) < 2n.

Ðåøåíèå: Íåðàâåíñòâîòî ν(α̃) < 2n å èçïúëíåíî çà âñÿêî ÷èñëî, êîåòî â äâîè÷íà
áðîéíà ñèñòåìà ñå çàïèñâà ñ n öèôðè. À çà äà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî 2n−1 ≤ ν(α̃)
ñòàðøàòà öèôðà íà ÷èñëîòî â äâîè÷íèÿ ìó çàïèñ òðÿáâà äà å 1. È òàêà, ÷èñëîòî íà
âñåêè áóëåâ âåêòîð ñ äúëæèíà n, êîéòî èìà 1 â ïúðâà ïîçèöèÿ, èçïúëíÿâà óñëîâèåòî
íà çàäà÷àòà. Áðîÿò íà òåçè âåêòîðè å 2n−1.

Çàäà÷à 4: Íàìåðåòå áðîÿ íà íåíàðåäåíèòå äâîéêè ñúñåäíè âúðõîâå íà Bn.

Çàäà÷à 5: Äà ñå äîêàæå, ÷å Bn å ðåãóëÿðåí è äà ñå íàìåðè áðîÿò íà ðåáðàòà ìó.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà α̃ å ïðîèçâîëåí âúðõ â Bn. Òîé èìà òî÷íî n ñúñåäíè âúðõîâå
- òåçè, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ïðè èíâåðòèðàíå íà åäíà ïîçèöèÿ â α̃, òàêà ÷å d(α̃) = n.
Ñëåäîâàòåëíî, Bn å ðåãóëÿðåí îò ñòåïåí n.

Òàêà, êàòî çíàåì áðîÿ íà âúðõîâåòå è ñòåïåíòà íà âñåêè åäèí îò òÿõ, ìîæåì äà
îïðåäåëèì áðîÿ íà ðåáðàòà |E| = 1

2
n2n = n2n−1.
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Çàäà÷à 6: Äà ñå äîêàæå, ÷å Bn å äâóäåëåí ãðàô.

Äîêàçàòåëñòâî: Âñÿêî ðåáðî â Bn ñâðúçâà âúðõîâå α̃ è β̃, çà êîèòî ρ(α̃, β̃) = 1. Òîâà

çíà÷è, ÷å âåêòîðèòå α̃ è β̃ èìàò òåãëà ñ ðàçëè÷íà ÷åòíîñò. Îò òîâà ñëåäâà, ÷å Bn å
äâóäåëåí, êàòî äâàòà äÿëà ñà V

′
= {α̃ ∈ Jn

2 : |α̃| = 2k} è V ′′
= {β̃ ∈ Jn

2 : |β̃| = 2k+ 1}.

Çàäà÷à 7: Íàìåðåòå áðîÿ íà íåíàðåäåíèòå äâîéêè âúðõîâå íà Bn, çà êîèòî å èçïúë-
íåíî ρ(α̃, β̃) = k.

Ðåøåíèå: Ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà âêëþ÷âà ðåøàâàíå íà òðè ïîäçàäà÷è. Ïúðâàòà å
äà îïðåäåëèì ïîçèöèèòå, â êîèòî âåêòîðèòå α̃ è β̃ ñå ðàçëè÷àâàò - k íà áðîé. Òîâà
ñòàâà ïî

(
n
k

)
íà÷èíà. Âòîðàòà å äà îïðåäåëèì ñúäúðæàíèåòî íà äâàòà âåêòîðà â òåçè

ïîçèöèè - ïî 2k−1 íà÷èíà. Òðåòàòà å äà îïðåäåëèì ñúäúðæàíèåòî íà îáùèòå ïîçèöèè
- ïî 2n−k íà÷èíà.

Òàêà êðàéíèÿò îòãîâîð å

(
n

k

)
2k−12n−k =

(
n

k

)
2n−1.

Çàäà÷à 8: Íàìåðåòå |Bn
k |.

Çàäà÷à 9: Íàìåðåòå áðîÿ íà âåêòîðèòå â ñòåíà ñ ðàíã k â n�ìåðíèÿ äâîè÷åí êóá.

Îòãîâîð: 2n−k

Ôèãóðà 1

Çàäà÷à 10: Íàìåðåòå áðîÿ íà (n− k)-ìåðíèòå ñòåíè â n�ìåðíèÿ äâîè÷åí êóá.

Çàäà÷à 11: Äàäåíè ñà âåêòîðèòå α̃, β̃ ∈ Jn
2 òàêèâà, ÷å ρ(α̃, β̃) = m. Äà ñå íàìåðè

áðîÿò íà âåêòîðèòå γ̃ çà êîèòî ρ(α̃, γ̃) + ρ(β̃, γ̃) = m.

Ðåøåíèå: Ïðåä âèä òîâà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî ρ å ìåòðèêà, å èçïúëíåíî:
∀γ̃ ∈ Bn(ρ(α̃, γ̃) + ρ(β̃, γ̃) ≥ ρ(α̃, β̃))
Íèå ùå ïðåáðîèì òåçè âåêòîðè, çà êîèòî â íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà ñå

äîñòèãà ðàâåíñòâî.
Â ïîçèöèèòå, â êîèòî α̃ è β̃ ñå ðàçëè÷àâàò, êàêòî è äà èçáåðåì ñúîòâåòíàòà êîîð-

äèíàòà íà γ̃, òîé ùå ñå ðàçëè÷àâà òî÷íî îò åäèíèÿ îò äâàòà âåêòîðà. Ñëåäîâàòåëíî γ̃
òðÿáâà äà ñúâïàäà ñ äðóãèòå äâà âåêòîðà òàì, êúäåòî òå ñúâïàäàò, â ïðîòèâåí ñëó÷àé
ùå ñå ïîëó÷è, ÷å ρ(α̃, γ̃) + ρ(β̃, γ̃) > m.

Òúðñåíèòå âåêòîðè ñà åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî Γ = {γ̃|αi = βi → γi = αi},
÷èÿòî ìîùíîñò å |Γ| = 2n−m.
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Çàäà÷à 12: Äàäåíè áóëåâèòå âåêòîðè α̃, β̃ ∈ Jn
2 òàêèâà, ÷å α̃ � β̃ ∧ ρ(α̃, β̃) = k. Äà

ñå íàìåðè áðîÿò íà âåêòîðèòå γ̃ : α̃ � γ̃ � β̃.

Ðåøåíèå: Âåêòîðèòå α̃ è β̃ ñå ðàçëè÷àâàò â k ïîçèöèè, êàòî òàì êîîðäèíàòèòå íà α̃
ñà íóëè, à íà β̃ ñà åäèíèöè. Çà äà å èçïúëíåíî α̃ � γ̃ � β̃ òðÿáâà âåêòîðúò γ̃ äà ñå
ðàçëè÷àâà îò α̃ è β̃ ñàìî òàì, êúäåòî òå ñå ðàçëè÷àâàò.

Òúðñåíèòå âåêòîðè ñà åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî Γ = {γ̃|αi = βi → γi = αi},
÷èÿòî ìîùíîñò å |Γ| = 2n−k.

Çàäà÷à 13:Íàìåðåòå áðîÿ íà âåêòîðèòå α̃ ∈ Bn
k , â êîèòî ìåæäó âñåêè äâå åäèíè÷íè

êîîðäèíàòè èìà ïîíå r íóëåâè.

Çàäà÷à 14: Äà ñå äîêàæå, ÷å:

a) Àêî äâà n-ìåðíè áóëåâè âåêòîðè èìàò ðàâíè òåãëà, òî òå ñà íåñðàâíèìè;

b) Èçìåæäó âñåêè (n + 2) n�ìåðíè áóëåâè âåêòîðè èìà äâîéêà íåñðàâíèìè âåê-
òîðè;

c) Â Jn
2 èìà ñàìî äâà ñðàâíèìè ïðîòèâîïîëîæíè âåêòîðà;

d) Áðîÿò íà n-ìåðíè áóëåâè âåêòîðè, êîèòî íå ñà ñðàâíèìè ñ äàäåí âåêòîð
α̃ ∈ Bn

k , å ðàâåí íà 2n − 2k − 2n−k + 1;
e) Â Jn

2 ñúùåñòâóâà ïîäìíîæåñòâî ñ ìîùíîñò
(

n
bn/2c

)
, ÷èèòî åëåìåíòè ñà äâà ïî

äâà íåñðàâíèìè âåêòîðè.

Çàäà÷à 15: Íàìåðåòå áðîÿ íà ðàçëè÷íèòå ìàêñèìàëíè ðàñòÿùè âåðèãè â Bn.

Ôèãóðà 2

Ðåøåíèå: Çà äà áúäå ìàêñèìàëíà åäíà âåðèãà, òÿ òðÿáâà äà çàïî÷âà ñ íóëåâèÿ âåêòîð
(000...0) è äà çàâúðøâà ñ åäèíè÷íèÿ âåêòîð (111...1). Ïðåä âèä òîâà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî
ìåæäó ñúñåäíèòå âåêòîðè âúâ âåðèãàòà å 1, òî âñÿêà âåðèãà çàïî÷âà â ñëîéBn

0 , ìèíàâà
ïðåç âñåêè ñëåäâàù ñëîé íà áóëåâèÿ êóá è çàâúðøâà â ïîñëåäíèÿ ñëîé Bn

n .
Êîãàòî âåðèãàòà å ïîñòðîåíà îò α̃0 ∈ Bn

0 äî α̃i ∈ Bn
i , òî ñëåäâàùèÿò âåêòîð

ìîæåì äà èçáåðåì ïî n− i íà÷èíà. Òàêà áðîÿò íà âñè÷êè âåðèãè ñ èñêàíèòå ñâîéñòâà
å: n(n− 1)(n− 2)...2.1 = n!
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Çàäà÷à 16: Íàìåðåòå áðîÿ íà ðàçëè÷íèòå ìàêñèìàëíè ðàñòÿùè âåðèãè â Bn, êîèòî
ñúäúðæàò ôèêñèðàí âåêòîð α̃ ∈ Bn

k .

Ðåøåíèå: Êàêòî âèäÿõìå â ïðåäèøíàòà çàäà÷à, çà äà áúäå ìàêñèìàëíà åäíà âåðèãà,
òÿ òðÿáâà äà çàïî÷âà ñ íóëåâèÿ âåêòîð (000...0) è äà çàâúðøâà ñ åäèíè÷íèÿ âåêòîð
(111...1). Çà äà å ñèãóðíî, ÷å âåðèãàòà ùå ñúäúðæà óêàçàíèÿ âåêòîð, ùå ÿ ðàçãëåäàìå
êàòî ñúñòàâåíà îò äâå âåðèãè - ïúðâàòà îò âåêòîðà (000...0) äî âåêòîðà α̃ è âòîðàòà
îò ñúùèÿ âåêòîð äî åäèíè÷íèÿ âåêòîð (111...1).

Ïúðâàòà âåðèãà çàïî÷âà îò åäèíñòâåíèÿ âåêòîð â ñëîÿ Bn
0 è ìèíàâà ïîñëåäîâà-

òåëíî ïðåç âñåêè ñëåäâàù ïî íàìåð ñëîé, äîêàòî ñòèãíå äî α̃ ∈ Bn
k . Çà äà îñèãóðèì

âåðèãàòà äà ìèíàâà òî÷íî ïðåç óêàçàíèÿ âåêòîð îò ñëîé Bn
k , äà ñè ïðåäñòàâèì ïîñ-

òðîÿâàíåòî é â îáðàòíà ïîñîêà - îò α̃ äî (000...0). Ïðè âñåêè ïðåõîä êúì âåêòîð îò
ïðåäèøåí ñëîé òðÿáâà äà íàìàëèì ñ åäíî áðîÿ íà åäèíèöèòå. Òàêà, áðîÿò íà òåçè
âåðèãè å k(k − 1)(k − 2)...2.1 = k!

Ñúîòâåòíî ðåøåíèåòî çà áðîÿ íà âåðèãèòå îò α̃ äî (111...1) å:
(n− k)(n− k − 1)...2.1 = (n− k)!
Òàêà áðîÿò íà âñè÷êè ìàêñèìàëíè ðàñòÿùè âåðèãè, ñúäúðæàùè âåêòîðà α̃ ∈ Bn

k

å k!(n− k)!

Çàäà÷à 17: Äà ñå äîêàæå, ÷å Bn å Õàìèëòîíîâ ãðàô.

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòòà íà õèïåðêó-
áà.

P (n) : Bn ñúäúðæà Õàìèëòîíîâ öèêúë

1. Áàçà: n = 2 Ñëåäíèÿò ïúò â äâóìåðíèÿ êóá B2 : (00), (01), (11), (10), (00) å
Õàìèëòîíîâ öèêúë ⇒ P (2)

2. Èíäóêöèîííà õèïîòåçà: Ïðåäïîëàãàìå, ÷å çà íÿêîå k ≥ 2 : P (k)

3. Èíäóêöèîííà ñòúïêà: Ùå äîêàæåì P(k+1)
Ñúãëàñíî ÈÕ â Bk èìà Õàìèëòîíîâ öèêúë. Íåêà α̃0, α̃1, ..., α̃2k−1 å âåðèãà òèï

öèêúë, êîÿòî ñúäúðæà âñè÷êè âúðõîâå íà êóáà.
Äà ñúñòàâèì ñëåäíàòà ðåäèöà îò âåêòîðè îò Jk+1

2 :
0α̃0, 0α̃1, ..., 0α̃2k−1, 1α̃2k−1, , ..., 1α̃1, 1α̃0

Êàêòî ëåñíî ìîæåì äà ñúîáðàçèì, â ðåäèöàòà íÿìà ïîâòîðåíèå íà âåêòîðè è âñåêè
äâà âåêòîðà, ñúñåäíè â ðåäèöàòà, ñà íà ðàçñòîÿíèå 1. Ïúðâèÿò è ïîñëåäíèÿò âåêòîðè
â ðåäèöàòà ñúùî ñà íà ðàçñòîÿíèå 1. Ñëåäîâàòåëíî, òîâà å âåðèãà òèï öèêúë, êîÿòî
ñúäúðæà âñè÷êè âúðõîâå íà Bk+1.

Òàêà äîêàçàõìå, ÷å Bk+1 å Õàìèëòîíîâ ãðàô.

4. Çàêëþ÷åíèå: ∀n ≥ 2 : P (n)

Çàäà÷à 18: Äà ñå äîêàæå, ÷å â Bn íÿìà öèêëè ñ íå÷åòíà äúëæèíà.

Äîêàçàòåëñòâî: Ëèïñàòà íà öèêëè ñ íå÷òíà äúëæèíà ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å ãðàôúò å
äâóäåëåí.

Ñúùîòî ìîæå äà ñå ïðîâåðè è äèðåêòíî, êàòî ñúîáðàçèì, ÷å âñåêè äâà âúðõà,
êîèòî ñà ñúñåäíè â ïúò â áóëåâèÿ êóá, ïðèíàäëåæàò íà ñúñåäíè ïî íîìåð ñëîåâå íà
êóáà. Òàêà àêî ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëåí öèêúë â ãðàôà è ïðîèçâîëåí âðúõ îò íåãî, çà
äà ñå âúðíå ïúòÿò â ñúùèÿ âðúõ òðÿáâà äà ïðåìèíå ÷åòåí áðîé ðåáðà.
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Çàäà÷à 19: Äà ñå äîêàæå, ÷å Bn å ïëàíàðåí çà ñòîéíîñòè íà n ∈ {1, 2, 3} è íå å
ïëàíàðåí ïðè n ≥ 4.

Ôèãóðà 3

Çàäà÷à 20: Äà ñå íàìåðè ìàêñèìàëíà àíòèêëèêà â Bn.

Çàäà÷à 21: Ìíîæåñòâîòî A ⊆ Bn å ïúëíî, àêî ïðîèçâîëåí âåêòîð β̃ ∈ Bn
k ìîæå äà

ñå íàìåðè ïðè ïîëîæåíèå, ÷å ñà èçâåñòíè ðàçñòîÿíèÿòà ρ(α̃, β̃) : α̃ ∈ A. Áàçèñ ùå
íàðè÷àìå ìèíèìàëíî ïúëíî ìíîæåñòâî. Äà ñå äîêàæå, ÷å:

a) ïðîèçâîëíà ðàñòÿùà âåðèãà α̃1, α̃2, ..., α̃n ∈ Bn å áàçèñ;

b) Bn
1 è Bn

n−1 ñà ïúëíè ïðè n > 2;
c) äà ñå íàìåðè n, ïðè êîåòî Bn

1 íå å áàçèñ.

Çàäà÷à 22: Èçïúëíåòå ñëåäíèòå äåéñòâèÿ:

1. Îïðåäåëåòå B3;

2. Äàéòå ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà B3;

3. Ñîðòèðàéòå âúâ âúçõîäÿù ðåä ëåêñèêîãðàôñêè è ïî íîìåð âåêòîðèòå, êîèòî ñà
âúðõîâå íà êóáà B3;

4. Îïðåäåëåòå ðåëàöèÿòà ïðåäøåñòâàíå â òðèìåðíèÿ áóëåâ êóá B3;

5. Äàéòå ïðèìåðè çà íåñðàâíèìè âåêòîðè, âúðõîâå íà êóáà B3;

6. Äàéòå ïðèìåðè çà ñòåíè íà êóáà B3.
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