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I. Óâîä

1. Óâîäíè ñâåäåíèÿ îò ÄÈÑ

Äàéòå äåôèíèöèÿ çà ïðîèçâîäíà. Èçÿñíåòå íà èíòóèòèâíî íèâî êàê-
âî îïèñâà ïðîèçâîäíàòà. Êàêúâ å ãåîìåòðè÷íèÿò �è ñìèñúë? Îáîñíî-
âåòå òðèòå ôîðìóëè çà àïðîêñèìàöèÿ íà ïúðâà ïðîèçâîäíà. Èçâåäåòå
ãðåøêàòà íà àïðîêñèìàöèÿ çà âñÿêà îò òÿõ. Èçâåäåòå ôîðìóëà çà ëè-
íåàðèçàöèÿ íà äàäåíà ôóíêöèÿ îêîëî äàäåíà òî÷êà. Îáÿñíåòå êàêúâ å
ñìèñúëúò íà ëèíåàðèçàöèÿòà. Ïðèâåäåòå ôîðìóëà çà ðàçâèòèå â ðåä
íà Òåéëúð ñ îñòàòú÷åí ÷ëåí. Îáÿñíåòå ñìèñúëà íà òîâà äà ðàçâèåì
äàäåíà ôóíêöèÿ â ðåä íà Òåéëúð.

2. Äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è çàäà÷è, êîèòî îïèñâàò

Îáÿñíåòå çàùî äèôåðåíöèàëíèòå óðàâíåíèÿ ñà îñíîâåí àïàðàò íà ìà-
òåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå. Îáÿñíåòå çàùî îáèêíîâåíî å íåîáõîäèìî
èçïîëçâàíåòî íà ÷èñëåíè ìåòîäè çà òÿõíîòî ðåøàâàíå. Ôîðìóëèðàé-
òå çàäà÷àòà íà Êîøè çà ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä. Îáÿñíåòå êàê ÎÄÓ îò
ïî-âèñîê ðåä è ñèñòåìè ÎÄÓ ìîãàò äà ñå çàïèøàò â òîçè âèä. Äàéòå
äåôèíèöèÿ çà ðåøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè. Îáÿñíåòå â êîè ñëó÷àè å
åñòåñòâåíî ÎÄÓ äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî ìîäåë íà äàäåí ðåàëåí ïðîöåñ.

II. Äèôåðåí÷íè ìåòîäè çà ÎÄÓ

1. Îñíîâíè èäåè íà äèôåðåí÷íèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ÎÄÓ. Ìåòîäè
íà Îéëåð. ËÃÀ è ñõîäèìîñò. À-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò.

Äà ñå îïèøå îáùàòà èäåÿ íà äèôåðåí÷íèòå ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà
ÎÄÓ. Äà ñå äåôèíèðà ðàâíîìåðíà ìðåæà â èíòåðâàëà [a, b]. Äà ñå èç-
âåäàò ÿâíèÿò, íåÿâíèÿò è ïîäîáðåíèÿò ìåòîäè íà Îéëåð. Äà ñå âú-
âåäå ïîíÿòèåòî ËÃÀ. Äà ñå ïðåñìåòíå ËÃÀ íà âñåêè îò ìåòîäèòå.
Äà ñå âúâåäå ïîíÿòèåòî ñõîäèìîñò íà ÷èñëåíèÿ ìåòîä. Äà ñå èçÿñíè
êàêâà å âðúçêàòà ìåæäó ËÃÀ è ñõîäèìîñò. Äà ñå âúâåäàò ïîíÿòèÿòà
À-óñòîé÷èâîñò è ìîíîòîííîñò. Äà ñå èçñëåäâàò çà À-óñòîé÷èâîñò è
ìîíîòîííîñò ìåòîäèòå íà Îéëåð.
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2. Ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà

Äà ñå ìîòèâèðà è îáÿñíè íà èíòóèòèâíî íèâî èäåÿòà íà ìåòîäèòå
íà ÐÊ. Äà ñå èçâåäàò ìåòîäèòå íà ÐÊ îò ïúðâè è âòîðè ðåä. Êàêâî
ìîæåòå äà êàæåòå çà À-óñòîé÷èâîñòòà íà ìåòîäèòå íà ÐÊ?

Çàäà÷à: çà êîíêðåòåí ìåòîä íà ÐÊ äà ñå èçñëåäâà À-óñòîé÷èâîñò è
ìîíîòîííîñò

Çàäà÷à: ïî äàäåíà òàáëèöà íà Butcher äà ñå ïðèëîæè ìåòîä íà ÐÊ çà
êîíêðåòíà äàäåíà çàäà÷à íà Êîøè.

3. Ìåòîäè íà Ðóíãå�Êóòà ñ àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà

Çàäà÷à: Ïî äàäåíà ðàçøèðåíà òàáëèöà íà Butcher äà ñå èçâåäå ìåòîä
íà Ðóíãå�Êóòà ñ àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêòà. Äà ñå ôîðìóëèðà àë-
ãîðèòúì è äà ñå èìïëåìåíòèðà â Mathematica.

4. Ìåòîäè íà Àäàìñ

Êàêâà å èäåÿòà íà ìíîãîñòúïêîâèòå ìåòîäè? Äà ñå ôîðìóëèðà îá-
ùèÿò âèä íà k-ñòúïêîâ ìåòîä íà Àäàìñ�Áàøôîðò/Àäàìñ�Ìóëòîí.
Êàêâè îñîáåíîñòè èìà ïðè ðåàëèçèðàíåòî íà ïðàêòèêà íà äàäåí ìíî-
ãîñòúïêîâ ìåòîä? Äà ñå îáÿñíè êàê ìåòîäèòå ìîãàò äà ñå ïðèëàãàò
ïîä ôîðìàòà íà ïðåäèêòîðíî-êîðåêòîðíè ìåòîäè.

Çàäà÷à: Äà ñå èçâåäå êîíêðåòåí ìåòîä íà Àäàìñ�Áàøôîðò/Àäàìñ�
Ìóëòîí (çà öåëòà äà ñå ïîêàæå êàê çàäà÷àòà íà Êîøè ñå ñâåæäà
äî åêâèâàëåíòíà èíòåãðàëíà çàäà÷à è äà ñå ìèíå ïðåç âñè÷êè ñòúï-
êè äî ïîëó÷àâàíå íà ÷èñëåíàòà ñõåìà). Äà ñå ðåàëèçèðà â ñèñòåìàòà
Mathematica.

5. Ìåòîä íà Ðóíãå çà ïðàêòè÷åñêà îöåíêà íà ãðåøêàòà è ðåäà íà ñõîäèìîñò

Äà ñå èçâåäå è îïèøå ìåòîäúò íà Ðóíãå çà ïðàêòè÷åñêà îöåíêà íà
ãðåøêàòà/ðåäà íà ñõîäèìîñò.

6. Ñðàâíåíèå íà ìåòîäèòå çà ðåøàâàíå íà ÎÄÓ

Êàêâè ñà ïðåäèìñòâàòà è íåäîñòàòúöèòå íà âñåêè îò ÿâíèòå ìåòî-
äè? Êàêâè ñà ïðåäèìñòâàòà è íåäîñòàòúöèòå íà ÿâíèòå è íà íåÿâíè-
òå ìåòîäè? Êàêâè ñà ïðåäèìñòâàòà è íåäîñòàòúöèòå íà ðàáîòàòà
ñ ðàâíîìåðíà ìðåæà è ñ àäàïòèâåí èçáîð íà ñòúïêàòà?

III. Äèôåðåí÷íè ìåòîäè çà ×ÄÓ

1. Óâîä â ×ÄÓ

Äà ñå èçâåäå óðàâíåíèåòî íà íåïðåêúñíàòîñòòà, êàòî ñå èçÿñíè ôè-
çè÷åñêèÿò ñìèñúë íà ó÷àñòâàùèòå â íåãî âåëè÷èíè è òîâà, êîåòî òî
îïèñâà.

2. ßâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà/òîïëîïðîâîäíîñòòà

Äà ñå ôîðìóëèðà çàêîíúò íà Ôèê/Ôóðèå è äà îáÿñíè èíòóèòèâíèÿò
ìó ñìèñúë. Êàòî ñå èçïîëçâà, äà ñå èçâåäå óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿ-
òà/òîïëîïðîâîäíîñòòà. Äà ñå îïèøå îáùàòà èäåÿ íà äèôåðåí÷íèòå
ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà íåñòàöèîíàðíè ×ÄÓ.

Çàäà÷à: Çà êîíêðåòíà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à äà ñå ïîñòðîè óñòîé÷èâà
(ò.å. äà ñå èçâåäå óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò) ÿâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà ñ
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ËÃÀ O(h2 + τ). Àêî èìà ÃÓ íà Íîéìàí èëè Ðîáèí, òî ñëåäâà ñúùî
äà ñå àïðîêñèìèðà ñ ãðåøêà O(h2 + τ). Äà ñå ðåàëèçèðà â ñèñòåìàòà
Mathematica.

3. ×èñòî íåÿâíà ñõåìà çà óðàâíåíèåòî íà äèôóçèÿòà/òîïëîïðîâîäíîñòòà.
Ñõåìà ñ òåãëî. Ñõåìà íà Êðàíê�Íèêúëñúí.

Äà ñå èçâåäå îáùèÿò âèä íà ñõåìèòå ñ òåãëî. Äà ñå ôîðìóëèðà ñõå-
ìàòà íà Êðàíê�Íèêúëñúí è äà ñå èçâåäå íåéíàòà ËÃÀ. Êàêâè ñà ïðå-
äèìñòâàòà è íåäîñòàòúöèòå íà ÷èñòî íåÿâíàòà ñõåìà â ñðàâíåíèå
ñ ÿâíàòà? Êàêâè ñà ïðåäèìñòâàòà è íåäîñòàòúöèòå íà ñõåìàòà íà
Êðàíê�Íèêúëñúí ñïðÿìî ÿâíàòà ñõåìà? À ñïðÿìî ÷èñòî íåÿâíàòà?

Çàäà÷à: Çà êîíêðåòíà ïàðàáîëè÷íà çàäà÷à äà ñå ïîñòðîè ÷èñòî íåÿâ-
íà ñõåìà èëè ñõåìà íà Êðàíê�Íèêúëñúí. Àêî èìà ÃÓ íà Íîéìàí èëè
Ðîáèí, òå òðÿáâà äà ñå àïðîêñèìèðàò ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò. Äà ñå
çàïèøå âúâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íà ôîðìà ëèíåéíàòà àëãåáðè÷íà ñèñòå-
ìà, êîÿòî òðÿáâà äà ñå ðåøè íà âñåêè ñëîé ïî âðåìåòî. Äà ñå ðåàëèçèðà
â ñèñòåìàòà Mathematica.

4. Óñòîé÷èâîñò íà äèôåðåí÷íèòå ìåòîäè çà ×ÄÓ.

Äà ñå ôîðìóëèðàò â îáù îïåðàòîðåí âèä ëèíåéíèòå äèôåðåíöèàëíè
çàäà÷è. Äà ñå âúâåäå ïîíÿòèåòî ìðåæîâà ôóíêöèÿ. Äà ñå ôîðìóëèðà
â îïåðàòîðåí âèä äèôåðåí÷íà àïðîêñèìàöèÿ íà äèôåðåíöèàëíàòà çàäà-
÷à. Äà ñå äåôèíèðà ïîíÿòèåòî óñòîé÷èâîñò íà äèôåðåí÷íàòà ñõåìà â
äàäåíà íîðìà. Äà ñå ïîêàæå, ÷å îò òàêà âúâåäåíàòà äåôèíèöèÿ ñëåäâà,
÷å ìàëêè èçìåíåíèÿ âúâ âõîäíèòå äàííè âîäÿò äî ìàëêè èçìåíåíèÿ â
ðåçóëòàòà. Äà ñå îáîñíîâàò è âúâåäàò ïîíÿòèÿòà óñòîé÷èâîñò ïî
íà÷àëíè äàííè, ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, äÿñíà ñòðàíà.

5. Ïðèíöèï çà ïîëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå. Ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà.

Äà ñå âúâåäå ‖ ·‖h,∞-íîðìàòà. Äà ñå ôîðìóëèðà ïðèíöèïúò çà ïîëîæè-
òåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå. Äà ñå äîêàæå, ÷å, àêî ïðèíöèïúò çà ïî-
ëîæèòåëíîñò íà êîåôèöèåíòèòå å â ñèëà, òî ñëåäâà, ÷å è ïðèíöèïúò
çà ìàêñèìóìà å â ñèëà. Äà ñå îáîñíîâå, ÷å îò òîâà ñëåäâà óñòîé÷èâîñò
â ‖ · ‖h,∞-íîðìà.

6. Ìåòîä íà õàðìîíèêèòå (íà ôîí Íîéìàí) çà èçñëåäâàíå íà óñòîé÷èâîñò
ïî íà÷àëíè äàííè â ìðåæîâà l2-íîðìà

Äà ñå äåôèíèðà ‖·‖h,2-íîðìà. Äà ñå îáÿñíè çàùî èçèñêâàíåòî çà óñòîé-
÷èâîñò â ‖ · ‖h,2-íîðìà å ïî-ñëàáî îò èçèñêâàíåòî çà óñòîé÷èâîñò â
‖ · ‖h,∞-íîðìà.
Çàäà÷à: Êàòî ñå èçïîëçâà ìåòîäúò íà õàðìîíèêèòå äà ñå èçâåäå óñëî-
âèå çà óñòîé÷èâîñò â ìðåæîâà l2-íîðìà çà äàäåíà äèôåðåí÷íà ñõåìà.

7. Äèôåðåí÷íè ìåòîäè çà õèïåðáîëè÷íè óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä (óðàâíå-
íèå íà ïðåíîñà/àäâåêöèÿòà)

Äà ñå îáÿñíè êàêâè ñà ïðîáëåìèòå ïðè ïðèëàãàíåòî íà ñõåìè ñ ïúðâè
ðåä íà àïðîêñèìàöèÿ çà óðàâíåíèåòî íà ïðåíîñà. Äà ñå èçâåäå ñõåìàòà
íà Lax�Wendro� è äà ñå èçâåäå óñëîâèå çà óñòîé÷èâîñò. Äà ñå îáÿñíè
êàêâè ñà ïðîáëåìèòå ïðè ñõåìèòå ñ âòîðè ðåä íà òî÷íîñò çà óðàâíå-
íèåòî íà ïðåíîñà.
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Çàäà÷à: Äà ñå ïîñòðîè óñòîé÷èâà ÿâíà äèôåðåí÷íà ñõåìà ñ ïúðâè ðåä
íà àïðîêñèìàöèÿ çà äàäåíî õèïåðáîëè÷íî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä. Äà
ñå ðåàëèçèðà â ñèñòåìàòà Mathematica.

8. Äèôåðåí÷íè ìåòîäè çà õèïåðáîëè÷íè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä (óðàâíå-
íèå íà ñòðóíàòà)

Çàäà÷à: Äà ñå ïîñòðîè óñòîé÷èâà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà äàäåíî õèïåð-
áîëè÷íî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä ñ ËÃÀ (h2 + τ 2). Äà ñå ðåàëèçèðà â
ñèñòåìàòà Mathematica.

9. Äèôåðåí÷íè ìåòîäè çà ñòàöèîíàðíè çàäà÷è

Çàäà÷à: Äà ñå ïîñòðîè äèôåðåí÷íà ñõåìà çà äàäåíà ãðàíè÷íà çàäà÷à çà
ÎÄÓ îò âòîðè ðåä ñ ËÃÀ O(h2). Äà ñå ïðèâåäå ïîëó÷åíàòà ëèíåéíà
àëãåáðè÷íà ñèñòåìà âúâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íà ôîðìà. Äà ñå ðåàëèçèðà â
ñèñòåìàòà Mathematica.

Çàäà÷à: Äà ñå ïîñòðîè óñòîé÷èâà äèôåðåí÷íà ñõåìà çà äàäåíî óðàâíå-
íèå íà Ïîàñîí.

IV. Ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè

1. Ïðîñòðàíñòâî íà ïî ÷àñòè ïîëèíîìèòå

Äà ñå äåôèíèðà ïðîñòðàíñòâîòî íà íåïðåêúñíàòèòå ïî ÷àñòè ëèíåéíè
ïîëèíîìè. Äà ñå âúâåäå èíòåðïîëàöèîíåí áàçèñ â òîâà ïðîñòðàíñòâî.
Äà ñå îáÿñíè êàêâè ñà �õóáàâèòå� ñâîéñòâà íà òîçè áàçèñ.

2. Ïðèáëèæåíèÿ â Õèëáåðòîâè ïðîñòðàíñòâà

Äà ñå âúâåäå ïîíÿòèåòî Õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Äà ñå îáÿñíè êàêâî
å ïðåäèìñòâîòî íà ðàáîòàòà â Õèëáåðòîâè ïðîñòðàíñòâà. Äà ñå èçâå-
äå ëèíåéíàòà àëãåáðè÷íà ñèñòåìà, ÷èåòî ðåøåíèå äàâà L2-ïðîåêöèÿòà
íà äàäåíà ôóíêöèÿ â ïðîñòðàíñòâîòî íà ïî ÷àñòè ëèíåéíèòå ïîëèíî-
ìè. Äà ñå ïîêàæå êàê íà ïðàêòèêà ñå àñåìáëèðà ìàòðèöàòà íà ìàñà-
òà.

3. Èäåÿ íà ìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè

Äà ñå ïîñòðîè ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè çà çàäà÷àòà −u′′ = f ñ
õîìîãåííè óñëîâèÿ íà Äèðèõëå. Äà ñå îáÿñíè êàê ñå ïðîöåäèðà ïðè íåõî-
ìîãåííè óñëîâèÿ íà Äèðèõëå è óñëîâèÿ íà Íîéìàí. Äà ñå îáÿñíè êàêâè
ñà ïðåäèìñòâàòà íà ÌÊÅ çà 2D è 3D çàäà÷è ñúñ ñëîæíà ãåîìåòðèÿ
ïðåä äèôåðåí÷íèòå ìåòîäè.

28.12.2020
ãð. Ñîôèÿ ãë. àñ. ä-ð Òèõîìèð Èâàíîâ
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