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òåìà 13: ïúëíè ìíîæåñòâà

Äåôèíèöèÿ:

xσ =

{
x àêî σ = 1
x àêî σ = 0

Ôîðìóëà äèçþíêòèâíà íîðìàëíà ôîðìà (ÄÍÔ)
p∨
i=1

Ki; Ki = xσ1i1 x
σ2
i2
. . . x

σti
iti

Ïðèìåð : x1x2 ∨ x2x3 ∨ x3x4 ∨ x4x1
Ôîðìóëà ñúâúðøåíà äèçþíêòèâíà íîðìàëíà ôîðìà (ÑâÄÍÔ)

p∨
i=1

Ki; Ki = xσ11 x
σ2
2 . . . xσnn

Ïðèìåð: x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3
Ôîðìóëà êîíþíêòèâíà íîðìàëíà ôîðìà (ÊÍÔ)

p∧
i=1

Di; Di = xσ1i1 ∨ x
σ2
i2
∨ · · · ∨ xσtiiti

Ïðèìåð: (x1 ∨ x3)(x2 ∨ x3 ∨ x4)(x2 ∨ x4)(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4)
Ôîðìóëà ñúâúðøåíà êîíþíêòèâíà íîðìàëíà ôîðìà (ÑâÊÍÔ)

p∧
i=1

Di; Di = xσ11 ∨ xσ22 ∨ · · · ∨ xσnn
Ïðèìåð: (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3)

Çàòâîðåíà îáâèâêà íà ìíîæåñòâî îò áóëåâè ôóíêöèè: [F ]

Ñâîéñòâà íà çàòâîðåíàòà îáâèâêà: ∀F ⊆ Fn2
F ⊆ [F ]
F ⊆ G⇒ [F ] ⊆ [G]
[F ] ∪ [G] ⊆ [F ∪G]
[[F ]] = [F ]

Çàòâîðåíî ìíîæåñòâî îò áóëåâè ôóíêöèè: F = [F ]

Ïúëíî ìíîæåñòâî îò áóëåâè ôóíêöèè: [F ] = F2

Áàçèñ íà ìíîæåñòâîòî F2

Òåîðåìà íà Áóë: [{x ∨ y, xy, x}] = F2

∀f ∈ F2 : f(x1, x2, ..., xn) =
∨

f(σ̃)=1

xσ11 x
σ2
2 ...x

σn
n

∀f ∈ F2 : f(x1, x2, ..., xn) =
∧

f(σ̃)=0

(xσ11 ∨ xσ22 ∨ ... ∨ xσnn )

Øåôåðîâà ôóíêöèÿ f: [f ] = F2

Òåîðåìà Íåêà F ⊆ F2 å ïúëíî ìíîæåñòâî, G ⊆ F2 è ∀f ∈ F (f ∈ [G]). Òîãàâà è
ìíîæåñòâîòî G å ïúëíî.
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Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå:

Çàäà÷à 1: Íàìåðåòå ÑâÄÍÔ íà ñëåäíèòå ôóíêöèè:
a) f(x̃3) = (x1 ⊕ x2)→ x2x3

Ðåøåíèå: Ïúðâî ùå íàìåðèì ñòúëáà íà ôóíêöèÿòà è òîãàâà ùå ïðèëîæèì ôîðìóëàòà
çà ÑâÄÍÔ.

f(x1, x2, x3) = (11010001)

f(x1, x2, x3) = x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3
b) f(x̃3) = (01101100)

c) f(x̃4) = (0001110110011011)

d) f(x̃3) = x1x2 → x3

e) f(x̃3) = (x1|x2)x3
f) f(x̃3) = x1x2 ≡ (x2 ≡ x3)

g) f(x̃4) = (x1 ∨ x2 ∨ x3)x4 ∨ x1x2x3
h) f(x̃4) = x1 → ((x2x3 → x4)→ x2)x3

i) f(x̃4) = ((x1|x2) ↓ x3)|(x2|x4)
j) f(x̃4) = (x1 ⊕ x2)(x3 → x2x4)

Çàäà÷à 2: Ïðåìèíåòå îò ÄÍÔ êúì ÑâÄÍÔ:

a) D(x̃3) = x1 ∨ x2x3
b) D(x̃3) = x1x2 ∨ x1x3
c) D(x̃3) = x1 ∨ x1x2 ∨ x2x3

Ðåøåíèå:

f(x̃3) = x1 ∨ x1x2 ∨ x2x3 =
x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 =
x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3

d) D(x̃4) = x1x2 ∨ x2x3 ∨ x3x4 ∨ x4x1
e) D(x̃4) = x1 ∨ x1x2 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3x4

Çàäà÷à 3: Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà áóëåâèòå ôóíêöèè íà n ïðîìåíëèâè, çà êîèòî
ÑâÊÍÔ å è ÄÍÔ.

Ðåøåíèå: Èñêàìå ôîðìóëàòà ÑâÊÍÔ, êîÿòî å êîíþíêöèÿ îò ïúëíè äèçþíêöèè, äà
áúäå ñúùåâðåìåííî ÄÍÔ, ò.å. äèçþíêöèÿ îò êîíþíêöèè.
K =

∧
f(σ̃)=0

(xσ11 ∨ xσ22 ∨ ... ∨ xσnn )

Òîâà å âúçìîæíî ñàìî àêî â ÑâÊÍÔ èìà åäèíñòâåíà äèçþíêöèÿ, ò.å. òÿ èçãëåæäà
òàêà:

K = xσ11 ∨ xσ22 ∨ ... ∨ xσnn
Òîâà îò ñâîÿ ñòðàíà îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà ñòàâà 0 âúðõó åäèí åäèíñòâåí âåêòîð

îò äåôèíèöèîííîòî ñè ìíîæåñòâî è òîâà å âåêòîðúò σ̃ = (σ1, σ2, . . . , σn).
Áðîÿò íà áóëåâèòå ôóíêöèè íà n ïðîìåíëèâè, êîèòî èìàò ñòîéíîñò 0 â åäèí

åëåìåíò íà äåôèíèöèîííîòî ñè ìíîæåñòâî å 2n.
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Çàäà÷à 4: Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà áóëåâèòå ôóíêöèè íà n ïðîìåíëèâè, ÷èÿòî ÑâÄÍÔ
èçïúëíÿâà óñëîâèåòî:

a) Íÿìà åëåìåíòàðíà êîíþíêöèÿ, â êîÿòî áðîÿò íà áóêâèòå ñ îòðèöàíèå å ðàâåí
íà áðîÿ íà áóêâèòå áåç îòðèöàíèå;

b) Âñÿêà åëåìåíòàðíà êîíþíêöèÿ èìà ïîíå äâå îòðèöàíèÿ;
c) Âñÿêà åëåìåíòàðíà êîíþíêöèÿ èìà ÷åòåí áðîé áóêâè ñ îòðèöàíèÿ.

Çàäà÷à 5: Ïîä äúëæèíà íà ÑâÄÍÔ íà åäíà ôóíêöèÿ ñå ðàçáèðà áðîÿò íà êîíþí-
êöèèòå, êîèòî ó÷àñòâàò â äèçþíêöèÿòà, à òîçè áðîé ñå îïðåäåëÿ îò ìîùíîñòòà íà
åäèíè÷íîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà |Tf |.

Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà ÑâÄÍÔ íà ñëåäíàòà ôóíêöèÿ:

a) f(x̃n) = x1 ⊕ x2 ⊕ ...⊕ xn
b) f(x̃n) = (x1 ∨ x2 ∨ ... ∨ xn)(x1 ∨ x2 ∨ ... ∨ xn)
c) f(x̃n) = (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3)⊕ x4 ⊕ ...⊕ xn
d) f(x̃n) =

∨
i<j xixj

e) f(x̃n) = x1 → (x2 → (x3 → ...(xn−1 → xn)...)

f) f(x̃n) = (x1 ∨ x2)(x1 ∨ x2)→ x3...xn

Çàäà÷à 6: Äàäåíè ñà ìíîæåñòâàòà Xn = {x1, x2, ..., xn}, Y m = {y1, y2, ..., ym}, Xn ∩
Y m = ∅. Íåêà äúëæèíàòà íà ÑâÄÍÔ íà ôóíêöèÿòà f(x̃n) å k, à äúëæèíàòà íà
ÑâÄÍÔ íà ôóíêöèÿòà g(ỹm) å l. Äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà ÑâÄÍÔ íà ñëåäíàòà
ôóíêöèÿ:

a) f(x̃n) ∧ g(ỹm)
b) f(x̃n) ∨ g(ỹm)
c) f(x̃n)⊕ g(ỹm)

Çàäà÷à 7: Ïðîâåðåòå ïúëíè ëè ñà ñëåäíèòå ìíîæåñòâà îò áóëåâè ôóíêöèè:

a) {x ∧ y, x}
Ðåøåíèå: x ∨ y = x ∧ y

b) {x|y}
Ðåøåíèå: x = x|x; x ∨ y = (x|x)|(y|y)

c) {x ↓ y}
Ðåøåíèå: x = x ↓ x; x ∧ y = (x ↓ x) ↓ (y ↓ y)

d) {x ∧ y, x⊕ y, 1̃}
Ðåøåíèå: x = x⊕ 1

e) {xy ⊕ z, (x ≡ y)⊕ z}
Ðåøåíèå: xx⊕ x = x⊕ x = 0̃; xy ⊕ 0̃ = xy; (x ≡ x)⊕ x = 1⊕ x = x

f) {x→ y, (01101011)}
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Ïîëèíîìè íà Æåãàëêèí - äåôèíèöèÿ: Ôîðìóëà íàä ìíîæåñòâîòî îò ôóíêöèè
{0̃, 1̃, xy, x⊕ y}

Ïðèìåð:

P (x, y) = xy ⊕ y ⊕ 1

P (x̃3) = x1x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ x2
P (x̃4) = x1x2x3x4 ⊕ x1x3x4 ⊕ x2x3x4 ⊕ x2x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ x4 ⊕ 1

Âñÿêà áóëåâà ôóíêöèÿ èìà åäèíñòâåí ïîëèíîì íà Æåãàëêèí

Ñòåïåí íà ÏÆ. Äúëæèíà íà ÏÆ.

Ïîñòðîÿâàíå íà ïîëèíîì íà Æåãàëêèí çà ïðîèçâîëíà áóëåâà ôóíêöèÿ:

À) Ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè;

Á) ×ðåç åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ôîðìóëè;

Â) Îò ÑâÄÍÔ.

Çàäà÷è çà óïðàæíåíèå:

Çàäà÷à 1: Íàìåðåòå áóëåâà ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè, ÷èéòî ÏÆ å ñ äúëæèíà 2n

ïúòè ïî-ãîëÿìà îò äúëæèíàòà íà íåéíàòà ÑâÄÍÔ.

Çàäà÷à 2: Íàìåðåòå áðîÿ íà ðàçëè÷íèòå ÏÆ íà n ïðîìåíëèâè ñ äúëæèíà k, êîèòî
ñòàâàò 0 íà âåêòîðèòå 0̃ è 1̃ .

Çàäà÷à 3: Íàìåðåòå áðîÿ íà ìîíîòîííèòå åëåìåíòàðíè êîíþíêöèè îò ðàíã r íàä
ìíîæåñòâîòî ïðîìåíëèâè {x1, x2, ..., xn}.

Çàäà÷à 4: Íàìåðåòå áðîÿ íà ïîëèíîìèòå îò ñòåïåí r íàä ìíîæåñòâîòî ïðîìåíëèâè
{x1, x2, ..., xn}.

Çàäà÷à 5: Íàìåðåòå äúëæèíàòà íà ÑâÄÍÔ íà ôóíêöèÿòà, çàäàäåíà ñúñ ñëåäíèÿ
ÏÆ:

a) P (x̃n) = x1...xk ⊕ xk+1...xn

b) P (x̃n) = 1⊕ x1 ⊕ x1x2 ⊕ x1x2x3 ⊕ ...⊕ x1x2...xn

Çàäà÷à 6: Äà ñå ïîñòðîè ÏÆ çà ñëåäíàòà ôóíêöèÿ ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå
êîåôèöèåíòè:

a) f(x̃2) = (0110)

b) f(x̃2) = (1001)

c) f(x̃2) = (0001)

d) f(x̃2) = (0111)

e) f(x̃2) = (1101)
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f) f(x̃3) = (11111000)

g) f(x̃3) = (01101000)

Ðåøåíèå: Îáùèÿò âèä íà ïîëèíîì íà Æåãàëêèí íà òðè ïðîìåíëèâè å:

P (x̃3) = a0 ⊕ a1x3 ⊕ a2x2 ⊕ a3x2x3 ⊕ a4x1 ⊕ a5x1x3 ⊕ a6x1x2 ⊕ a7x1x2x3
Ñúñòàâÿìå ñèñòåìà îò îñåì óðàâíåíèÿ çà äà íàìåðèì îñåìòå êîåôèöèåíòà â ïî-

ëèíîìà.

0 = a0 ⇒ a0 = 0
1 = a0 ⊕ a1 ⇒ a1 = 1
1 = a0 ⊕ a2 ⇒ a2 = 1
0 = a0 ⊕ a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⇒ a3 = 0
1 = a0 ⊕ a4 ⇒ a4 = 1
0 = a0 ⊕ a1 ⊕ a4 ⊕ a5 ⇒ a5 = 0
0 = a0 ⊕ a2 ⊕ a4 ⊕ a6 ⇒ a6 = 0
0 = a0 ⊕ a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ a4 ⊕ a5 ⊕ a6 ⊕ a7 ⇒ a7 = 1

Òàêà ïîëèíîìúò íà ôóíêöèÿòà èìà ñëåäíèÿ âèä:

P (x̃3) = x1x2x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ x3

Çàäà÷à 7: Êàòî ñå èçïîëçâàò åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçîâàíèÿ äà ñå ïîëó÷è ÏÆ íà
ôóíêöèÿòà, ïðåäñòàâåíà ñúñ ñëåäíàòà ôîðìóëà:

a) f(x̃3) = (x1|x2) ↓ x3
b) f(x̃3) = (x1 → x2)(x2 ↓ x3)
c) f(x̃3) = ((x1 → x2) ∨ x3)|x1

Çàäà÷à 8: Äà ñå ïîñòðîè ÏÆ êàòî ñå èçïîëçâà ÑâÄÍÔ íà ñëåäíàòà ôóíêöèÿ:

a) f(x̃2) = (1101)

b) f(x̃3) = (10100100)

Ðåøåíèå:

f(x̃3) = x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 =
(x1 ⊕ 1)(x2 ⊕ 1)(x3 ⊕ 1)⊕ (x1 ⊕ 1)x2(x3 ⊕ 1)⊕ x1(x2 ⊕ 1)x3 =
x1x2x3 ⊕ x1 ⊕ x3 ⊕ 1

c) f(x̃4) = (1000110110100011)

Çàäà÷à 9: Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò íà Æåãàëêèí íà ôóíêöèÿòà, çàäàäåíà ñúñ ñëåä-
íàòà ôîðìóëà:

a) f(x, y) = x ∨ y b) f(x̃3) = (01101011)

c) f(x, y, z) = (x|y) ↓ z d) f(x, y, z) = (x→ y)(y ↓ z)
e) f(x, y, z) = ((x→ y) ∨ z)|x f) f(x, y, z) = (10010010)
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