
4.3 Ортогонални полиноми

Дефиниция 1. Казваме, че функциите f(x) и g(x) са ортогонални в [a, b] с
тегло \mu (x), ако (f, g) = 0. Тук с (f, g) сме означили скаларното произведение
на функциите f и g

(f, g) =

\int b

a

\mu (x)f(x)g(x)dx.

Дефиниция 2. Казваме, че P0(x), P1(x), P2(x), . . . е (крайна или безкрайна)
редица от ортогонални полиноми в [a, b] с тегло \mu (x), ако

1) Pi \in \pi i, \forall i,
2) (Pi, Pi) \not = 0, \forall i,
3) (Pi, Pj) = 0, \forall i \not = j.

Задача 1. Да се докаже, че функциите f(x) = 1 и g(x) = cos x са ортогонални
в [0, \pi ] с тегло \mu (x) = 1.

Решение. Казано с други думи, трябва да докажем, че\int \pi 

0

\mu (x)f(x)g(x)dx = 0.

Имаме \int \pi 

0

cosxdx = sinx | \pi 0 = sin\pi  - sin 0 = 0

и следователно функциите действително са ортогонални с тегло \mu (x) = 1 в
[0, \pi ].

Задача 2. Да се докаже, че функциите x и 1
2
(3x2  - 1) са ортогонални в [ - 1, 1]

с тегло \mu (x) = 1.

Решение. \int 1

 - 1

1

2
(3x3  - x)dx =

1

2

\biggl( 
3
x4

4
 - x2

2

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
 - 1

= 0

Задача 3. Да се намерят първите 3 ортогонални полинома (P0, P1, P2) в ин-
тервала [0, 1] и тегло \mu (x) = x със старши коефициент 1.

Решение. Според условие 1) от Дефиниция 2, P0 \in \pi 0, т.е. P0 е константа и тъй
като искаме старшият коефициент на търсените полиноми да бъде 1, то

P0(x) \equiv 1.

Пак вземайки предвид условие 1 на дефиницията, заключаваме, че P1 трябва
да бъде полином от \pi 1 и затова го търсим във вида P1(x) = x + a (старшият
коефициент искаме да бъде 1). Неизвестният свободен член a ще намерим, като
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имаме предвид, че P0 и P1 трябва да са ортогонални в [0, 1] с тегло \mu (x) = x,
т.е.\int 1

0

x.1.(x+ a)dx = 0 \Leftarrow \Rightarrow 
\biggl( 
x3

3
+

ax2

2

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1
0

= 0 \Leftarrow \Rightarrow 1

3
+

a

2
= 0 \Leftarrow \Rightarrow a =  - 2

3
.

Така получихме, че

P1(x) = x - 2

3
.

Аналогично постъпваме и за да намерим P2. Търсим го във вида P2(x) = x2 +
bx+ c. Имаме \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 

\int 1

0

x(x2 + bx+ c)dx = 0\int 1

0

x

\biggl( 
x - 2

3

\biggr) 
(x2 + bx+ c)dx = 0

Решаваме тази система например с Mathematica:
In[2]:= SolveB:IntegrateAx Ix2

+ b x + cM, 8x, 0, 1<E � 0,

IntegrateBx x -
1

3
Ix2

+ b x + cM, 8x, 0, 1<F � 0>, 8b, c<F

Получаваме, b =  - 6
5
, c = 3

10
. Тогава

P2 = x2  - 6

5
x+

3

10
.

Лесно се проверява и че са изпълнени условията (Pi, Pi) \not = 0, i = 0, 1, 2.
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