
�åøåíèå íà åäíà êîìáèíàòîðíà çàäà÷àÌèíêî Ìàðêîâ11 íîåìâðè 2012 ã.Êîëêî ðåøåíèÿ â èìà óðàâíåíèåòî
x1 + x2 + x3 = 16òàêèâà ÷å x1, x2, x3 ∈ N?Çàäà÷àòà å ñúùàòà êàòî çàäà÷àòà, ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ñëîæèì 16 íåðàçëè÷èìè òîïêèâ 3 ðàçëè÷íè êóòèè. �åøåíèåòî å
(

16 + 3 − 1

3 − 1

)

= 153Çàäà÷àòà èìà ãåîìåòðè÷íà èíòåïðåòàöèÿ. Ñèñòåìàòà îò óñëîâèÿ
x1 + x2 + x3 = 16 (1)
x1 ≥ 0 (2)
x2 ≥ 0 (3)
x3 ≥ 0 (4)îïðåäåëÿò òðèúãúëíèê ñ âúðõîâå òî÷êèòå (16, 0, 0), (0, 16, 0) è (0, 0, 16), ïîêàçàí íà Ôèãóðà 1.Öåëî÷èñëåíèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà (1)�(4) ñà 153-òå òî÷êè, ïîêàçàíè íà Ôèãóðà 2 â ñèíüî.Äà óñëîæíèì çàäà÷àòà òàêà: êîëêî ñà öåëî÷èñëåíèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà
x1 + x2 + x3 = 16 (5)
10 ≥ x1 ≥ 0 (6)
10 ≥ x2 ≥ 0 (7)
10 ≥ x3 ≥ 0 (8)Íåêà n å òúðñåíîòî ÷èñëî. Ùå èçïîëçâàìå ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî. Íåêà

U å ìíîæåñòâîòî îò ðåøåíèÿòà íà (1)�(4), 153 íà áðîé. Íåêà Bi å ìíîæåñòâîòî îò ðåøåíèÿ íà(1)�(4), òàêèâà ÷å xi > 10 çà 1 ≤ i ≤ 3. Î÷åâèäíî âñè÷êè Bi ñà ñ åäíàêâà ìîùíîñò. Ñúãëàñíîïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî,
n = |U|−

(|B1| + |B2| + |B3|)+

(|B1 ∩ B2| + |B1 ∩ B3| + |B2 ∩ B3|
︸ ︷︷ ︸

0

)−

(|B1 ∩ B2 ∩ B3|
︸ ︷︷ ︸

0

) 1
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Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å äâåòå ïîñëåäíè ñúáèðàåìè â èçðàçà çà n ñà íóëè, ïîíåæå B1 ∩ B2 = ∅ èò. í. Òîãàâà
n = |U| − 3|B1|Äà íàìåðèì |B1|. Äà ïîëîæèì y = x1 − 11 â (1)�(4). Ùîì x1 ≥ 11, òî y ≥ 0. Çàìåñòâàìå

x1 ñ y + 11 â (1) è ïîëó÷àâàìå
y + 11 + x2 + x3 = 16 ↔ y + x2 + x3 = 5ïðè îãðàíè÷åíèÿòà: y ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. Äà ñå ïðåèìåíóâàìå y íà x1. Ïîêàçàõìå, ÷å áðîÿòíà öåëî÷èñëåíèòå ðåøåíèÿ íà (1)�(4), òàêèâà ÷å x1 > 10 ↔ x1 ≥ 11 å ðàâåí íà áðîÿ íàöåëî÷èñëåíèòå ðåøåíèÿ íà
x1 + x2 + x3 = 5 (9)
x1 ≥ 0 (10)
x2 ≥ 0 (11)
x3 ≥ 0 (12)áåç äðóãè îãðàíè÷åíèÿ. Òàçè çàäà÷à å ñúùàòà êàòî çàäà÷àòà, ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äàñëîæèì 5 íåðàçëè÷èìè òîïêè â 3 ðàçëè÷íè êóòèè. �åøåíèåòî å
B1 =

(

5 + 3 − 1

3 − 1

)

= 21Ñëåäîâàòåëíî, B1 = 21 è
n = 153 − 3 × 21 = 90Òîçè âàðèàíò íà çàäà÷àòà ñúùî èìà ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ. Ñèñòåìàòà îò óñëîâèÿ (5)�(9) èìà ðåøåíèå, ñúñòîÿùî ñå îò (ñúùèíñêî) ïîäìíîæåñòâî íà òî÷êèòå îò Ôèãóðà 2. À èìåííî,îò òî÷êèòå íà Ôèãóðà 2 òðÿáâà äà ìàõíåì òåçè, êîèòî èìàò ïîíå åäíà êîîðäèíàòà, ïî-ãîëÿìàèëè ðàâíà íà 11. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ðåøåíèåòî íà (5)�(9) ñà ñèíèòå òî÷êè íà Ôèãóðà 3,à ÷åðâåíèòå òî÷êè íà íåÿ ñà òî÷êèòå ñ ïîíå åäíà êîîðäèíàòà, ïî-ãîëÿìà èëè ðàâíà íà 11.Ñèíèòå òî÷êè ñà òî÷íî 90, à ÷åðâåíèòå ñà ãðóïèðàíè â òðè òðèúãúëíèêà, âñåêè îòãîâàðÿù íàåäíî îò ìíîæåñòâàòà Bi è èìàù òî÷íî 21 òî÷êè. �îëåìèÿò òðèúãúëíèê (ñ âúðõîâå (16, 0, 0),

(0, 16, 0) è (0, 0, 16)) å ïîêðèò ñ ìðåæà îò äâå ãðóïè ëèíèè, êà�ÿâè è ÷åðíè, çà óäîáñòâî íà÷èòàòåëÿ � çà äà å ïî-ëåñíî äà ñå ñúîáðàçè, êîÿ öâåòíà òî÷êà êàêâè êîîðäèíàòè èìà.Äà ðàçãëåäàìå òðåòè âàðèàíò íà ñúùàòà çàäà÷à: êîëêî ñà öåëî÷èñëåíèòå ðåøåíèÿ íà ñèñòå-ìàòà
x1 + x2 + x3 = 16 (13)
7 ≥ x1 ≥ 0 (14)
7 ≥ x2 ≥ 0 (15)
7 ≥ x3 ≥ 0 (16)Íåêà m å òúðñåíîòî ÷èñëî. Îòíîâî ïîëçâàìå ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå. Óíè-âåðñóìúò å ñúùèÿò U ñ |U| = 153. Íåêà Ci å ìíîæåñòâîòî îò ðåøåíèÿ íà (1)�(4), òàêèâà ÷å4
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xi > 7 çà 1 ≤ i ≤ 3. Èìàìå
m = |U|−

(|C1| + |C2| + |C3|)+

(|C1 ∩ C2| + |C1 ∩ C3| + |C2 ∩ C3|)−

(|C1 ∩ C2 ∩ C3|
︸ ︷︷ ︸

0

)Â òîçè âàðèàíò íà çàäà÷àòà, ìíîæåñòâàòà Ci∩Cj çà i 6= j íå ñà ïðàçíè, òúé êàòî å âúçìîæíîäâå îò ïðîìåíëèâèòå äà ñà ïî-ãîëåìè èëè ðàâíè íà 8. ßñíî å, ÷å âñè÷êè Ci ñà ñ åäíàêâàìîùíîñò è âñè÷êè Ci ∩ Cj ñà ñ åäíàêâà ìîùíîñò. Ñëåäîâàòåëíî, ðåøåíèåòî å
m = |U| − 3|C1| + 3|C1 ∩ C2|Ñ ðàçñúæäåíèÿ, àíàëîãè÷íè íà òåçè çà |B1|, íàìèðàìå
|C1| =

(

(16 − 8) + 3 − 1

3 − 1

)

=

(

10

2

)

= 45è
|C1 ∩ C2| =

(

(16 − 2 × 8) + 3 − 1

3 − 1

)

=

(

2

2

)

= 1Áúðçà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å èñòèíà, ïîíåæå C1 ∩ C2 = {(8, 8, 0)},
C1 ∩ C3 = {(8, 0, 8)} è C2 ∩ C3 = {(0, 8, 8)}. Òîãàâà

m = 153 − 3 × 45 + 3 × 1 = 21Ôèãóðà 4 èëþñòðèðà ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà â òîçè âàðèàíò. Òî÷êèòå, ÷èèòî êîîðäèíàòè óäîâ-ëåòâîðÿâàò (13)�(16), ñà ñèíèòå òî÷êè â öåíòúðà íà ãîëåìèÿ òðèúãúëíèê, 21 íà áðîé. �Íåá-ëàãîïðèÿòíèòå� òî÷êè ñà ÷åðâåíèòå òî÷êè îòñòàíè, êàêòî è òðèòå çåëåíè òî÷êè ñ êîîðäèíàòè
(8, 8, 0), (8, 0, 8) è (0, 8, 8). Ïîñëåäíèòå èìàò îñîáåí ñòàòóò, çàùîòî ïðèíàäëåæàò íà îáåäèíå-íèåòî íà òðèòå ÷åðâåíè òðèúãúëíèêà. Êàêòî âèäÿõìå, ñúáèðàåìîòî C1∩C2+C1∩C3+C2∩C3îò èçðàçà çà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî áðîè èìåííî òåçè òðè òî÷êè.
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