
Òåîðåìàòà íà Sperner è äîêàçàòåëñòâîòî �èÌèíêî Ìàðêîâ18 íîåìâðè 2012 ã.Íåêà S å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî è íåêà n = |S|.Îïðåäåëåíèå 1. Ôàìèëèÿ íà Øïåðíåð íàä S å ìíîæåñòâî îò ïîäìíîæåñòâà íà S, íèòîåäíî îò êîèòî íå ñúäúðæà äðóãî. �Òåîðåìà 1 (Sperner). Âñÿêà Øïåðíåðîâà �àìèëèÿ íàä S èìà íàé-ìíîãî (
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) åëåìåíòà.Äîêàçàòåëñòâî: Çà öåëèòå íà òîâà äîêàçàòåëñòâî, äà äå�èíèðàìå, ÷å âåðèãà ñ äúëæèíà
p − 1 å âñÿêà ðåäèöà X1, X2, . . . , Xp îò ïîäìíîæåñòâà íà S, òàêèâà ÷å ∀i 1≤i≤p−1

(

Xi ⊂ Xi+1 ∧

¬∃Y ⊆ S(Xi ⊂ Y ⊂ Xi+1)
). Î÷åâèäíî ∀i 1≤i≤p(|Xi+1 \ Xi| = 1), ñëåäîâàòåëíî n å òî÷íà ãîðíàãðàíèöà çà äúëæèíàòà íà êîÿ äà å âåðèãà. Âñÿêà âåðèãà ñ äúëæèíà n å ìàêñèìàëíà. Ëåñíîñå ïîêàçâà, ÷å

• èìà òî÷íî n! ìàêñèìàëíè âåðèãè è
• çà ïðîçâîëíî X ⊆ A èìà òî÷íî |X|! · (n − |X|)! ìàêñèìàëíè âåðèãè, ñúäúðæàùè X.Íåêà A å ïðîèçâîëíà �àìèëèÿ íà Øïåðíåð íàä S è íåêà t = |A|. Íåêà A = {Z1, Z2, . . . , Zt} èíåêà bi = |Zi|, çà 1 ≤ i ≤ t. Ùå äîêàæåì, ÷å

t∑

i=1

bi! · (n − bi)! ≤ n! (1)Äåéñòâèòåëíî, äÿñíàòà ñòðàíà å áðîÿò íà âñè÷êè ìàêñèìàëíè âåðèãè, à ëÿâàòà å ñóìàòàâúðõó âñè÷êè åëåìåíòè íà A îò áðîåâåòå íà ìàêñèìàëíèòå âåðèãè ïðåç òÿõ. Ëåñíî ñå âèæäà,÷å çà âñåêè äâà ðàçëè÷íè åëåìåíòà Zi, Zj íà A, ìàêñèìàëíèòå âåðèãè, ìèíàâàùè ïðåç Zi, èìàêñèìàëíèòå âåðèãè, ìèíàâàùè ïðåç Zj, èìàò ïðàçíî ñå÷åíèå � àêî èìàõà íåïðàçíî ñå÷åíèå,òî åäèíèÿò îò Zi, Zj ùåøå äà å ïîäìíîæåñòâî íà äðóãèÿ. Òîãàâà ëÿâàòà ñòðàíà ìîæå äà áúäåíàé-ìíîãî n!, êîåòî å áðîÿò íà âñè÷êè ìàêñèìàëíè âåðèãè. Èìàìå ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíîñòè:
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