
�åøåíèÿ íà äîìàøíî �2 ïî Äèñêð. Ñòðóêòðóðè çà II ïîòîê ÊÍ, çèìåíñåìåñòúð 2012 ã.
Çàä. 1: Êîëêî äâàäåñåòöè�ðåíè äåñåòè÷íè ÷èñëà ìîæåì äà çàïèøåìà) áåç îãðàíè÷åíèÿ ;1 ò. á) ñ äåâåòòå öè�ðè 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, òàêà ÷å âñÿêà äà ñå ñðåùà ïîíå åäèí ïúò ;1 ò. â) ñ äåâåòòå öè�ðè 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, òàêà ÷å âñÿêà äà ñå ñðåùà ïîíå åäèí ïúò ;3 ò. ã) ñ äåñåòòå öè�ðè, òàêà ÷å âñÿêà öè�ðà äà ñå ñðåùà òî÷íî äâà ïúòè.1 ò. Â çàïèñ íà ÷èñëî íå ñå äîïóñêàò âîäåùè íóëè, îñâåí àêî òî íå å íóëà.�åøåíèå:à) ×èñëîòî òðÿáâà äà èìà òî÷íî äâàäåñåò öè�ðè. Îòãîâîðúò å, ïî ïðèíöèïà íà äå-êàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå, 9 · 1019, òúé êàòî ìíîæåñòâîòî îò çàïèñèòå íà ÷èñëàòà å

I9 × J19
10.á) Òúé êàòî íóëàòà íå ó÷àñòâà, çàäà÷àòà å ñúùàòà êàòî çàäà÷àòà, êîëêî ñà ñþðåêöèèòåñ 20 åëåìåíòåí äîìåéí è 9 åëåìåíòåí êîäîìåéí. Îòãîâîðúò å
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(9 − k)20 = 4 358 654 246 117 808 000ïî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî.â) Èìà 8 âúçìîæíîñòè çà âîäåùàòà öè�ðà, ïîíåæå íóëàòà íå ìîæå äà å âîäåùà. Ñëåäêàòî âåäíúæ èçáåðåì âîäåùàòà öè�ðà, âå÷å íå å çàäúëæèòåëíî, âúïðåêè ÷å îñòàâàâúçìîæíî, òÿ äà ñå ïîÿâè íà îñòàíàëèòå 19 ïîçèöèè. Ñëåäîâàòåëíî, òúðñèì áðîÿíà �óíêöèèòå ñ 19 åëåìåíòåí äîìåéí îò ïîçèöèèòå, äà ãî íàðå÷åì X è 9 åëåìåíòåíêîäîìåéí îò öè�ðèòå, äà ãî íàðå÷åì Y, òàêèâà ÷å 8 äàäåíè åëåìåíòà îò äîìåéíàäà áúäàò çàäúëæèòåëíî èçîáðàæåíèÿ. �àçñúæäåíèÿòà ñà ïàê ñ ìåòîäà íà âêëþ÷-âàíå è èçêëþ÷âàíå. Óíèâåðñóìúò èìà ìîùíîñò 919 � òîëêîâà ñà âñè÷êè òîòàëíè�óíêöèè f : X → Y. Çà âñåêè îò çàäúëæèòåëíèòå 8 åëåìåíòà, �óíêöèèòå, êîèòî íåãî �ïîêðèâàò�, ñà (9 − 1)19. �àçëèêàòà
919 − 8 · (9 − 1)19îáà÷å å ïî-ìàëêà îò âåðíèÿ îòãîâîð, çàùîòî âàäè íÿêîè �óíêöèè ïî ïîâå÷å îòåäèí ïúò. Ïðîäúëæàâàìå ñ ðàçñúæäåíèÿòà ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî èèçêëþ÷âàíåòî: çà âñÿêà äâîéêà îò çàäúëæèòåëíèòå 8 åëåìåíòà, à èìà (
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) òàêèâàäâîéêè, �óíêöèèòå, êîèòî íå ïîêðèâàò òåçè åëåìåíòè, ñà (9−2)19, è òàêà íàòàòúê.Ïîëó÷àâàìå
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(9−8)19êîåòî å 484 294 916 235 312 000. Ñúîáðàçÿâàìå, ÷å òîâà å ñàìî çà åäíà îò îñåìòå âúç-ìîæíè âîäåùè öè�ðè, è ïîëó÷àâàìå êðàéíèÿ îòãîâîð 8×484 294 916 235 312 000 =

3 874 359 329 882 496 000.



ã) Âîäåùàòà öè�ðà å êîÿ äà å, ðàçëè÷íà îò íóëàòà. Çà âñÿêà îò òåçè 9 âúçìîæíîñòèèìàìå 19 ïîçèöèè, íà êîèòî ïîñòàâÿìå åäíà öè�ðà îò âèäà, êîéòî ñëîæèõìå âíà÷àëîòî, è îùå äåâåò äâîéêè öè�ðè. Îòãîâîðúò ñå ïîëó÷àâà êàòî ïðîèçâåäåíèåîò 9 è ìóëòèíîìåí êîå�èöèåíò:
9 ×

19!

1! × 2! × 2! × · · · × 2!︸ ︷︷ ︸
9 ïúòè = 2 138 292 780 624 000

�Çàä. 2: Èçìåæäó ÷èñëàòà 1, 2, . . . , 1010, êîè ñà ïîâå÷å: òåçè, ÷èèòî çàïèñ (â äåñåòè÷íà1 ò. ïîçèöèîííà áðîéíà ñèñòåìà) ñúäúðæà öè�ðàòà 9, èëè äðóãèòå, ÷èèòî çàïèñ íå ñúäúð-æà 9?�åøåíèå: Ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíà áèåêöèÿ ìåæäó òåçè ÷èñëà è âåêòîðèòå îò J =

J10
10 \ J10

1 . ×èñëàòà, èìàùè ïîíå åäíà äåâÿòêà â äåñåòè÷íèÿ ñè çàïèñ, îòãîâàðÿò íà òî÷íîòåçè âåêòîðè, èìàùè ïîíå åäíà äåâÿòêà. Íåêà J ′ ñà âåêòîðèòå ñ ïîíå åäíà äåâÿòêà, à
J ′′ ñà òåçè áåç íèòî åäíà äåâÿòêà. Î÷åâèäíî J ñå ðàçáèâà íà J ′ è J ′′, òàêà ÷å |J ′| =

|J |−|J ′′|. Î÷åâèäíî |J10
10| = 1010 ïî �îðìóëàòà çà áðîÿ íà êîìáèíàòîðíèòå êîí�èãóðàöèèñ íàðåáäà è ñ ïîâòîðåíèå è |J10

1 | = 110 ïî ñúùàòà ïðè÷èíà. Òîãàâà |J | = 1010 − 1. Îñâåíòîâà, J ′′ = J10
9 \ J10

1 è àíàëîãè÷íî |J ′′| = 910 − 1. Ñëåäîâàòåëíî ÷èñëàòà, ÷èèòî çàïèññúäúðæà 9, ñà 1010−910 = 6 513 215 599. Âñè÷êè ÷èñëà ñà 1010, ñëåäîâàòåëíî òåçè, ÷èèòîçàïèñ íÿìà 9, ñà 3 486 784 401. Î÷åâèäíî òåçè îò ïúðâèÿ âèä ñà ïîâå÷å.Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðåøè è äðóãîÿ÷å. Òâúðäèì, ÷å ðåêóðåíòíîòî îòíîøåíèå
Tn =

{
1, àêî n = 1

9Tn−1 + 10n−1, àêî n > 1äàâà áðîÿ íà ÷èñëàòà ñ íå ïîâå÷å îò n öè�ðè â äåñåòè÷íà áðîéíà ñèñòåìà, ÷èèòî çàïèñèìà ïîíå åäíà äåâÿòêà. Àðãóìåíòàöèÿòà å, ÷å ìíîæåñòâîòî îò òåçè ÷èñëà ñå ðàçáèâà íàòðè ïîäìíîæåñòâà:
• Tn−1.
• ÷èñëàòà, êîèòî êîèòî èìàò òî÷íî n öè�ðè è ñå ïîëó÷àâàò îò ÷èñëàòà îò Tn−1 ÷ðåçïîñòàâÿíå âëÿâî (êàòî âîäåùà öè�ðà) íà íÿêîÿ îò öè�ðèòå {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} èâäÿñíî îò íåÿ, çàïèñà íà ÷èñëîòî îò Tn−1, êàòî ïðè òîâà, àêî òîçè çàïèñ èìà ïî-ìàëêî îò n−1 öè�ðè, ïîïúëâàìå ñ íåîáõîäèìèÿ áðîé íóëè ìåæäó âîäåùàòà öè�ðàè íåãî, òàêà ÷å îáùàòà äúëæèíà äà ñòàíå òî÷íî n. Òîâà ìíîæåñòâî èìà ìîùíîñò

8Tn−1.
• ÷èñëàòà, êîèòî èìàò òî÷íî n öè�ðè è âîäåùà öè�ðà 9. Òîâà ìíîæåñòâî èìà ìîù-íîñò 10n−1.�åøåíèåòî íà òîâà ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå å Tn = 10n − 9n. �Çàä. 3: �àçãëåäàéòå ñëåäíàòà ïðàâîúãúëíà ìðåæà:2 ò. 2



�àçãëåäàéòå âñè÷êè ïðèäâèæâàíèÿ â íåÿ, â êîèòî òðúãâàòå îò äîëíèÿ ëÿâ úãúë, ìàðêè-ðàí ñ æúëò êðúã, è ïðèñòèãàòå â ãîðíèÿ äåñåí úãúë, ìàðêèðàí ñúñ çåëåí êðúã. �àçðåøåíèñà õîäîâå ñàìî íàãîðå èëè íàäÿñíî ïî ìðåæàòà, ñúùî êàêòî â ïðèìåðà íà ëåêöèè. Êîëêîîò òåçè ïðèäâèæâàíèÿ ìèíàâàò ïðåç ïîíå åäíà îò òðèòå ïðåñå÷êè, îçíà÷åíè ñ êà�ÿâèêðúãîâå?�åøåíèå: Äà íîìåðèðàìå òî÷êèòå p1, p2 è p3:
p1

p2

p3

Íåêà Nk å ìíîæåñòâîòî îò ïðèäâèæâàíèÿòà, ìèíàâàùè ïðåç pk, çà 1 ≤ k ≤ 3. Òúðñèì
|N1 ∪ N2 ∪ N3|. Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî,

|N1∪N2∪N3| = |N1|+ |N2|+ |N3|−(|N1∩N2|+ |N2∩N3|+ |N1∩N3|)+ |N1∩N2∩N3|Èìàìå:
|N1| =

(
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= 30 030
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= 25 200
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= 30 030
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(

3 + 2

2

)(

3 + 2

2

)(

7 + 3

3

)

= 12 000
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)

= 10 050
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(

3 + 2

2

)(

7 + 3

3

)(

3 + 2

2

)

= 12 000
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= 5 000Îòãîâîðúò å 56 210. �Çàä. 4: Â ëåêöèîííà çàëà ñ 10 ìåñòà, ïîäðåäåíè â ðåäèöà, ñåäÿò 10 ñòóäåíòà. Ñ ïðèñ-òèãàíåòî ñè ïðåïîäàâàòåëÿò èçèñêâà ñòóäåíòèòå äà ñå ðàçìåñòÿò òàêà, ÷å íèêîé äà íåñåäè íà ìÿñòîòî, íà êîåòî ñåäè â ìîìåíòà. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæå äà ñòàíå òîâà, àêî:3



• âñè÷êè ñòóäåíòè èçïúëíÿâàò èçèñêâàíåòî;1 ò.
• òî÷íî òðè ñòóäåíòà îòêàçâàò äà ñå ïðåìåñòÿò;1 ò.
• âñè÷êè ñòóäåíòè èçïúëíÿâàò èçèñêâàíåòî, íî ïðè îãðàíè÷åíèåòî, ÷å òåçè, êîèòî1 ò. ñà áèëè âëÿâî îò ñðåäàòà íà ðåäèöàòà, îñòàâàò âëÿâî îò íåÿ è ñëåä ïðåìåñòâàíåòî;
• âñè÷êè ñòóäåíòè èçïúëíÿâàò èçèñêâàíåòî, íî ïðè îãðàíè÷åíèåòî,Áîíóñ 4 ò. ÷å ðàçìåñòâàíåòî èìà åäíà èëè äâå îðáèòè?�åøåíèå: Â ïúðâàòà ïîäçàäà÷à ñòàâà äóìà çà ïåðìóòàöèè íà 10 åëåìåíòà, ïðè êîèòîíèòî åäèí åëåìåíò íå ñè å íà ìÿñòîòî. Îòãîâîðúò å 10!

∑10

k=0

(−1)k

k!
= 1 334 961, êîåòî ñåïîêàçâà ëåñíî ñ ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå. Âúâ âòîðàòà ïîäçàäà÷à ñòàâàäóìà çà ñúùîòî, ñàìî ÷å åëåìåíòèòå ñà 7. Îòãîâîðúò å 7!

∑7

k=0

(−1)k

k!
= 1 854. Â òðåòàòàïîäçàäà÷à ìíîæåñòâîòî îò ðåøåíèÿòà å äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå íà äâå ìíîæåñòâàïåðìóòàöèè, âñÿêà íà 5 åëåìåíòà è òàêàâà, ÷å íèêîé åëåìåíò íå ñè îñòàâà íà ìÿñòîòî.Îòãîâîðúò å (

5!
∑5

k=0

(−1)k

k!

)2

= 442 = 1 936.Äà ðàçãëåäàìå áîíóñ çàäà÷àòà. Î÷åâèäíî áðîÿò íà îðáèòèòå íà ïåðìóòàöèÿ íà n åëå-ìåíòà å ÷èñëî ìåæäó 1 è n. Ëåñíî ñå çàáåëÿçâà, ÷å ïåðìóòàöèÿ äà ðàçìåñòâà âñè÷êèåëåìåíòè (íèêîé äà íå ñè îñòàâà íà ìÿñòîòî) å ñúùîòî êàòî ãðà�à íà ïåðìóòàöèÿòà(îïèñàí â óïúòâàíåòî êúì óñëîâèåòî) äà íÿìà ïðèìêè. Àêî åëåìåíòèòå ñà ïîâå÷å îòåäèí, êàêòî å â òàçè çàäà÷à, è îðáèòàòà å ñàìî åäíà, íÿìà êàê åëåìåíò äà ñè îñòàíåíà ìÿñòîòî. Ñëåäîâàòåëíî, âñè÷êè ïåðìóòàöèè ñúñ ñàìî åäíà îðáèòà ñà îò âèäà, êîéòîèñêàìå äà áðîèì. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ïåðìóòàöèèòå ñúñ ñàìî åäíà îðáèòà íà n åëåìåíòàñà (n − 1)! íà áðîé, â íàøàòà çàäà÷à òîâà å 9! = 362 880.Ñåãà äà ðàçãëåäàìå ïåðìóòàöèèòå ñ òî÷íî äâå îðáèòè íà n åëåìåíòà. Äà îçíà÷èì òîâàêîëè÷åñòâî ñ T(n). Î÷åâèäíî T(1) = 0 è T(2) = 1. Ùå ïîêàæåì, ÷å
T(n) = (n − 1)T(n − 1) + (n − 2)! (1)Äà ðàçãëåäàìå âñè÷êè âúçìîæíîñòè çà îáðàçóâàíå íà ïåðìóòàöèÿ ñ äâå îðáèòè íà nåëåìåíòà {a1, a2, . . . , an} îò ïåðìóòàöèÿ (íå íåïðåìåííî ñ äâå îðáèòè) íà n− 1 åëåìåíòà

{a1, a2, . . . , an−1}. Èìàìå ñëåäíîòî ðàçáèâàíå.
• Ïåðìóòàöèÿòà íà {a1, a2, . . . , an−1} èìà òî÷íî äâå îðáèòè, çà êîåòî èìà T(n − 1)íà÷èíà. Â òîçè ñëó÷àé �âìúêâàìå� an â ñúùåñòâóâàùà îðáèòà, êîåòî ìîæåì äàíàïðàâèì ïî n − 1 íà÷èíà íåçàâèñèìî îò òîâà êîëêî å äúëãà åäíàòà èëè äðóãàòàîðáèòà, âàæíîòî å, ÷å äúëæèíèòå èì ñå ñóìèðàò äî n − 1.
• Ïåðìóòàöèÿòà íà {a1, a2, . . . , an−1} èìà òî÷íî åäíà îðáèòà. Â òîçè ñëó÷àé an òðÿáâàäà îáðàçóâà åäíîåëåìåíòíà îðáèòà, çà äà ìîæå äà èìàìå îáùî äâå îðáèòè âúðõó

{a1, a2, . . . , an}. Êàêòî âèäÿõìå, ïåðìóòàöèèòå íà {a1, a2, . . . , an−1} ñ òî÷íî åäíàîðáèòà ñà (n − 2)!.Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà ðàçáèâàíåòî, èìàìå (1). Òîâà ðåêóðåíòíî îòíîøåíèå íå ìîæåäà ñå ðåøè ñ ìåòîäà ñ õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå, íî ìîæå äà ñå ðåøè ñ ðàçâèâàíå.
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×èñëîòî 10 å äîñòàòú÷íî ìàëêî, òàêà ÷å îòíîøåíèåòî äà ìîæå äà ñå ðàçâèå íàïúëíî ñíà÷àëíî óñëîâèå T(2) = 1.
T(10) = 9T(9) + 8!

= 9(8T(8) + 7!) + 8!

= 9 · 8T(8) + 9 · 7! + 8!

= 9 · 8(7T(7) + 6!) + 9 · 7! + 8!

= 9 · 8 · 7T(7) + 9 · 8 · 6! + 9 · 7! + 8!

= 9 · 8 · 7(6T(6) + 5!) + 9 · 8 · 6! + 9 · 7! + 8!

= 9 · 8 · 7 · 6T(6) + 9 · 8 · 7 · 5! + 9 · 8 · 6! + 9 · 7! + 8!

· · ·

= 9 · 8 · · ·3(2T(2) + 1!) + 9 · 8 · · ·4 · 2 + 9 · 8 · · ·5 · 3 · 2 + · · ·+ 9 · 7! + 8!

= 9! + 9 · 8 · · ·3 · 1 + 9 · 8 · · ·4 · 2 + 9 · 8 · · ·5 · 3 · 2 + · · ·+ 9 · 7! + 8! (2)Î÷åâèäíî (2) ñå ñúñòîè îò 9 ñúáèðàåìè, âñÿêî îò êîåòî å 9! ñ òî÷íî åäèí ëèïñâàùìíîæèòåë èçìåæäó 1, . . . , 9 (ìîæåì äà ñè ìèñëèì, ÷å â 9! ëèïñâà åäèíèöàòà). Òîãàâà
T(10) = 9! ·

9∑

k=1

1

k
= 1 026 576Çàáåëÿçâàìå, ÷å T(10) íå ðàâíî íà, à å ïîâå÷å îò, áðîÿ íà èíòåðåñóâàùèòå íè ïåðìóòàöèèñ òî÷íî äâå îðáèòè. Ïðè÷èíàòà å, íÿêîè îò òåçè ïåðìóòàöèè îñòàâÿò åäèí åëåìåíò íàìÿñòîòî ìó � à èìåííî ïåðèìóòàöèèòå, êîèòî èìàò (òî÷íî åäíà) åäíîåëåìåíòíà îðáèòà.Òðÿáâà äà èçâàäèì òåõíèÿ áðîé îò T(10). Íåêà S(n) å áðîÿò íà ïåðìóòàöèèòå íà nåëåìåíòà, â êîèòî èìà òî÷íî äâå îðáèòè è åäíàòà îò òÿõ ñå ñúñòîè îò åäèí åëåìåíò(òîåñò, å ïðèìêà). Íà÷èíèòå äà áúäå èçáðàí åëåìåíòúò ñ ïðèìêàòà ñà n, çà âñåêè îòòÿõ îñòàíàëèòå n − 1 ìîæå äà áúäàò ðàçìåñòåíè ñ åäíà îðáèòà ïî (n − 2)! íà÷èíà.Ñëåäîâàòåëíî, S(n) = n(n − 2)!. Â íàøàòà çàäà÷à S(10) = 403 200.Áðîÿò íà ïåðìóòàöèèòå ñ òî÷íî äâå îðáèòè, êîèòî íå îñòàâÿò íèòî åäèí åëåìåíò íàìÿñòî, ñà T(10)− S(10) = 623 376. Áðîÿò íà ïåðìóòàöèèòå ñ åäíà èëè äâå îðáèòè òîãàâàå 362 880 + 623 376 = 986 256.Çàä. 5: Íåêà

Fn =






0, àêî n = 0

1, àêî n = 1

Fn−1 + Fn−2, àêî n > 1Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å ∀n ∈ N ∃k ∈ N : F3n = 2k2 ò. Äîêàæåòå îùå ïî èíäóêöèÿ, ÷å ∀n ∈ N ∃k ∈ N : F5n = 5kÈ òîâà åáîíóñ, 2 ò. Äîêàçàòåëñòâî íà ïúðâîòî òâúðäåíèå: Ùå äîêàæåì ïî-ñèëíî òâúðäåíèå: âñÿêî÷èñëî íà Ôèáîíà÷è å ÷åòíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî èíäåêñúò ñå äåëè íà 3. Òîåñò,5



F3n ñà ÷åòíè, à F3n+1 è F3n+2 ñà íå÷åòíè, çà âñÿêî åñòåñòâåíî n. Áàçàòà å çà n = 0: F0 = 0íàèñòèíà å ÷åòíî, à F1 = 1 è F2 = 1 ñà íå÷åòíè. ✓Äîïóñêàìå, ÷å çà íÿêàêâî åñòåñòâåíî n, F3n å ÷åòíî, à F3n+1 è F3n+2 ñà íå÷åòíè.�àçãëåæäàìå F3(n+1) = F3n+3, F3(n+1)+1 = F3n+4 è F3(n+1)+2 = F3n+5.
F3n+3 = F3n+2︸ ︷︷ ︸íå÷åòíî + F3n+1︸ ︷︷ ︸íå÷åòíî︸ ︷︷ ︸÷åòíî
F3n+4 = F3n+3︸ ︷︷ ︸÷åòíî + F3n+2︸ ︷︷ ︸íå÷åòíî︸ ︷︷ ︸íå÷åòíî
F3n+5 = F3n+4︸ ︷︷ ︸íå÷åòíî + F3n+3︸ ︷︷ ︸÷åòíî︸ ︷︷ ︸íå÷åòíî

Äîêàçàòåëñòâî íà áîíóñà: Ùå äîêàæåì ïî-ñèëíî òâúðäåíèå: âñÿêî ÷èñëî íà Ôèáî-íà÷è ñ èíäåêñ, äåëÿù ñå íà 5, ñå äåëè íà 5, è âñÿêî ÷èñëî íà Ôèáîíà÷è ñ èíäåêñ, äàâàùîñòàòúê 1 ïðè äåëåíèå íà 5, íå ñå äåëè íà 5. Òîåñò, F5n ñå äåëè íà 5, à F5n+1 íå ñå äåëèíà 5. Áàçàòà å çà n = 0: F0 = 0 íàèñòèíà ñå äåëè íà 5, à F1 = 1, íå. ✓Äîïóñêàìå, ÷å çà íÿêàêâî åñòåñòâåíî n, F5n ñå äåëè íà 5, à F5n+1, íå. Òîãàâà F5n äàâàîñòàòúê 0, à F5n+1 äàâà îñòàòúê 1 èëè 2 èëè 3 èëè 4, ïðè äåëåíèå íà 5. Ùå ðàçãëåäàìåòåçè ñëó÷àè ïîîòäåëíî.Àêî F5n äàâà îñòàòúê 0 è F5n+1 äàâà îñòàòúê 1 ïðè äåëåíèå íà 5, òî îñòàòúöèòå íà
F5n+2, F5n+3, F5n+4, F5n+5 = F5(n+1), F5n+6 = F5(n+1)+1 ñà ñúîòâåòíî 1, 2, 3, 0 è 3.Àêî F5n äàâà îñòàòúê 0 è F5n+1 äàâà îñòàòúê 2 ïðè äåëåíèå íà 5, òî îñòàòúöèòå íà
F5n+2, F5n+3, F5n+4, F5n+5 = F5(n+1), F5n+6 = F5(n+1)+1 ñà ñúîòâåòíî 2, 4, 1, 0 è 1.Àêî F5n äàâà îñòàòúê 0 è F5n+1 äàâà îñòàòúê 3 ïðè äåëåíèå íà 5, òî îñòàòúöèòå íà
F5n+2, F5n+3, F5n+4, F5n+5 = F5(n+1), F5n+6 = F5(n+1)+1 ñà ñúîòâåòíî 3, 1, 4, 0 è 4.Àêî F5n äàâà îñòàòúê 0 è F5n+1 äàâà îñòàòúê 4 ïðè äåëåíèå íà 5, òî îñòàòúöèòå íà
F5n+2, F5n+3, F5n+4, F5n+5 = F5(n+1), F5n+6 = F5(n+1)+1 ñà ñúîòâåòíî 4, 3, 2, 0 è 2. �Çàä. 6: Çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî x è åñòåñòâåíî n, íîòàöèÿòà xn å êðàòúê çàïèñ çà:4 ò.

x(x − 1)(x − 2) · · · (x − n + 1) =

n−1∏

k=0

(x − k)Äîêàæåòå ñëåäíèÿ àíàëîã íà òåîðåìàòà íà Íþòîí:
(x + y)n =

n∑

k=0

(

n

k

)

xk yn−k x, y, n ∈ N (3)
6



�åøåíèå:
(x + y)n =

n∑

k=0

(

n

k

)

xk yn−k ↔

(x + y)n

n!
=

∑n

k=0

(

n

k

)

xk yn−k

n!
↔

( ïðèëàãàìå âëÿâî pq

q!
=

(

p

q

))

(

x + y

n

)

=

n∑

k=0

(

n

k

)

n!
xk yn−k ↔

(

x + y

n

)

=

n∑

k=0

n!
k!(n−k)!

n!
xk yn−k ↔

(

x + y

n

)

=

n∑

k=0

1

k!(n − k)!
xk yn−k ↔

(

x + y

n

)

=

n∑

k=0

xk

k!

yn−k

(n − k)!
↔

( äâà ïúòè ïðèëàãàìå âäÿñíî pq

q!
=

(

p

q

))

(

x + y

n

)

=

n∑

k=0

(

x

k

) (

y

n − k

) (4)Òúæäåñòâî (4) ìîæåì ëåñíî äà äîêàæåì ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ: èçáèðàìå nåëåìåíòà îò (x + y)-åëåìåíòíî ìíîæåñòâî, â êîåòî x åëåìåíòà ñà �áåëè�, à îñòàíàëèòå
y, �÷åðíè�. Èçìåæäó èçáðàíèòå åëåìåíòè, k ñà áåëè, çà íÿêàêâî k, òàêîâà ÷å 0 < k <min {n, x}, ñúîòâåòíî n − k ñà ÷åðíè. Ëÿâàòà ñòðàíà íà (4) áðîè äèðåêòíî íà÷èíèòå çàèçáèðàíåòî, à äÿñíàòà áðîè ïî-äåòàéëíî, ïðàâåéêè ðàçáèâàíå ïî áðîÿ íà áåëèòå åëåìåíòèâ èçáðàíîòî ïîäìíîæåñòâî. Àêî x < n, êîåòî å âúçìîæíî äîðè êîãàòî x+y ≥ n, âñè÷êèáèíîìíè êîå�èöèåíòè (

x

k

), â êîèòî x < k, ñà íóëè. Òúæäåñòâîòî (

2n

n

)

=
∑n

k=0

(

n

k

)2,äîêàçàíî íà ëåêöèÿ, å ÷àñòåí ñëó÷àé íà (4). �
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