
�åøåíèÿ íà ñåìåñòðèàëíîòî êîíòðîëíî ïî ÄÑ, ÊÍ, 04.12.2012 ã.Òîâà ñà ðåøåíèÿòà è íà äâàòà âàðèàíòà íà êîíòðîëíîòî.Çàäà÷à�áîíóñ Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà áúäàò õâúðëåíè 5 íåðàçëè÷èìè çàðà, òàêà ÷å äàèçëÿçàò òî÷íî 3 ðàçëè÷íè ÷èñëà?�åøåíèå: Ïî (

6

3

)

= 20 íà÷èíà ìîæåì äà èçáåðåì 3 ÷èñëà îò 6. Çà âñåêè îò òåçè 20 íà÷èíà:1. èëè åäíî ÷èñëî ñå ïîÿâÿâà òðè ïúòè è äâåòå äðóãè ÷èñëà ïî åäèí ïúò,2. èëè åäíî ÷èñëî ñå ïîÿâÿâà äâà ïúòè, äðóãî ÷èñëî ñúùî äâà ïúòè, è òðåòîòî ÷èñëî åäèí ïúò.Â ïúðâèÿ ñëó÷àé èìàìå 3 âúçìîæíîñòè (êîå äà å ÷èñëîòî îò òðèòå, ïîÿâÿâàùî ñå 3 ïúòè), à âúââòîðèÿ ñëó÷àé ñúùî 3 âúçìîæíîñòè (êîå äà å ÷èñëîòî îò òðèòå, ïîÿâÿâàùî ñå 1 ïúò). Îòãîâîðúò å
20 · (3 + 3) = 120. �Çàäà÷à Êîëêî ÷åòèðèöè�ðåíè ÷èñëà, çàïèñàíè êàòî abcd â äåñåòè÷íà ïîçèöèîííà áðîéíà ñèñòåìàóäîâëåòâîðÿâàò |a − d| = 2? Âîäåùà íóëà íå ñå äîïóñêà, òàêà ÷å a ∈ {1, 2, . . . , 9} è b, c, d ∈ {0, 1, . . . , 9}.�åøåíèå: Òúé êàòî

|a − d| = 2 ↔ a − d = 2 ⊕ a − d = −2èìà òî÷íî 15 âúçìîæíîñòè çà íàðåäåíàòà äâîéêà (a, d):
(a, d) ∈ {(1, 3), (2, 4), (3, 5), (4, 6), (5, 7), (6, 8), (7, 9), (9, 7), (8, 6), (7, 5), (6, 4), (5, 3), (4, 2), (3, 1), (2, 0)}Çà îñòàíàëèòå äâå öè�ðè íÿìàìå îãðàíè÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëíî èìà òî÷íî 100 âúçìîæíîñòè çà íàðåäåíèòåäâîéêè îò òÿõ. Ïî ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî îòãîâîðúò å 15 × 100 = 1 500 �Çàäà÷à Äà ñå äîêàæå ïî èíäóêöèÿ, ÷å ∀n ∈ N
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�Çàäà÷à Äà ñå äîêàæå ïî èíäóêöèÿ, ÷å ∀n ∈ N
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�Çàäà÷à Íåêà A = {x ∈ N | 1014 ≤ x ≤ 1015 − 1}. Çà âñÿêî n ∈ N îçíà÷àâàìå ñ N3(n) áðîÿ íà öè�ðèòå
3 â çàïèñà íà n â äåñåòè÷íà áðîéíà ñèñòåìà, ïðèìåðíî N3(758) = 0 è N3(12 343) = 2. Íåêà Rel ⊆ A×Aå ðåëàöèÿòàRel = {(a, b) |a ∈ A ∧ b ∈ A ∧ N3(a) = N3(b)}Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å Rel å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Àêî å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò,îïðåäåëåòå êëàñîâåòå �è íà åêâèâàëåíòíîñò.�åøåíèå: �åëàöèÿòà å ðå�ëåêñèâíà, ñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâíà, êîåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îòñâîéñòâàòà íà ðåëàöèÿòà �ðàâåíñòâî�:ðå�ëåêñèâíîñò òðèâèàëíî å ðå�ëåêñèâíà,ñèìåòðè÷íîñò àêî åäíî ÷èñëî èìà öè�ðè 3 â çàïèñà ñè êîëêîòî äðóãî, òî è äðóãîòî èìà òîëêîâà,êîëêîòî ïúðâîòî,òðàíçèòèâíîñò àêî åäíî ÷èñëî èìà òîëêîâà öè�ðè 3 â çàïèñà ñè êîëêîòî äðóãî, à äðóãîòî êîëêîòîòðåòî, òî ïúðâîòî èìà òîëêîâà, êîëêîòî òðåòîòî.Ñëåäîâàòåëíî, ðåëàöèÿòà å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ∀n ∈ A : N3(n) ∈ {0, 1, . . . ,

15}. �åëàöèÿòà èìà 16 êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò, êàòî i-èÿò êëàñ, 0 ≤ i ≤ 15, ñå ñúñòîè òî÷íî îò ÷èñëàòà,èìàùè i íà áðîé öè�ðè 3 â çàïèñà ñè. �Çàäà÷à Íåêà A = {x ∈ N | 1 ≤ x ≤ 1021 − 1}. Çà âñÿêî n ∈ N îçíà÷àâàìå ñ N(n) áðîÿ íà öè�ðèòå âçàïèñà íà n â äåñåòè÷íà áðîéíà ñèñòåìà, ïðèìåðíî N(131) = 3 è N(68 404) = 5. Íåêà Rel ⊆ A × A åðåëàöèÿòàRel = {(a, b) |a ∈ A ∧ b ∈ A ∧ N(a) = N(b)}Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å Rel å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Àêî å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò,îïðåäåëåòå êëàñîâåòå �è íà åêâèâàëåíòíîñò.�åøåíèå: �åëàöèÿòà å ðå�ëåêñèâíà, ñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâíà, êîåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îòñâîéñòâàòà íà ðåëàöèÿòà �ðàâåíñòâî�:ðå�ëåêñèâíîñò òðèâèàëíî å ðå�ëåêñèâíà,ñèìåòðè÷íîñò àêî åäíî ÷èñëî èìà òîëêîâà öè�ðè â çàïèñà ñè êîëêîòî äðóãî, òî è äðóãîòî èìà òîë-êîâà, êîëêîòî ïúðâîòî,òðàíçèòèâíîñò àêî åäíî ÷èñëî èìà òîëêîâà öè�ðè â çàïèñà ñè êîëêîòî äðóãî, à äðóãîòî êîëêîòîòðåòî, òî ïúðâîòî èìà òîëêîâà, êîëêîòî òðåòîòî.Ñëåäîâàòåëíî, ðåëàöèÿòà å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ∀n ∈ A : N(n) ∈ {1, 2, . . . ,

21}. �åëàöèÿòà èìà 21 êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò, êàòî i-èÿò êëàñ, 1 ≤ i ≤ 21 ñå ñúñòîè òî÷íî îò ÷èñëàòà,èìàùè i íà áðîé öè�ðè â çàïèñà ñè. �Çàäà÷à Øåñòíàäåñåò òî÷êè ñà ðàçïîëîæåíè â ðàâíèíàòà êàêòî å ïîêàçàíî íà �èãóðàòà äîëó. Êîëêîðàçëè÷íè òðèúãúëíèêà èìàò âúðõîâå èçìåæäó òåçè òî÷êè?
2



�åøåíèå: Âñÿêî ïîäìíîæåñòâî îò òðè òî÷êè îïðåäåëÿ åäèí òðèúãúëíèê òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòîòðèòå òî÷êè íå ñà êîëèíåàðíè. Îò áðîÿ íà âñè÷êè âúçìîæíè èçáèðàíèÿ íà 3 òî÷êè îò 16 ïðåìàõâàìåáðîÿ íà òåçè èçáèðàíèÿ, ïðè êîèòî òî÷êèòå ñà êîëèíåàðíè. Èçáèðàíèÿòà, ïðè êîèòî òðè òî÷êè ñà êîëè-íåàðíè, ñà 4
(
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), çàùîòî òðèòå êîëèíåàðíè òî÷êè ìîæå äà ñà�åäíîâðåìåííî�âúðõó âñÿêà îò ÷åòèðèòåñòðàíè, à âñÿêà ñòðàíà ñúäúðæà ïåò òî÷êè. Îòãîâîðúò å (
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)

− 4 ·
(
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= 520. �Çàäà÷à Îïèøåòå âñè÷êè ÷àñòè÷íè íàðåäáè íàä ìíîæåñòâîòî {a, b, c}, çà êîèòî c å åäèíñòâåí ìèíè-ìàëåí åëåìåíò.�åøåíèå: �åëàöèèòå ñà
R1 = {(a, a), (b, b), (c, c), (c, a), (a, b), (c, b)}

R2 = {(a, a), (b, b), (c, c), (c, b), (b, a), (c, a)}

R3 = {(a, a), (b, b), (c, c), (c, a), (c, b)}

�Çàäà÷à Äàäåíà å ãðóïà îò 45 ÷îâåêà, âñåêè îò êîèòî èçó÷àâà ïîíå åäèí îò åçèöèòå àíãëèéñêè,íåìñêè, �ðåíñêè è èñïàíñêè. Êîëêî ÷îâåêà èçó÷àâàò àíãëèéñêè, �ðåíñêè è èñïàíñêè, àêî å èçâåñòíî,÷å 26 äóøè ó÷àò àíãëèéñêè, 23 íåìñêè, 18 �ðåíñêè, 26 èñïàíñêè, 10 àíãëèéñêè è íåìñêè, 11 àíãëèéñêè è�ðåíñêè, 16 àíãëèéñêè è èñïàíñêè, 8 íåìñêè è �ðåíñêè, 10 íåìñêè è èñïàíñêè, 11 �ðåíñêè è èñïàíñêè,
4 àíãëèéñêè, íåìñêè è �ðåíñêè, 5 àíãëèéñêè, íåìñêè è èñïàíñêè, 3 íåìñêè, �ðåíñêè è èñïàíñêè, è 2äóøè ó÷àò è ÷åòèðèòå åçèêà?�åøåíèå: Íåêà x å òúðñåíîòî ÷èñëî. Îò ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå èìàìå

45 = 26 + 23 + 18 + 26 − (10 + 11 + 16 + 8 + 10 + 11) + 4 + 5 + x + 3 − 2Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å x = 8. �Çàäà÷à Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, áåç äà èçïîëçâàòå òàáëè÷íèÿ ìåòîä, ÷å çà âñåêè òðè ìíîæåñòâà
A, B è C å âÿðíî ñëåäíîòî òâúðäåíèå:à) (A \ B) × C = (A × C) \ (B × C).á) (A \ B) ∪ C = (A ∪ C) \ (B ∪ C).Çà äîêàçàòåëñòâî å äîïóñòèìî äà èçïîëçâàòå ñàìî ðàçñúæäåíèÿ è èçó÷àâàíè åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçó-âàíèÿ, à çà îïðîâåðæåíèå, ñàìî êîíòðàïðèìåð. Äèàãðàìèòå íà Âåí íå ìîæå äà ñå èçïîëçâàò íèòî çàäîêàçàòåëñòâî, íèòî çà îïðîâåðæåíèå.�åøåíèå: Ïúðâîòî òâúðäåíèå å âÿðíî. Ùå ãî ïîêàæåì òîâà ñ ðàçñúæäåíèÿ. Ìíîæåñòâîòî (A\B)×Cñå ñúñòîè îò âñè÷êè íàðåäåíè äâîéêè (x, y), òàêèâà ÷å x ∈ A \ B ∧ y ∈ C, òîåñò

x ∈ A ∧ x 6∈ B ∧ y ∈ C (1)Ìíîæåñòâîòî (A × C) \ (B × C) ñå ñúñòîè îò âñè÷êè íàðåäåíè äâîéêè (u, v), òàêèâà ÷å (u, v) ∈ A × C è
(u, v) 6∈ B × C. Èìàìå

(u ∈ A ∧ v ∈ C) ∧ ¬(u ∈ B ∧ v ∈ C) ↔ (çàêîí íà Äå Ìîðãàí)
(u ∈ A ∧ v ∈ C) ∧ (¬(u ∈ B) ∨ ¬(v ∈ C)) ↔ (äèñòðèáóòèâíîñò íà êîíþíêöèÿ âúðõó äèçþíêöèÿ)
((u ∈ A ∧ v ∈ C) ∧ (¬(u ∈ B))) ∨ ((u ∈ A ∧ v ∈ C) ∧ (¬(v ∈ C))) ↔ (àñîöèàòèâíîñò)
(u ∈ A ∧ v ∈ C ∧ u 6∈ B) ∨ (u ∈ A ∧ v ∈ C ∧ ¬(v ∈ C)

︸ ︷︷ ︸ËÚÆÀ ) ↔

(u ∈ A ∧ v ∈ C ∧ u 6∈ B) ∨ (u ∈ A ∧ËÚÆÀ) ↔ (ñâîéñòâà íà ëúæàòà)
(u ∈ A ∧ v ∈ C ∧ u 6∈ B) ∨ËÚÆÀ↔ (ñâîéñòâà íà ëúæàòà)
u ∈ A ∧ v ∈ C ∧ u 6∈ B ↔ (êîìóòàòèâíîñò)
u ∈ A ∧ u 6∈ B ∧ v ∈ C (2)3



Çàáåëÿçâàìå, ÷å (1) è (2) ñà åäíàêâè ñ òî÷íîñò äî èìå íà ïðîìåíëèâà. Ñëåäîâàòåëíî, ìíîæåñòâàòà èìàòåäíè è ñúùè åëåìåíòè.Âòîðîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî. Íåêà A = {1, 4, 6, 7}, B = {2, 4, 5, 7}, C = {3, 5, 6, 7}. Òîãàâà (A \ B) ∪ C =

{1, 3, 5, 6, 7}, à (A ∪ C) \ (B ∪ C) = {1}.
�Çàäà÷à Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, áåç äà èçïîëçâàòå òàáëè÷íèÿ ìåòîä, ÷å çà âñåêè òðè ìíîæåñòâà

A, B è C å âÿðíî ñëåäíîòî òâúðäåíèå:à) A × (B \ C) = (A × B) \ (A × C).á) (A ∪ B) ∩ C = A ∪ (B ∩ C).Çà äîêàçàòåëñòâî å äîïóñòèìî äà èçïîëçâàòå ñàìî ðàçñúæäåíèÿ è èçó÷àâàíè åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçó-âàíèÿ, à çà îïðîâåðæåíèå, ñàìî êîíòðàïðèìåð. Äèàãðàìèòå íà Âåí íå ìîæå äà ñå èçïîëçâàò íèòî çàäîêàçàòåëñòâî, íèòî çà îïðîâåðæåíèå.�åøåíèå: Ïúðâîòî òâúðäåíèå å âÿðíî. Ùå ãî ïîêàæåì òîâà ñ ðàçñúæäåíèÿ. Ìíîæåñòâîòî A× (B\C)ñå ñúñòîè îò âñè÷êè íàðåäåíè äâîéêè (x, y), òàêèâà ÷å x ∈ A ∧ y ∈ (B \ C), òîåñò
x ∈ A ∧ y ∈ B ∧ y 6∈ C (3)Ìíîæåñòâîòî (A × B) \ (A × C) ñå ñúñòîè îò âñè÷êè íàðåäåíè äâîéêè (u, v), òàêèâà ÷å (u, v) ∈ A × B è

(u, v) 6∈ A × C. Èìàìå
(u ∈ A ∧ v ∈ B) ∧ ¬(u ∈ A ∧ v ∈ C) ↔ (çàêîí íà Äå Ìîðãàí)
(u ∈ A ∧ v ∈ B) ∧ (¬(u ∈ A) ∨ ¬(v ∈ C)) ↔ (äèñòðèáóòèâíîñò íà êîíþíêöèÿ âúðõó äèçþíêöèÿ)
((u ∈ A ∧ v ∈ B) ∧ (¬(u ∈ A))) ∨ ((u ∈ A ∧ v ∈ B) ∧ (¬(v ∈ C))) ↔ (àñîöèàòèâíîñò)
(u ∈ A ∧ v ∈ B ∧ ¬(u ∈ A)) ∨ (u ∈ A ∧ v ∈ B ∧ v 6∈ C) ↔ êîìóòàòèâíîñò
(u ∈ A ∧ ¬(u ∈ A)
︸ ︷︷ ︸ËÚÆÀ ∧ v ∈ B) ∨ (u ∈ A ∧ v ∈ B ∧ v 6∈ C) ↔ ñâîéñòâà íà ëúæàòà

(ËÚÆÀ ∧ v ∈ B) ∨ (u ∈ A ∧ v ∈ B ∧ v 6∈ C) ↔ ñâîéñòâà íà ëúæàòàËÚÆÀ ∨ (u ∈ A ∧ v ∈ B ∧ v 6∈ C) ↔ ñâîéñòâà íà ëúæàòà
u ∈ A ∧ v ∈ B ∧ v 6∈ C (4)Çàáåëÿçâàìå, ÷å (3) è (4) ñà åäíàêâè ñ òî÷íîñò äî èìå íà ïðîìåíëèâà. Ñëåäîâàòåëíî, ìíîæåñòâàòà èìàòåäíè è ñúùè åëåìåíòè.Âòîðîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî. Íåêà A = {1, 4, 6, 7}, B = {2, 4, 5, 7}, C = {3, 5, 6, 7}. Òîãàâà (A ∪ B) ∩ C =

{5, 6, 7}, à A ∪ (B ∩ C) = {1, 4, 5, 6, 7}. �

4


