
�åøåíèå íà äîìàøíî �3 ïî Äèñêð. Ñòðóêòðóðè çà II ïîòîê ÊÍ, çèìåíñåìåñòúð 2012/2013 ã.
Çàä. 1: Íåêà Γ å ìíîæåñòâîòî îò êðàéíèòå íåîðèåíòèðàíè ãðà�è, ÷èèòî âúðõîâå ñà3 ò. ïîíå 3 è âñåêè îò âúðõîâåòå å ñ ÷åòíà ñòåïåí. Äà ñå äîêàæå èëè îïðîâåðãàå, ÷å âñåêèãðà� G ∈ Γ èìà ïîíå òðè âúðõà ñ ðàâíè ñòåïåíè.�åøåíèå: Òâúðäåíèåòî å âÿðíî. Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíàòà íîòàöèÿ.Íîòàöèÿ 1. Íåêà G(V, E) å ïðîèçâîëåí íåîðèåíòèðàí ãðà�. Çà âñåêè âðúõ u ∈ V, ñ�d(u)� îçíà÷àâàìå ñòåïåíòà íà u è

D(G) = {d(u) | u ∈ V}

∀k ∈ D(G), �#k(G)� å áðîÿò íà âúðõîâåòå îò ñòåïåí k â G. È íàêðàÿ,#max(G) = max {#k(G) | k ∈ D(G)} �Íåêà n å áðîÿò íà âúðõîâåòå â ãðà�à, êîéòî ðàçãëåæäàìå. Î÷åâèäíî å, ÷å |D(G)| è#max(G) íàëàãàò èçâåñòíî îãðàíè÷åíèå îòãîðå âúðõó n, à èìåííî:
n ≤ |D(G)|.(#max(G)) (1)Èçâåñòíî å, ÷å çà ïðîèçâîëåí íåîðèåíòèðàí ãðà� G ′, D(G ′) ⊆ {0, 1, 2, . . . , n − 1}. Î÷å-âèäíî ∀G ∈ Γ :
D(G) ⊆ {0, 2, 4, . . . , n − 2} ïðè n ÷åòíî
D(G) ⊆ {0, 2, 4, . . . , n − 1} ïðè n íå÷åòíîÀêî n å ÷åòíî, ∣
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⌉ çà âñÿêà äîïóñòèìà ñòîéíîñò íà n.Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëåí G ∈ Γ . Ïúðâî äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, â êîéòî G íÿìà âúðõîâåîò ñòåïåí íóëà. Òúé êàòî 0 6∈ D(G), òî |D(G)| ≤
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− 1: çà ÷åòíè n, òîåñò n = 2k, èìàìå k > k − 1, à çà íå÷åòíè
n, òîåñò n = 2k+ 1, èìàìå k+ 1
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> k+ 1− 1, êúäåòî k ∈ N

+. Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî,÷å #max(G) ≤ 2, å ãðåøíî.Ñåãà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, â êîéòî G èìà ïîíå åäèí âðúõ îò ñòåïåí íóëà. Äà ðàçãëåäàìåïîäñëó÷àÿ, â êîéòî n å íå÷åòíî. Òîãàâà
D(G) ⊆ {0, 2, 4, . . . , n − 3}



Ìíîæåñòâî íå ìîæå äà ñúäúðæà n−1, çàùîòî å íåâúçìîæíî äà èìà âúðõîâå îò ñòåïåíèíóëà è n − 1. Òîãàâà |D(G)| ≤
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> k.Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî, ÷å #max(G) ≤ 2, å ãðåøíî. Îñòàíà äà ðàçãëåäàìå ïîäñëó÷àÿ,â êîéòî n å ÷åòíî. Òîãàâà

D(G) ⊆ {0, 2, 4, . . . , n − 2}Äà äîïóñíåì, ÷å #max(G) ≤ 2. Òúé êàòî ∣

∣{0, 2, 4, . . . , n− 2}
∣

∣ = n
2
, òðÿáâà äà èìà òî÷íîäâà âúðõà îò âñÿêà îò ñòåïåíèòå 0, 2, . . . , n − 2. Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å å íåâúçìîæíî äàèìà äâà âúðõà îò ñòåïåí íóëà è âðúõ îò ñòåïåí n − 2, òúé êàòî âúðõúò îò ñòåïåí n − 2íå ìîæå äà å ñúñåä íèòî íà ñåáå ñè, íèòî íà äâàòà âúðõà îò ñòåïåí íóëà. Ñëåäîâàòåëíîäîïóñêàíåòî, ÷å #max(G) ≤ 2, å ãðåøíî. �Çàä. 2: Äîêàæåòå, ÷å ãðà� å äâóäåëåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íÿìà öèêëè ñ3 ò. íå÷åòíà äúëæèíà.�åøåíèå: Èçâåñòíî å, ÷å ãðà� äà áúäå äâóäåëåí å ñúùîòî êàòî äà áúäå îöâåòèì ñäâà öâÿòà. Çà óäîáñòâî ùå èçïîëçâàìå �îðìóëèðîâêàòà ñ îöâåòÿâàíå, äà ðå÷åì ñ áÿë è÷åðåí öâÿò. Íåêà ñúæäåíèÿòà â áèèìïëèêàöèÿòà, ñïðÿìî ïðîèçâîëåí ãðà� G, ñà p è q:

G å 2-îöâåòèì
︸ ︷︷ ︸ñúæäåíèå p

↔ G íÿìà öèêëè ñ íå÷åòíà äúëæèíà
︸ ︷︷ ︸ñúæäåíèå qÄîêàçàòåëñòâî, ÷å p → q: Ùå äîêàæåì åêâèâàëåíòíîòî ¬q → ¬p, à èìåííî, àêî

G èìà ïîíå åäèí öèêúë ñ íå÷åòíà äúëæèíà, òî G íå å 2-îöâåòèì. Íåêà G èìà öèêúë
s = u1, u2, . . . , ut−1, ut, u1, êúäåòî ui ∈ V(G) çà 1 ≤ i ≤ t è t å íå÷åòíî. Äà äîïóñíåì,÷å G å 2-îöâåòèì. �àçãëåæäàìå ïðîèçâîëåí âðúõ îò s, áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòàíåêà å u1. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà äà äîïóñíåì, ÷å u1 å áÿë. Âåäíàãà ñå âèæäà,÷å òîâà íàëàãà âúðõîâåòå ñ íå÷åòíè èíäåêñè äà ñà áåëè, à òåçè ñ ÷åòíèòå, ÷åðíè, òàêà ÷åíèòî åäíî îò ðåáðàòà (u1, u2), (u2, u3), . . . , (ut−1, ut) äà íÿìà êðàèùà îò åäèí è ñúùèöâÿò. Íî t å íå÷åòíî, çíà÷è ut å áÿë âðúõ, çíà÷è äâàòà êðàÿ íà ðåáðîòî (u1, ut) ñà îòåäèí è ñúùè öâÿò.Äîêàçàòåëñòâî, ÷å q → p: Äà äîïóñíåì, ÷å G(V, E) íÿìà öèêëè ñ íå÷åòíà äúëæèíà.Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà äîïóñêàìå, ÷å G å ñâúðçàí�àêî íå å, òî äîëíèÿò àðãóìåíòìîæå äà ñå íàïðàâè ïîîòäåëíî çà âñÿêà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà. Íåêà u å ïðîèçâîëåí âðúõ.Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî ðàçáèâàíå íà V:

V1 = {v | dist(u, v) å ÷åòíî ÷èñëî}
V2 = {v | dist(u, v) å íå÷åòíî ÷èñëî}dist(u, v) îçíà÷àâà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó u è v â G. Íåêà âúðõîâåòå îò V1 áúäàò îöâåòåíèâ áÿëî, à òåçè îò V2, â ÷åðíî. Ùå ïîêàæåì, ÷å òîâà å âàëèäíî îöâåòÿâàíå, òîåñò ÷å íÿìàðåáðî, äâàòà êðàÿ íà êîåòî ñà â åäèí è ñúùè öâÿò. Äà äîïóñíåì îáðàòíîòî: èìà ðåáðî2



(x, y), òàêîâà ÷å äâàòà ìó êðàÿ ñà â åäèí è ñúùè öâÿò. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòàäà äîïóñíåì, ÷å x è y ñà áåëè. Òîãàâà dist(u, x) è dist(u, y) ñà ÷åòíè ÷èñëà. Òâúðäèì, ÷ådist(u, x) − dist(u, y) ∈ {−1, 0, 1}Òîâà å òàêà, çàùîòî íàé-êúñ ïúò ìåæäó u è x íå ìîæå äà å ïî-äúëúã îò íàé-êúñ ïúòìåæäó u è y ñ ïîâå÷å îò åäèíèöà è íå ìîæå äà å ïî-êúñ îò íàé-êúñ ïúò ìåæäó u è yñ ïîâå÷å îò åäèíèöà. Îò òîâà è îò �àêòà, ÷å dist(u, x) è dist(u, y) èìàò åäíà è ñúùà÷åòíîñò ñëåäâà, ÷å dist(u, x) = dist(u, y).Íåêà p å íàé-êúñ ïúò ìåæäó u è x, à q å íàé-êúñ ïúò ìåæäó u è y. Ñ |p| îçíà÷àâàìåäúëæèíàòà íà p, ñ |q|, äúëæèíàòà íà q. Êàêòî âå÷å çíàåì, |p| = |q|. Äâàòà ïúòÿ p è qìîæå äà èìàò è äðóãè îáùè âúðõîâå îñâåí u. Íåêà w å íàé-îòäàëå÷åíèÿò îò x âðúõ â p,êîéòî ïðèíàäëåæè ñúùî òàêà è íà q (òîçè âðúõ w å è íàé-îòäàëå÷åíèÿò îò y âðúõ â q,êîéòî ïðèíàäëåæè è íà p). Äà îçíà÷èì ñ p ′ ïîäïúòÿò íà p ìåæäó u è w è ñ p ′′, ïîäïúòÿòíà p ìåæäó w è x. Äà îçíà÷èì ñ q ′ ïîäïúòÿò íà q ìåæäó u è w è ñ q ′′, ïîäïúòÿò íà qìåæäó w è y:
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Òâúðäèì, ÷å |p ′| = |q ′|. Àêî íå áåøå òàêà, åäèíèÿò ïîäïúò áè áèë ïî-êúñ îò äðóãèÿ, áåçîãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà |p ′| < |q ′|; òîãàâà, àêî çàìåíèì q ′ ñ p ′ â q, áèõìå ïîëó÷èëèïî-êúñ ïúò ìåæäó u è y îò q, â ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî, ÷å q å íàé-êúñ ïúò ìåæäóòåçè äâà âúðõà. Ùîì |p ′| = |q ′|, |p| = |q| è |p| = |p ′| + |p ′′| è |q| = |q ′| + |q ′′|, òî òðÿáâà äàå èçïúëíåíî |p ′′| = |q ′′|. Íåêà |p ′′| = |q ′′| = m. Òîãàâà öèêúëúò s, ñúñòîÿù ñå îò p ′′, q ′′ èðåáðîòî (x, y):
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èìà äúëæèíà m + m + 1 = 2m + 1, êîåòî å íå÷åòíî ÷èñëî. Òîâà ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñ-êàíåòî, ÷å íÿìà öèêëè ñ íå÷åòíà äúëæèíà. Ñëåäîâàòåëíî, äîïóñêàíåòî, ÷å èìà ðåáðî ñêðàèùà â åäèí è ñúùè öâÿò, å ãðåøíî. �Çàä. 3: �àçãëåäàéòå ìíîæåñòâàòà T1 è T2, äå�èíèðàíè êàêòî ñëåäâà:3



Äå�èíèöèÿ 1. T1 = {T | T å äúðâî ñ ïîíå åäíî ðåáðî è T íÿìà âúðõîâå îò ñòåïåí 2}.�Äå�èíèöèÿ 2.
• Âñåêè ñâúðçàí ãðà� ñ òî÷íî äâà âúðõà å â T2. Çà âñåêè òàêúâ ãðà� G({u, v}, {(u, v)})ìíîæåñòâîòî îò ãðàíè÷íèòå âúðõîâå íà G å {u, v}.
• Àêî

◦ G(V, E) å ãðà� îò T2 è
◦ U ⊆ V å ìíîæåñòâîòî îò ãðàíè÷íèòå âúðõîâå íà D è
◦ z å ïðîèçâîëåí âðúõ îò U è
◦ W å ìíîæåñòâî âúðõîâå, òàêîâà ÷å |W| ≥ 2 è W ∩ V = ∅,òî G ′

(

V ∪W, E∪ {(z, w) | w ∈ W}
) ñúùî å ãðà� îò T2 è ìíîæåñòâîòî îò ãðàíè÷-íèòå âúðõîâå íà G ′ å (U \ {z}) ∪ W.

• Â T2 íÿìà äðóãè ãðà�è. �Íàïðàâåòå ñëåäíèòå äîêàçàòåëñòâà, áàçèðàíè íà òåçè äâå äå�èíèöèè.à) Äîêàæåòå, ÷å T1 ⊆ T2.1 ò. á) Äîêàæåòå, ÷å T2 ⊆ T1.1 ò. â) Èçïîëçâàéêè à) è á) äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å çà âñÿêî äúðâî ñ ïîíå åäíî ðåáðî,3 ò. êîåòî íÿìà âúðõîâå îò ñòåïåí 2, å âÿðíî, ÷å áðîÿò íà âúðõîâåòå îò ñòåïåí 1 e
≥ n

2
+ 1, êúäåòî n å áðîÿò íà âñè÷êè âúðõîâå.�åøåíèå:à) Èñêà ñå äà äîêàæåì, ÷å âñè÷êè äúðâåòà ñ ïîíå åäíî ðåáðî, áåç âúðõîâå îò ñòåïåí 2,ìîæå äà áúäàò êîíñòðóèðàíè îò èíäóêòèâíàòà äå�èíèöèÿ (Äå�èíèöèÿ 2).Ïúðâî ùå äîêàæåì åäíî ïîìîùíî òâúðäåíèå: âñÿêî äúðâî îò T1 èëè ååäèíñòâåíî ðåáðî, èëè èìà ïîíå åäèí âðúõ z, êîéòî èìà ïîíå äâà ñúñåäàîò ñòåïåí 1 è íå ïîâå÷å îò åäèí ñúñåä, ÷èÿòî ñòåïåí å > 1. Î÷åâèäíî, àêîèìà òî÷íî äâà âúðõà è ãðà�úò å äúðâî, òî âúðõîâåòå ñà îò ñòåïåí 1 èäúðâîòî å îò T1. Î÷åâèäíî, íå ìîæå äúðâî ñ òî÷íî òðè âúðõà äà áúäå â T1.Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíî äúðâî T ∈ T1 ñ ïîíå ÷åòèðè âúðõà (î÷åâèäíîïîíå åäíî òàêîâà ñúùåñòâóâà). Îò òîâà, ÷å T å äúðâî ñ ïîíå 4 âúðõàñëåäâà, ÷å íÿìà âúðõîâå îò ñòåïåí 0 è èìà ïîíå åäèí âðúõ u îò ñòåïåí
> 1. Îò òîâà, ÷å T ∈ T1 ñëåäâà, ÷å ñòåïåíòà íà u å > 2. Äà ïðåâúðíåì
T â êîðåíîâî äúðâî ñ êîðåí u. Àêî âñè÷êè äåöà íà u ñà ñàìî ëèñòà, òîäîêàçàòåëñòâîòî å ãîòîâî�òåçè äåöà ñà ïîâå÷å îò äâå, ñëåäîâàòåëíî èìàâðúõ, à èìåííî u, ñúñåäåí íà ïîíå äâà âúðõà îò ñòåïåí 1 è íà íå ïîâå÷åîò åäèí âðúõ (à èìåííî, íà íóëà âúðõîâå), ÷èÿòî ñòåïåí å > 1. Àêî u èìàòî÷íî åäíî äåòå, êîåòî íå å ëèñòî, òî òðÿáâà äà èìà ïîíå äâå äåöà-ëèñòàè äîêàçàòåëñòâîòî ïàê å ãîòîâî. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé (à èìåííî, ïîâå÷å îòåäíî äåòå, êîåòî íå å ëèñòî), òî íåêà v1 å ïðîèçâîëíî äåòå íà u, êîåòî4



íå å ëèñòî. Àêî âñè÷êè äåöà íà v1 ñà ñàìî ëèñòà, òî äîêàçàòåëñòâîòî åãîòîâî�òåçè äåöà ñà ïîíå äâå, ñëåäîâàòåëíî èìàìå âðúõ, à èìåííî v1,ñúñåäåí íà äâà âúðõà îò ñòåïåí 1 è íà òî÷íî åäèí âðúõ (à èìåííî, íà
u), ÷èÿòî ñòåïåí å > 1. Àêî íå âñè÷êè äåöà íà v1 ñà ëèñòà, òî íåêà v2å äåòå íà v1, êîåòî íå å ëèñòî. Àêî âñè÷êè äåöà íà v2 ñà ñàìî ëèñòà,òî äîêàçàòåëñòâîòî å ãîòîâî�òåçè äåöà ñà ïîíå äâå, ñëåäîâàòåëíî èìàìåâðúõ, à èìåííî v2, ñúñåäåí íà äâà âúðõà îò ñòåïåí 1 è íà òî÷íî åäèíâðúõ (à èìåííî, íà v1), ÷èÿòî ñòåïåí å > 1. Àêî íå âñè÷êè äåöà íà v2ñà ëèñòà, òî íåêà v3 å äåòå íà v2, êîåòî íå å ëèñòî. È òàêà íàòàòúê. Òúéêàòî ãðà�úò å êðàåí, ðåäèöàòà îò âúðõîâå, êîèòî ðàçãëåæäàìå, å òàêàâà,÷å ïîääúðâåòàòà, âêîðåíåíè â íåéíèòå âúðõîâå, ñòàâàò âñå ïî-ìàëêè èïî-ìàëêè. �àíî èëè êúñíî òåêóùèÿò ðàçãëåæäàí âðúõ vk ùå å òàêúâ,÷å âñè÷êèòå ìó äåöà ñà ëèñòà�à òå ñà çàäúëæèòåëíî ïîíå äâå, èíà÷å vkáè áèë âðúõ îò ñòåïåí 2 â T . Òàêà èëè èíà÷å, vk èçïúëíÿâà æåëàíîòîóñëîâèå äà èìà ïîíå äâà ñúñåäà îò ñòåïåí 1 è íå ïîâå÷å îò åäèí ñúñåä, àèìåííî vk−1, ÷èÿòî ñòåïåí å > 1.Èìàéêè ïðåäâèä ïîìîùíîòî òâúðäåíèå, äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å âñè÷êè äúðâåòà áåçâúðõîâå îò ñòåïåí 2 ìîæå äà áúäàò êîíñòðóèðàíè ñúãëàñíî Äå�èíèöèÿ 2, å òðèâè-àëíî. Íåêà T å ïðîçâîëíî äúðâî îò T1. Àêî T èìà òî÷íî äâà âúðõà, òî ñå êîíñòðóèðàîò áàçàòà. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé, ñúãëàñíî ïîìîùíîòî òâúðäåíèå, T èìà âðúõ u, èìàùïîíå äâà ñúñåäà îò ñòåïåí 1 è íå ïîâå÷å îò åäèí ñúñåä v îò ñòåïåí > 1. Àêî u èìàñúñåäè ñàìî îò ñòåïåí 1, òå ñà ïîíå òðè íà áðîé; èçòðèâàìå âñè÷êèòå áåç åäèí(çíà÷è, ïîíå äâà âúðõà) è îñòàâàìå ñ åäèíñòâåíî ðåáðî, îò êîåòî î÷åâèäíî ìîæåìäà êîíñòðóèðàìå T , ïðèëàãàéêè èíäóêòèâíàòà ñòúïêà.Àêî u èìà ñúñåä îò ñòåïåí > 1, òîé å åäèíñòâåí. Íåêà T1 å äúðâîòî, ïîëó÷åíî îò

T ÷ðåç èçòðèâàíå íà ñúñåäèòå íà u îò ñòåïåí 1 (ïîíå äâà òàêèâà âúðõà). Ïðèëà-ãàìå ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ çà T1 è âèæäàìå, ÷å èëè T1 ìîæå äà ñå êîíñòðóèðà îòèíäóêòèâíàòà áàçà, èëè èçòðèâàìå ïîíå äâà âúðõà îò T1, ïðåâðúùàéêè ãî â T2. Èòàêà íàòàòúê. Òúé êàòî T å êðàéíî è íà âñÿêà èòåðàöèÿ òðèåì ïî äâà èëè ïîâå÷åâúðõîâå, ðàíî èëè êúñíî ùå ñòèãíåì äî äúðâî Tk, êîåòî ìîæå äà ñå êîíñòðóèðà îòèíäóêòèâíàòà áàçà. Îò Tk ìîæåì äà êîíñòðóèðàìå T , ñëàãàéêè èçòðèòèòå âúðõîâåâ îáðàòíèÿ ðåä íà èçòðèâàíåòî èì.á) Èñêà ñå äà äîêàæåì, ÷å âñè÷êè ãðà�è, êîíñòðóèðàíè ñúãëàñíî Äå�èíèöèÿ 2, ñàñâúðçàíè, áåç öèêëè è íÿìàò âúðõîâå îò ñòåïåí 2. Çà ãðà�à îò áàçàòà, à èìåííîåäèíñòâåíî ðåáðî, òîâà î÷åâèäíî å âÿðíî. Äà äîïóñíåì, ÷å å âÿðíî çà ãðà�à G îòèíäóêòèâíàòà ñòúïêà. Òîãàâà G ′ ñúùî å ñâúðçàí: çà âñÿêà äâîéêà âúðõîâå a, b îò
G ′, àêî a è b ñà îò G, òå ñà ñâúðçàíè ñúãëàñíî èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà, àêî òî÷íîåäèíèÿò å îò G, òî òîé å ñâúðçàí ñúñ z ñúãëàñíî èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà è îòòàìïðåç z, ñ äðóãèÿ, è àêî è äâàòà ñà îò W, òå ñà ñâúðçàíè ïðåç z ñ ïúò ñ äúëæèíà 2.Îñâåí òîâà, G ′ íÿìà öèêëè�àêî äîïóñíåì îáðàòíîòî ùå èçëåçå, ÷å â G èìà öèêëè,çàùîòî íîâîäîáàâåíèòå âúðõîâå W ñà îò ñòåïåí 1, à âðúõ îò ñòåïåí 1 íå ìîæå äàó÷àñòâà â öèêúë. È íàêðàÿ, G ′ íÿìà âúðõîâå îò ñòåïåí 2, çàùîòî z ñòàâà âðúõîò ñòåïåí ≥ 3, âúðõîâåòå îò W ñà îò ñòåïåíè 1, à îñòàíàëèòå âúðõîâå îò G ′ èìàòñúùèòå ñòåïåíè êàêòî â G.â) Íåêà T å ïðîèçâîëíî äúðâî áåç âúðõîâå îò ñòåïåí 2. ×ðåç à) è á) äîêàçàõìå åê-âèâàëåíòíîñòòà íà Äå�èíèöèÿ 1 è Äå�èíèöèÿ 2. Ùå èçïîëçâàìå èíäóêòèâíàòà5



Äå�èíèöèÿ 2, çà äà ïîêàæåì æåëàíîòî íåðàâåíñòâî çà T ÷ðåç ñòðóêòóðíà èíäóê-öèÿ. Íåêà p å áðîÿò íà âúðõîâåòå îò ñòåïåí 1 â T , à n å îáùèÿò áðîé íà âúðõîâåòå.Àêî T å åäèíñòâåíî ðåáðî, òî p = 2 è n = 2 è î÷åâèäíî 2 ≥ 2
2
+1. Íåêà T èìà ïîâå-÷å îò äâà âúðõà. Òîãàâà, ñúãëàñíî Äå�èíèöèÿ 2, T ñå ïîëó÷àâà îò íÿêîå T ′, ñúùîäúðâî áåç âúðõîâå îò ñòåïåí 2, ÷ðåç äîáàâÿíå íà ïîíå äâà âúðõà îò ñòåïåí 1 êàòîñúñåäè íà âðúõ, êîéòî å îò ñòåïåí 1 â T ′. Íåêà k å áðîÿò íà íîâîäîáàâåíèòå âúð-õîâå. Òîãàâà T ′ èìà n − k âúðõà. Íåêà T ′ èìà p ′ âúðõà îò ñòåïåí 1. Èíäóêòèâíîòîïðåäïîëîæåíèå å:

p ′ ≥
n − k

2
+ 1 ↔ p ′ +

k

2
≥

n

2
+ 1 (2)Çàáåëåæåòå, ÷å p = p ′ − 1 + k, òúé êàòî äîáàâåíèòå k íîâè âúðõà ñà îò ñòåïåí 1,íî òî÷íî åäèí âðúõ îò ñòåïåí 1 â T ′ íå å îò ñòåïåí 1 â T . Ïîíåæå k ≥ 2, â ñèëà å

p ≥ p ′ + k
2
. Îòòóê è îò (2) ñëåäâà, ÷å

p ≥
n

2
+ 1

�Çàä. 4: �àçãëåäàéòå ñëåäíèÿ ãðà� G(I10, E):
G

9

87

65

4

3

2

1

10à) Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å G å 2-îöâåòèì.1 ò. á) Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å G å 3-îöâåòèì.2 ò. â) Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å â G èìà Õàìèëòîíîâ ïúò.1 ò. ã) Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å â G èìà Îéëåðîâ ïúò.1 ò. 6



ä) Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî ïåò åëåìåíòíî ïîäìíîæåñòâî îò âúðõîâå èíäóöèðà ïîäãðà� ñ3 ò. ïîíå åäíî ðåáðî.�åøåíèå:à) Î÷åâèäíî èìà öèêúë ñ äúëæèíà 5 è ñúãëàñíî Çàä. 2 ãðà�úò íå å 2-îöâåòèì.á) Åòî îöâåòÿâàíå ñ 3 öâÿòà:
G

9

87

65

4

3

2

1

10â) Åòî åäèí Õàìèëòîíîâ ïúò:

7



87

65

4

3

2

1

G

9 10ã) Îéëåðîâ ïúò íÿìà, ïîíåæå íå å âÿðíî, ÷å òî÷íî äâà âúðõà ñà îò íå÷åòíà ñòåïåí.ä) �àçãëåäàéòå òåçè äâà öèêúëà, âñåêè ñ äúëæèíà 5:

65

4

3

2

1

G

10

8

9

7

Ïðèíàäëåæíîñòòà êúì òÿõ å ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî îò äåñåòòå âúðõà, ïîíåæåíÿìà âðúõ, êîéòî äà íå å â òÿõ, à òå íÿìàò îáù âðúõ. Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíîïåò åëåìåíòíî ïîäìíîæåñòâî îò âúðõîâå U. Îò îáîùåíèÿ ïðèíöèï íà Äèðèõëå8



ñëåäâà, ÷å çà åäèí îò òåçè öèêëè ïîíå òðè âúðõà îò U ñà â íåãî. Î÷åâèäíî, ÷åêàêòî è äà ïîäáèðàìå òðè âúðõà îò öèêúë ñ äúëæèíà 5, èìà ðåáðî îò öèêúëà, èäâàòà êðàÿ íà êîåòî ñà èçìåæäó ïîäáðàíèòå âúðõîâå.
�Çàä. 5: Çà ãðà�à îò Çàä. 4 âúâåæäàìå òåãëîâíà �óíêöèÿ c : E → N

+, òàêàâà ÷å
∀(u, v) ∈ E : c(u, v) = u + và) Íàìåðåòå ìèíèìàëíî ïîêðèâàùî äúðâî íà G .1 ò. á) Êàêâî áèõòå êàçàëè çà ñúùàòà çàäà÷à, àêî å çàäàäåíà äðóãà òåãëîâíà �óíêöèÿ w1 ò.

∀(u, v) ∈ E : w(u, v) = 2u + v�åøåíèå:à) Ïúðâî äà ïðåñìåòíåì òåãëàòà:
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11
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19

16
18

10 11

13 13

3 54

7

Èçïîëçâàìå êîé äà å îò èçâåñòíèòå íè àëãîðèòìè, ïðèìåðíî àëãîðèòúìà íà Êðóñ-êàë. Ñîðòèðàíà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ðåáðàòà å, ïðèìåðíî:
(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 5), (3, 7), (4, 6), (2, 9), (3, 8), (5, 6), (5, 8), (6, 7), (4, 10), (7, 9), (8, 10), (9, 10)Ñëàãàìå ðåáðàòà îò (1, 2) äî (3, 8) áåç äà ïðåñêà÷àìå íèêîå:9
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Ïðåñêà÷àìå (5, 6), (5, 8) è (6, 7) è ñëàãàìå (4, 10):
3
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3 54

7

ñ êîåòî äúðâîòî ïîêðèâà öåëèÿ ãðà� è ïðèêëþ÷âàìå.10



á) Ôóíêöèÿòà w íå ìîæå äà áúäå òåãëîâíà �óíêöèÿ, ïîíåæå íå å ñèìåòðè÷íà ïî îòíî-øåíèå íà àðãóìåíòèòå ñè (íå å èçïúëíåíî w(u, v) = w(v, u) âèíàãè), à íîìåðàòàíà âúðõîâåòå ñà ðàçëè÷íè.

11



Ñëåäíàòà çàäà÷à å áîíóñ. Àêî íå ÿ ðåøèòå, íå ãóáèòå íèùî. Àêî ÿ ðåøèòå, èìàòå8 òî÷êè áîíóñ. �åøåíèå ñ �ãðóáà ñèëà�, òîåñò ñèñòåìàòè÷íî èçáðîÿâàíå íà âñè÷êèâúçìîæíè êîí�èãóðàöèè, íå ñå ïðèåìà. �åøåíèå áåç ñîëèäíà àðãóìåíòàöèÿ ñúùî íå ñåïðèåìà.Çàä. 6: Áàëàíñèðàí áèòîâ âåêòîð å òàêúâ, â êîéòî áðîÿ íà íóëèòå å ðàâåí íà áðîÿ íàåäèíèöèòå. �àçãëåäàéòå ñëåäíèÿ áàëàíñèðàí áèòîâ âåêòîð:0 1 1 1 0 1 0 0Íåêà òîâà å êðúãîâà íàðåäáà, òîåñò ìèñëåòå ñè, ÷å òåçè áèòîâå â òîçè ðåä ñà íàïèñà-íè ðàâíîìåðíî â ïîñîêà íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà âúðõó îêðúæíîñò, êîÿòî ìîæåì äàâúðòèì ïðîèçâîëíî îêîëî öåíòúðà:
1

0
00 10 1

1Òàçè íàðåäáà èìà ñâîéñòâîòî, ÷å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè îñåì ïîäâåêòîðè ñ äúëæèíà 3ñà òî÷íî îñåìòå ðàçëè÷íè áèòîâè âåêòîðè ñ äúëæèíà 3. Èíà÷å êàçàíî, àêî �èçâëà÷èì�åäèí ïðîçîðåö ñ äúëæèíà 3 ïî öÿëàòà íàðåäáà, â íåãî ùå âèäèì âñè÷êè âúçìîæíèâåêòîðè îò 3 áèòà, âñåêè îò òÿõ òî÷íî åäèí ïúò:0 1 1 1 0 1 0 0 0110 1 1 1 0 1 0 0 1110 1 1 1 0 1 0 0 1100 1 1 1 0 1 0 0 1010 1 1 1 0 1 0 0 0100 1 1 1 0 1 0 0 1000 1 1 1 0 1 0 0 0000 1 1 1 0 1 0 0 001Êîíñòðóèðàéòå àíàëîãè÷íà áàëàíñèðàíà êðúãîâà íàðåäáà îò 16 áèòà, â êîÿòî, àêî âëà-÷èì ïðîçîðåö ñ äúëæèíà 4, äà âèäèì âñè÷êè áèòîâè âåêòîðè ñ äúëæèíà 4, âñåêè îò òÿõòî÷íî åäèí ïúò.�åøåíèå: Òàêàâà áàëàíñèðàíà êðúãîâà íàðåäáà ñå íàðè÷à ðåäèöà íà De Bruijn, íààíãëèéñêè De Bruijn sequene. ×èñëîòî n, òàêîâà ÷å äúëæèíàòà å 2n, ñå íàðè÷à ïîðÿäúêíà ðåäèöàòà. Âñÿêà ðåäèöà íà De Bruijn îò ïîðÿäúê n îòãîâàðÿ íà Îéëåðîâ öèêúë âåäèí îïðåäåëåí îðèåíòèðàí ãðà� ñ 2n−1 âúðõà. Ïðèìåðíî, çàäàäåíàòà ðåäèöà0 1 1 1 0 1 0 0îòãîâàðÿ íà Îéëåðîâ öèêúë â ñëåäíèÿ ãðà� (ãðà�úò å â ÷åðíî, Îéëåðîâèÿò öèêúë åîòáåëÿçàí ñ äåáåëà êà�ÿâà ëèíèÿ): 12
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Âñåêè âðúõ íà ãðà�à å èìåíóâàí ñ òî÷íî åäèí îò áèòîâèòå âåêòîðè ñ äúëæèíà n − 1, âñëó÷àÿ n−1 = 2. Îò âñåêè âðúõ èçëèçàò òî÷íî äâå ðåáðà, åäíîòî èìåíóâàíî ñ 1, äðóãîòîñ 0. Èìåíàòà íà âúðõîâåòå ñà ñó�èêñèòå ñ äúëæèíà n−1, òîåñò ïîñëåäíèòå n−1 ñèìâîëàîò äîñåãà âèäÿíèòå (âèäÿíè â ðåäèöàòà íà De Bruijn, ñúîòâåòíî ïðî÷åòåíè ïî ðåáðàòàîò Îéëåðîâèÿ öèêúë). Îò âñåêè âðúõ ñ âñÿêî îò äâåòå ðåáðà îòèâàìå òî÷íî â òîçè âðúõ,÷èåòî èìå ñå ïîëó÷àâà êàòî íîâ ñó�èêñ ñ äúëæèíà n − 1, àêî êúì ñòàðîòî èìå (âúðõúò,îò êîéòî òðúãíàõìå) äîáàâèì èìåòî íà ðåáðîòî, ïî êîåòî ìèíàõìå. Ïðèìåðíî, îò âðúõ00 îòèâàìå âúâ âðúõ 01 ñ ðåáðî, ìàðêèðàíî ñ 1. �åäèöàòà ñå ïîëó÷àâà, êàòî ïðîñòîçàïèñâàìå èìåíàòà íà ðåáðàòà â ðåäà èì â Îéëåðîâèÿ öèêúë. Èìåíàòà íà âúðõîâåòåñëóæàò, çà äà ñå ïîñòðîè ãðà�úò.Çà n = 4 çàïî÷âàìå ñ 24−1 = 8 âúðõà, èìåíóâàíè ñ 000 äî 111 è ðàçïîëîæåíèïîäõîäÿùî:
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Çà âñåêè âðúõ u ñòðîèì äâåòå èçëèçàùè ðåáðà è ãè ñâúðçâàìå òàêà, ÷å àêî êúì èìåòî13



íà u äîáàâèì èìåòî íà ðåáðîòî âäÿñíî è ìàõíåì íàé-ëåâèÿ áèò, ñå ïîëó÷àâà èìåòî íàâúðõà, êúì êîéòî å íàñî÷åíî ðåáðîòî:

0

00

01
1

1 01 1
11 0

10 0001
011

111
110
100010

101

000

Âñåêè Îéëåðîâ öèêúë â òîçè ãðà� å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà. Ïðèìåðíî,
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êîéòî îòãîâàðÿ íà ñëåäíàòà ðåäèöà íà De Bruijn:0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0
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