
�åøåíèå íà äîìàøíî �4 ïî Äèñêð. Ñòðóêòðóðè çà II ïîòîê ÊÍ, çèìåíñåìåñòúð 2012/2013 ã.
Çàä. 1: Íåêà Bn å n-ìåðíèÿò õèïåðêóá, ðàçãëåæäàí êàòî íåîðèåíòèðàí ãðà�. Íåêà Aå ïîäìíîæåñòâî îò âúðõîâåòå íà Bn, òàêîâà ÷å |A| > 2n−1. Íåêà H å ïîäãðà�úò íà Bnèíäóöèðàí îò A. Äîêàæåòå, ÷å H èìà ïîíå n ðåáðà.�åøåíèå: Ùå èçïîëçâàìå íîòàöèÿòà �{ }M� çà ìóëòèìíîæåñòâà, ïðèìåðíî {1, 2, 2, 3,

3, 3}M. Ìíîæåñòâîòî îò âúðõîâåòå íà Bn ñà âñè÷êè áóëåâè âåêòîðè ñ äúëæèíà n. Íåêà
m = |A| è A = {α̃1, α̃2, . . . , α̃m}. Íåêà α̃i =

(
α1

i , α
2
i, . . . , α

n
i

) çà 1 ≤ i ≤ m, êúäåòî
α

j
i ∈ {0, 1} çà 1 ≤ i ≤ m è 1 ≤ j ≤ n. Çà âñÿêî k, òàêîâà ÷å 1 ≤ k ≤ n, äå�èíèðàìå

k-òàòà êîíòðàêöèÿ íà A äà áúäå ìóëòèìíîæåñòâîòî îò m âåêòîðà, ïîëó÷åíè îò A ñëåäèçòðèâàíåòî íà k-èÿ åëåìåíò íà âñåêè âåêòîð. Ùå îçíà÷àâàìå k-òàòà êîíòðàêöèÿ íà A÷ðåç �A|k�. Ôîðìàëíî, A|k = {α̃1|k, α̃2|k, . . . , α̃m|k}M êúäåòî
α̃i|k =

(
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i , α
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i, . . . , α

k−1
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i , . . . , αn
i

) for 1 ≤ i ≤ m.Î÷åâèäíî çà âñÿêî k, âñåêè âåêòîð îò A|k èìà äúëæèíà n − 1. Êëþ÷îâîòî íàáëþäåíèåå, ÷å ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî 2n−1 ðàçëè÷íè áóëåâè âåêòîðà ñ äúëæèíà n − 1. Íî ïîêîíñòðóêöèÿ A|k èìà m > 2n−1 âåêòîðà. Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà Äèðèõëå â A|k èìà ïîíåäâà åäíàêâè âåêòîðà. Íåêà çà âñÿêî k, α̃pk
|k è α̃qk

|k ñà ïðîèçâîëíè åäíàêâè âåêòîðè îò
A|k. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, íåêà èíäåêñèòå pk è qk ñà òàêèâà, ÷å 1 ≤ pk <

qk ≤ m. Èíäåêñèòå íà ñâîé ðåä ñà èíäåêñèðàíè ñ k çàùîòî çàâèñÿò îò k � çà ðàçëè÷íèñòîéíîñòè íà k òå ñà ðàçëè÷íè.Çàáåëåæåòå, ÷å A íå å ìóëòèìíîæåñòâî, à íîðìàëíî ìíîæåñòâî, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å âíåãî íÿìà ïîâòàðÿùè ñå åëåìåíòè. Ñëåäîâàòåëíî ñúùèòå âåêòîðè ïðåäè êîíòðàêöèÿòàñà áèëè ðàçëè÷íè, òîåñò α̃pk
6= α̃qk

. Îòòóê ñëåäâà, ÷å α̃pk
|k è α̃qk

|k ìîãàò äà ñå ðàçëè÷àâàòåäèíñòâåíî â k-òàòà ïîçèöèÿ. Òúé êàòî òå ñå ðàçëè÷àâàò â ïîíå åäíà ïîçèöèÿ, ñëåäâà,÷å ñå ðàçëè÷àâàò òî÷íî â k-òàòà ïîçèöèÿ. Äîêàçàõìå, ÷å çà âñÿêî k ñúùåñòâóâà ðåáðî
ek = (α̃pk

, α̃qk
), êàêòî â öåëèÿ õèïóðêóá Bn, òàêà è â èíäóöèðàíèÿ ïîäãðà� H.Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å çà âñåêè äâå ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà k, äà ðå÷åì s è t, ðåáðàòà

es è et ñà ðàçëè÷íè. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, à èìåííî:
(α̃ps

, α̃qs
) = (α̃pt

, α̃qt
) çà íÿêîè s, t, òàêèâà ÷å 1 ≤ s < t ≤ n (1)Äà ñè ïðèïîìíèì, ÷å α̃ps
and α̃qs

ñå ðàçëè÷àâàò â òî÷íî åäíà ïîçèöèÿ, à èìåííî s-òàòàïîçèöèÿ. Ñëåäîâàòåëíî,
α̃ps

= βs, 0, γs è (2)
α̃qs

= βs, 1, γs (3)èëè
α̃ps

= βs, 1, γs è (4)
α̃qs

= βs, 0, γs (5)



êúäåòî βs è γs ñà áóëåâè âåêòîðè, òàêèâà ÷å |βs| = s−1 è |βs|+ |γs| = n−1. Àíàëîãè÷íî,
α̃pt

= βt, 0, γt è
α̃qt

= βt, 1, γtèëè
α̃pt

= βt, 1, γt è
α̃qt

= βt, 0, γtêúäåòî βt è γt ñà áóëåâè âåêòîðè, òàêèâà ÷å |βt| = t − 1 è |βt| + |γt| = n − 1. Òúé êàòî
s < t, â ñèëà å |βs| < |βt|, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å βt ñúäúðæà βs êàòî ñúùèíñêè ïðå�èêñ:

βt = βs
︸ ︷︷ ︸äúëæèíà s−1

, . . . . . . . . .
︸ ︷︷ ︸äúëæèíà t−s

︸ ︷︷ ︸äúëæèíà t−1Ñúãëàñíî äîïóñêàíåòî (1), α̃ps
= α̃pt

. Êàêòî âå÷å çàáåëÿçàõìå, èëè (2) è (3) ñà â ñèëà,èëè (4) è (5) ñà â ñèëà. Àêî (2) è (3) ñà â ñèëà, òî
βt = βs, 0, . . . çàðàäè (2) (6)è
βt = βs, 1, . . . çàðàäè (3) (7)Òúé êàòî íå ìîæå åëåìåíòúò íà ïîçèöèÿ s äà áúäå åäíîâðåìåííî 0 è 1, òîâà å íåâúç-ìîæíî. Àêî (4) è (5) ñà â ñèëà, òî
βt = βs, 1, . . . çàðàäè (4) (8)è
βt = βs, 0, . . . çàðàäè (5) (9)Îòíîâî èçâåäîõìå, ÷å åëåìåíòúò íà ïîçèöèÿ s å åäíîâðåìåííî 0 è 1. Ïîëó÷àâàéêè ïðî-òèâîðå÷èå âúâ âñè÷êè âúçìîæíè ñëó÷àè ñëåä äîïóñêàíå (1), âèæäàìå, ÷å (1) òðÿáâà äàå íåâÿðíî.Äîêàçàõìå, ÷å çà âñÿêî k, òàêîâà ÷å 1 ≤ k ≤ n, ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî ðåáðî ek êàêòîâ Bn, òàêà è â H, è îñâåí òîâà òåçè ðåáðà ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè. Ñëåäîâàòåëíî, H èìàïîíå n ðåáðà. �Çàä. 2: Â òàçè çàäà÷à îïèñâàìå áóëåâèòå �óíêöèè íà n ïðîìåíëèâè êàòî âåêòîðèñ äúëæèíè 2n ïðè ñòàíäàðòíîòî äîïóñêàíå, ÷å k-èÿò åëåìåíò íà âåêòîðà, çà 0 ≤ k ≤

2n − 1, å ñòîéíîñòòà íà �óíêöèÿòà âúðõó òàçè áóëåâà îöåíêà, êîÿòî å çàïèñúò íà kâ äâîè÷íà ïîçèöèîííà áðîéíà ñèñòåìà. Íåêà f = (0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1), g = (0, 1, 1, 1) è
h = (0, 0, 0, 1) ñà áóëåâè �óíêöèè. Íàïèøåòå êîìïîçèöèèòå f(g(u, v), y, z), g(h(u, z), z)è f(g(u, v), g(u, v), g(h(u, z), h(u, z))).�åøåíèå: Àêî íàïèøåì ïîäðîáíî îïèñàíèåòî íà òðèòå �óíêöèè�áåç äà äàâàìå èìåíàíà ïðîìåíëèâèòå, òîâà çàñåãà íå å ñúùåñòâåíî�òî å:2



f

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

g

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 1

h

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

Äà ðàçãëåäàìå êîìïîçèöèÿòà f(g(u, v), y, z). Èìà ó÷àñòâàùè ïðîìåíëèâè 4, ñëåäîâàòåë-íî òðÿáâà äà äå�èíèðàìå �óíêöèÿ íà 4 ïðîìåíëèâè, òîåñò âåêòîð ñ 16 åëåìåíòà. Åòîñàìî áóëåâèòå îöåíêè íà âõîäíèòå ïðîìåíëèâè:
y z u v

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 0 1

0 1 1 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 1

1 1 1 0

1 1 1 1Çà âñÿêà áóëåâà îöåíêà ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòà íà g(u, v). Ïðè òîâà èãíîðèðàìå ñòîé-íîñòèòå íà y è z. Åòî:

3



y z u v g(u, v)

0 0 0 0 0

0 0 0 1 1

0 0 1 0 1

0 0 1 1 1

0 1 0 0 0

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

1 0 0 1 1

1 0 1 0 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 0

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1Ñëåä òîâà çà âñÿêà áóëåâà îöåíêà ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòà íà êîìïîçèöèÿòà f(g(u, v), y, z),êàòî èçïîëçâàìå ñàìî êîëîíèòå íà y, z è g(u, v), èãíîðèðàéêè êîëîíèòå íà u è v:
y z u v g(u, v) f(g(u, v), y, z)

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 1 0 1 0

0 0 1 1 1 0

0 1 0 0 0 1

0 1 0 1 1 0

0 1 1 0 1 0

0 1 1 1 1 0

1 0 0 0 0 0

1 0 0 1 1 0

1 0 1 0 1 0

1 0 1 1 1 0

1 1 0 0 0 1

1 1 0 1 1 1

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1Â êîìïîçèöèÿòà g(h(u, z), z) èìà 2 ó÷àñòâàùè ïðîìåíëèâè, ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà äå-�èíèðàìå âåêòîð ñ 4 åëåìåíòà:
u z h(u, z) g(h(u, z), z)

0 0 0 0

0 1 0 1

1 0 0 0

1 1 1 1Â êîìïîçèöèÿòà f(g(u, v), g(u, v), g(h(u, z), h(u, z))) èìà 3 ó÷àñòâàùè ïðîìåíëèâè, ñëå-äîâàòåëíî òðÿáâà äà äå�èíèðàìå âåêòîð ñ 8 åëåìåíòà:4



u v z g(u, v) h(u, z) g(h(u, z), h(u, z)) f(g(u, v), g(u, v), g(h(u, z), h(u, z)))

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0

1 0 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

�Çàä. 3: Íàìåðåòå Ñúâúðøåíàòà Äèçþíêòèâíà Íîðìàëíà Ôîðìà (ÑúâÄÍÔ) íà âñÿêàîò òðèòå êîìïîçèöèè, êîèòî íàìåðèõòå â ïðåäèøíàòà çàäà÷à.�åøåíèå: Íà f(g(u, v), y, z) ÑúâÄÍÔ å
y z uv ∨ y z uv ∨ y z uv ∨ y z u v ∨ y z u vÍà g(h(u, z), z) ÑúâÄÍÔ å
u z ∨ u zÍà f(g(u, v), g(u, v), g(h(u, z), h(u, z))) ÑúâÄÍÔ å
u v z ∨ u v z

�Çàä. 4: Âúâ âñÿêà áóëåâà �óíêöèÿ f(x1, , x2, . . . , xn), çà âñÿêî i, òàêîâà ÷å 1 ≤ i ≤ n,
xi ñå íàðè÷à �èêòèâíà ïðîìåíëèâà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêà áóëåâà îöåí-êà íà îñòàíàëèòå ïðîìåíëèâè x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, �óíêöèÿòà èìà åäíà èñúùà ñòîéíîñò ïðè xi = 0 è ïðè xi = 1. Ïðèìåðíî, âúâ �óíêöèèòå êîíñòàíòà-íóëà èêîíñòàíòà-åäèíèöà, âñè÷êè ïðîìåíëèâè ñà �èêòèâíè, à âúâ �óíêöèÿòà íà äâå ïðîìåíëè-âè (0, 0, 1, 1), ïðîìåíëèâàòà x2 å �èêòèâíà. Ïðîìåíëèâà, êîÿòî íå å �èêòèâíà, ñå íàðè÷àñúùåñòâåíà. Êîëêî áóëåâè �óíêöèè íà n ïðîìåíëèâè íÿìàò �èêòèâíè ïðîìåíëèâè?�åøåíèå: Âñè÷êè áóëåâè �óíêöèè íà n ïðîìåíëèâè ñà 22n . Ôóíêöèèòå, â êîèòî x1å �èêòèâíà (ìîæå äà èìà è äðóãè �èêòèâíè ïðîìåíëèâè), ñà 2

1
2
2n , òúé êàòî âñè÷êè

2n áóëåâè îöåíêè ñå ãðóïèðàò ïî äâîéêè ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å çà äâåòå áóëåâè îöåíêè îòâñÿêà äâîéêà ñòîéíîñòòà íà �óíêöèÿòà å åäíà è ñúùà. �ðóïèðàíåòî å ñëåäíîòî: áóëå-âàòà îöåíêà 0, 0, . . . , 0 ñå ãðóïèðà ñ 1, 0, . . . , 0, áóëåâàòà îöåíêà 0, 0, . . . , 0, 1 ñå ãðóïèðà ñ
1, 0, . . . , 0, 1, è òàêà íàòàòúê. Áðîÿò íà òåçè ãðóïè å 1

2
2n è îòòóê èçâåæäàìå 2

1
2
2n

= 22n−1çà áðîÿ íà �óíêöèèòå. Íåêà Ai å ìíîæåñòâîòî �óíêöèè, â êîèòî xi å �èêòèâíà (êîåòîíå îçíà÷àâà, ÷å íÿìà äðóãè �èêòèâíè ïðîìåíëèâè), çà 1 ≤ i ≤ n. Î÷åâèäíî |Ai| = |Aj|çà âñè÷êè i è j (1 ≤ i < j ≤ n), òàêà ÷å |Ai| = 22n−1 çà âñè÷êè i. Îáà÷å òåçè ìíîæåñòâàèìàò íåïðàçíè ñå÷åíèÿ, òàêà ÷å ìîùíîñòòà íà ñå÷åíèåòî èì íå å n22n−1 , à å ïî-ìàëêî.5



Ïðàâèëíèÿò îòãîâîð ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç êîìáèíàòîðíèÿ ïðèíöèï íà âêëþ÷âàíåòî è èçê-ëþ÷âàíåòî:
22n

−

(
n

1

)
22n−1

+

(
n

2

)
22n−2

−

(
n

3

)
22n−3

+ . . .+(−1)n

(
n

n

)
22n−n

=

n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
22n−kÇàáåëåæåòå, ÷å â ïîñëåäíîòî ñúáèðàåìî èìàìå (

n

n

)
22n−n . Òîâà å ðàâíî íà 1×220

= 21 = 2.È äåéñòâèòåëíî, èìà òî÷íî 2 �óíêöèè, â êîèòî âñè÷êè ïðîìåíëèâè ñà �èêòèâíè. �
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