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êîìáèíàòîðèêà

ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1: (10ò.) Èçïîëçâàéòå ìåòîäà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ çà
äà äîêàæåòå ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

3 + 11 + ...+ (8n− 5) = 4n2 − n, n ∈ N, n ≥ 1
Ðåøåíèå:

1. Ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n = 1
Íàèñòèíà: 3 = 4− 1

2. Äîïóñêàìå, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íÿêîå ÷èñëî k, k ∈ N, k ≥ 1

3. Ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà k + 1. Íàèñòèíà:
3 + 11 + ...+ (8k − 5) + (8(k + 1)− 5) =
= 4k2 − k + (8k + 3) = 4k2 + 7k + 3 =
= 4k2 + 8k + 4− (k + 1) = 4(k + 1)2 − (k + 1)

4. Çàêëþ÷åíèå: Òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñÿêî ÷èñëî n ∈ N, n ≥ 1

Çàäà÷à 2: (10ò.) Èçïîëçâàéòå ìåòîäà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ çà
äà äîêàæåòå ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

2n > n2, n ∈ N, n ≥ 5
Ðåøåíèå:

1. Ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n = 5
Íàèñòèíà: 25 > 52

2. Äîïóñêàìå, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íÿêîå ÷èñëî k, k ∈ N, k ≥ 5

3. Ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà k + 1. Íàèñòèíà:
2(k+1) = 2.2k > k2 + k2 > k2 + (2k + 1) = (k + 1)2

4. Çàêëþ÷åíèå: Òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñÿêî ÷èñëî n ∈ N, n ≥ 5
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Çàäà÷à 3: (12ò.) Ðåëàöèÿòà R â ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå ÷èñëà Z å îïðåäå-
ëåíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: R = {(x, y)|x− y å ÷åòíî ÷èñëî}. Äîêàæåòå, ÷å R
å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò è íàìåðåòå êëàñîâåòå é íà åêâèâàëåíòíîñò.

Ðåøåíèå:

1. Ðåëàöèÿòà R å ðåôëåêñèâíà. Íèñòèíà, ∀x ∈ Z : xRx, òúé êàòî x−x
å ÷åòíî ÷èñëî.

2. Ðåëàöèÿòà R å ñèìåòðè÷íà, çàùîòî: çà âñåêè äâà åëåìåíòà x è y
íà ìíîæåñòâîòî Z, àêî xRy , ò.å. x − y = 2k, òî y − x = −2k,
ñëåäîâàòåëíî yRx.

3. Ðåëàöèÿòà R å òðàíçèòèâíà. Íåêà x, y, z ñà åëåìåíòè íà ìíîæåñò-
âîòî Z, òàêèâà ÷å xRy è yRz, ò.å. x − y = 2k è y − z = 2r. Òîãàâà,
x− z = x− y + y − z = 2t ñëåäîâàòåëíî xRz.

Îò äîêàçàíîòî â ò.1, ò.2 è ò.3 ñëåäâà, ÷å R å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.
Ðàçãëåæäàìå 0 ∈ Z. Íåêà x ∈ Z å ïðîèçâîëíî ÷åòíî ÷èñëî. Òîãàâà

0− x = −x ñúùî å ÷åòíî ÷èñëî ⇒ R[0] = {x ∈ Z| õ ÷åòíî ÷èñëî}.
Ðàçãëåæäàìå 1 ∈ Z. Íåêà x ∈ Z å ïðîèçâîëíî íå÷åòíî ÷èñëî. Òîãàâà

1− x å ÷åòíî ÷èñëî ⇒ R[1] = {x ∈ Z| õ íå÷åòíî ÷èñëî}.
Ñëåäîâàòåëíî, êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà ðåëàöèÿòà R ñà ìíî-

æåñòâàòà R[0] è R[1].

Çàäà÷à 4: (12ò.) Äàäåíî e ìíîæåñòâîòî A = {a, b, c, d} è äåôèíèðàíàòà
â íåãî áèíàðíà ðåëàöèÿ:

R = {(a, a), (a, b), (a, d), (b, b), (c, c), (c, a), (c, b), (c, d), (d, d)}
à)(4ò.) Ïðåäñòàâåòå ðåëàöèÿòà ñ ìàòðèöà;

Ðåøåíèå: Ñëåäíàòà ìàòðèöà ïðåäñòàâÿ ãîðíàòà ðåëàöèÿ:

a b c d
a 1 1 0 1
b 0 1 0 0
c 1 1 1 1
d 0 0 0 1

á)(6ò.) Èçñëåäâàéòå ñâîéñòâàòà íà ðåëàöèÿòà;

Ðåøåíèå:

1. Ðåëàöèÿòà å ðåôëåêñèâíà, çàùîòî âñåêè åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî A
å â ðåëàöèÿ ñúñ ñåáå ñè.
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2. Ðåëàöèÿòà íå å ñèìåòðè÷íà, çàùîòî ñúùåñòâóâàò åëåìåíòè a ∈ A è
b ∈ A òàêèâà, ÷å (a, b) ∈ R, à (b, a) /∈ R.

3. Ðåëàöèÿòà å àíòèñèìåòðè÷íà, çàùîòî çà âñåêè äâà åëåìåíòà x è y
íà ìíîæåñòâîòî A, àêî (x, y) ∈ R è (y, x) ∈ R, òî x = y.

4. Ðåëàöèÿòà íå å ñèëíî àíòèñèìåòðè÷íà, çàùîòî ñúùåñòâóâàò äâà
ðàçëè÷íè åëåìåíòà b ∈ R è d ∈ R, òàêèâà ÷å (b, d) /∈ R è (d, b) /∈ R.

5. Ðåëàöèÿòà å òðàíçèòèâíà, çàùîòî çà âñåêè òðè åëåìåíòà x, y, z íà
ìíîæåñòâîòî A, àêî (x, y) ∈ R è (y, z) ∈ R, òî (x, z) ∈ R.

â)(2ò.) Îïðåäåëåòå âèäà íà ðåëàöèÿòà.

Ðåøåíèå: Ðåëàöèÿòà å ðåôëåêñèâíà, àíòèñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâíà,
ñëåäîâàòåëíî å ðåëàöèÿ íà ÷àñòè÷íà íàðåäáà.

Çàäà÷à 5: (10ò.) Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà f : N→ Z å áèåêöèÿ, êúäåòî:

f(x) =


−x
2

àêî x å ÷åòíî

x+ 1

2
àêî x å íå÷åòíî

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà å áèåêöèÿ, àêî å èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ.

1. Ùå äîêàæåì, ÷å ôóíêöèÿòà å èíåêöèÿ, ò.å. ∀x1, x2 ∈ N, f(x1) =
f(x2)⇒ x1 = x2.

Íåêà x1, x2 ∈ N, f(x1) = f(x2). Îò f(x1) = f(x2) ñëåäâà, ÷å x1, x2 ñà
åäíîâðåìåííî èëè ÷åòíè èëè íå÷åòíè.

à) x1, x2 - ÷åòíè ⇒ −
x1
2

= −x2
2
⇒ x1 = x2

á) x1, x2 - íå÷åòíè ⇒
x1 + 1

2
=
x2 + 1

2
⇒ x1 + 1 = x2 + 1⇒ x1 = x2

Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà å èíåêöèÿ.

2. Ùå äîêàæåì, ÷å ôóíêöèÿòà å ñþðåêöèÿ, ò.å. ∀y ∈ Z ∃x ∈ N, òàêîâà
÷å f(x) = y.

Íåêà y ∈ Z.

à) y ≤ 0: −x
2
= y ⇒ x = −2y.

y ∈ Z, y ≤ 0⇒ −2y ∈ Z,−2y ≥ 0⇒ x ∈ N, f(−2y) = −−2y
2

= y.
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á) y ≥ 1:
x+ 1

2
= y ⇒ x = 2y − 1.

y ∈ Z, y ≥ 1 ⇒ 2y − 1 ∈ Z, 2y − 1 ≥ 1 ⇒ x ∈ N, f(2y − 1) =
2y − 1 + 1

2
= y.

Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà å ñþðåêöèÿ.

Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà å áèåêöèÿ.

Çàäà÷à 6: (15ò.) Íåêà À å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè äâîè÷íè íèçîâå ñ äúë-
æèíà íàé-ìíîãî 10, à N - ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà. Ôóíêöèÿòà
f : A → N ñúïîñòàâÿ íà âñåêè äâîè÷åí íèç ÷èñëî òàêîâà, ÷å äâîè÷íèÿò
íèç å íåãîâî ïðåäñòàâÿíå â äâîè÷íà ïîçèöèîííà áðîéíà ñèñòåìà.

à)(9ò.) Ïðîâåðåòå äàëè ôóíêöèÿòà å èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ;

Ðåøåíèå: Ôóíêöèÿòà íå å èíåêöèÿ, çàùîòî ñúùåñòâóâàò äâà åëåìåíòà
íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî, ÷èèòî îáðàçè ñúâïàäàò. Ïðèìåð çà òîâà
ñà äâîè÷íèòå íèçîâå ′′10′′ è ′′0010′′. f(′′10′′) = f(′′0010′′) = 2.

Ôóíêöèÿòà íå å ñþðåêöèÿ. ×èñëîòî 210 íÿìà ïúðâîîáðàç â ìíîæåñòâî-
òî À. Íàèñòèíà, íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî, ÷èéòî äâîè÷åí çàïèñ èìà íå ïîâå÷å
îò 10 öèôðè, å 210 − 1.

á)(6ò.) Íàìåðåòå ìíîæåñòâî B ⊆ N òàêîâà, ÷å ôóíêöèÿòà f : A → B
å ñþðåêöèÿ.

Ðåøåíèå: Íåêà ìíîæåñòâîòî B å îïðåäåëåíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
B = {x|x ∈ N, 0 ≤ x ≤ 210 − 1}
Ôóíêöèÿòà f : A → B å ñþðåêöèÿ. Íåêà x ∈ B, à α å ïðåäñòàâÿíåòî

íà x â äâîè÷íà ïîçèöèîííà áðîéíà ñèñòåìà áåç âîäåùè íóëè. α ∈ A, òúé
êàòî âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî x < 210 ñå ïðåäñòàâÿ â äâîè÷íà ïîçèöèîííà
áðîéíà ñèñòåìà ñ íàé-ìíîãî 10 çíà÷åùè öèôðè, è f(α) = x.

Ñëåäîâàòåëíî, ôóíêöèÿòà f : A→ B å ñþðåêöèÿ.

Çàäà÷à 7: (14ò.) Äàäåíà å êîëîäà îò 52 êàðòè, îò êîÿòî ñå ïðàâÿò èçâàä-
êè, êîèòî ñà íåíàðåäåíè êîíôèãóðàöèè áåç ïîâòîðåíèå.

à) (7ò.) Äà ñå îïðåäåëè áðîÿò íà èçâàäêèòå îò 8 êàðòè, êàòî âñÿêà
èçâàäêà ñúäúðæà ïî 2 êàðòè îò âñåêè öâÿò

Ðåøåíèå: Äâå ïèêè ìîæå äà ñå èçáåðàò ïî
(
13
2

)
íà÷èíà. Çà âñåêè èçáîð

íà ïèêè äâå ñïàòèè ìîæå äà ñå èçáåðàò ïî
(
13
2

)
íà÷èíà. Çà âñåêè èçáîð

íà ïèêè è ñïàòèè äâå êàðè ìîæå äà ñå èçáåðàò ïî
(
13
2

)
íà÷èíà. Çà âñåêè

èçáîð íà ïèêè, ñïàòèè è êàðè äâå êóïè ìîæå äà ñå èçáåðàò ïî
(
13
2

)
íà÷èíà.

Ñëåäîâàòåëíî, áðîÿò íà èçâàäêèòå, îòãîâàðÿùè íà óñëîâèåòî, å
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(
13

2

)4

=

(
13!

2!× 11!

)4

=

(
13× 12

2

)4

= 784 = 37015056.

á) (7ò.) Äà ñå îïðåäåëè ïî êîëêî íà÷èíà ìîæå äà ñå ðàçäàäàò âñè÷êèòå
êàðòè íà 5 èãðà÷à p1, p2, ..., p5 , òàêà ÷å âñåêè îò p1 è p2 äà ïîëó÷è ïî 15
êàðòè, p3 äà ïîëó÷è 5 êàðòè, p4 äà ïîëó÷è 8 êàðòè è p5 äà ïîëó÷è 9 êàðòè

Ðåøåíèå: Ïúðâèÿò èãðà÷ ìîæå äà ïîëó÷è 15 êàðòè îò 52 êàðòè ïî
(
52
15

)
íà÷èíà. Çà âñåêè èçáîð íà 15 êàðòè çà p1 âòîðèÿò èãðà÷ ìîæå äà ïîëó÷è
15 êàðòè îò îñòàíàëèòå 37 êàðòè ïî

(
37
15

)
íà÷èíà. Çà âñåêè èçáîð íà 30

êàðòè çà p1 è p2 òðåòèÿò èãðà÷ ìîæå äà ïîëó÷è 5 êàðòè îò îñòàíàëèòå 22
êàðòè ïî

(
22
5

)
íà÷èíà. Çà âñåêè èçáîð íà 35 êàðòè çà p1, p2 è p3 ÷åòâúðòèÿò

èãðà÷ ìîæå äà ïîëó÷è 8 êàðòè îò îñòàíàëèòå 17 êàðòè ïî
(
17
8

)
íà÷èíà. Çà

âñåêè èçáîð íà 43 êàðòè çà p1, p2, p3 è p4 ïåòèÿò èãðà÷ ìîæå äà ïîëó÷è
9 êàðòè îò îñòàíàëèòå 9 êàðòè ïî

(
9
9

)
íà÷èíà.

Ñëåäîâàòåëíî, 52 êàðòè ìîæå äà ñå ðàçäàäàò íà 5 èãðà÷à, ñúãëàñíî
óñëîâèåòî, ïî

(
52
15

)
×
(
37
15

)
×
(
22
5

)
×
(
17
8

)
×
(
9
9

)
=

=
52!

15!× 37!
× 37!

15!× 22!
× 22!

5!× 17!
× 17!

8!× 9!
× 9!

9!× 0!
=

=
52!

15!× 15!× 5!× 8!× 9!
íà÷èíà.

Çàäà÷à 8: (17ò.) Äàäåíà å àçáóêàòà A = {a, b, c}. Äà ñå íàìåðè áðîÿò
íà äóìèòå ñ äúëæèíà 10 íàä òàçè àçáóêà, êîèòî èçïúëíÿâàò ñëåäíèòå
óñëîâèÿ:

à) (10ò.) Áðîÿò íà áóêâèòå a å ïî-ãîëÿì îò áðîÿ íà áóêâèòå b.

Ðåøåíèå: Òúé êàòî áðîÿò íà áóêâèòå a å ïî-ãîëÿì îò òîçè íà áóêâèòå
b, ñëåäâà, ÷å òîçè áðîé å â ãðàíèöèòå îò 1 äî 10.

Äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, â êîéòî áðîÿò íà áóêâèòå a å òî÷íî k. Çà äà
ïîëó÷èì âñè÷êè ðàçëè÷íè äóìè, îòãîâàðÿùè íà òåçè óñëîâèÿ, ïúðâî ùå
ðàçïîëîæèì â äåñåòòå ïîçèöèè íà äóìàòà îáùî k áóêâè a. Òîâà ìîæå
äà ñòàíå ïî

(
10
k

)
íà÷èíà. Êîãàòî áðîÿò íà áóêâèòå a å k, òî áðîÿò íà

áóêâèòå b ìîæå äà å â ãðàíèöèòå îò 0 äî min
(
(k− 1), (10− k)

)
. Áðîÿò íà

äóìèòå, â êîèòå èìà òî÷íî k áóêâè a è òî÷íî i áóêâè b å
(
10
k

)
.
(
10−k

i

)
. Òàêà

ìîæåì äà íàìåðèì áðîÿ íà âñè÷êè äóìè ñ òî÷íî k áóêâè a, à èìåííî:(
10
k

)
.
∑min

(
(k−1),(10−k)

)
i=0

(
10−k

i

)
.

Ñåãà ìîæåì çà íàìåðèì áðîÿ íà âñè÷êè äóìè îò óñëîâèåòî êàòî îñòà-
âèì k äà ñå ìåíè â ãðàíèöèòå îò 1 äî 10:∑10

k=1

((
10
k

)
.
∑k−1

i=0

(
10−k

i

))
Çàáåëåæêà: Çàìÿíàòà íà ãîðíàòà ãðàíèöà âúâ âúòðåøíàòà ñóìà å êî-
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ðåêòíà ïîðàäè ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:

(
n

k

)
=


n!

k!(n− k)!
àêî 0 ≤ k ≤ n

0 àêî 0 ≤ n < k

á) (7ò.) Âñÿêà äóìà ñúäúðæà 3 áóêâè a è áóêâèòå íà äóìàòà ñà â
íåíàìàëÿâàù ðåä.

Ðåøåíèå: Ïðåä âèä èçèñêâàíåòî çà íàðåäáà íà áóêâèòå ñëåäâà, ÷å òðè-
òå áóêâè a ñà â íà÷àëîòî íà äóìàòà. Ñëåä òÿõ ñà ðàçïîëîæåíè áóêâèòå
b, à íà êðàÿ ñà âñè÷êè áóêâè c. È òàêà äóìèòå, êîèòî íè èíòåðåñóâàò ñå
îïðåäåëÿò åäíîçíà÷íî îò áðîÿ íà áóêâèòå b â äóìàòà. Áðîÿò íà íåçàåòèòå
ñ áóêâè a ïîçèöèè â äóìàòà å 7 è â òÿõ ìîãàò äà ñå ðàçïîëæàò îò 0 äî 7
áóêâè b.

Ñëåäîâàòåëíî, áðîÿò íà äóìèòå, êîèòî îòãîâàðÿò íà óñëîíèåòî íà çà-
äà÷àòà å 8.
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