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òåìà: êîìáèíàòîðèêà

ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1: (15ò.) Îïðåäåëåòå áðîÿ íà äóìèòå, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ÷ðåç
ðàçìåñòâàíå íà ìàëêèòå áóêâè íà áúëãàðñêàòà àçáóêà, âñÿêà îò êîèòî íå
ñúäúðæà êàòî ïîääóìà íèêîÿ îò äóìèòå: íóëà, åäíî, äâå è òðè.

Ðåøåíèå: Íåêà U å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè äóìè, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò
÷ðåç ðàçìåñòâàíå íà áóêâèòå, A0 ⊆ U - ìíîæåñòâîòî îò äóìèòå, êîèòî
ñúäúðæàò ïîääóìà íóëà, A1 ⊆ U - ìíîæåñòâîòî îò äóìèòå, êîèòî ñúäúð-
æàò ïîääóìà åäíî, A2 ⊆ U - ìíîæåñòâîòî îò äóìèòå, êîèòî ñúäúðæàò
ïîääóìà äâå, A3 ⊆ U - ìíîæåñòâîòî îò äóìèòå, êîèòî ñúäúðæàò ïîääóìà
òðè. Òîãàâà, äóìèòå, ÷èèòî áðîé òúðñèì, ñà åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî
U \ (A0 ∪A1 ∪A2 ∪A3) è ñúãëàñíî Ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷-
âàíåòî òåõíèÿò áðîé å: |U \ (A0 ∪ A1 ∪ A2 ∪ A3)| =
= |U | − (|A0|+ |A1|+ |A2|+ |A3|)+

+(|A0 ∩A1|+ |A0 ∩A2|+ |A0 ∩A3|+ |A1 ∩A2|+ |A1 ∩A3|+ |A2 ∩A3|)−
−(|A0 ∩ A1 ∩ A2|+ |A0 ∩ A1 ∩ A3|+ |A0 ∩ A2 ∩ A3|+ |A1 ∩ A2 ∩ A3|)+
+|A0 ∩ A1 ∩ A2 ∩ A3| =

= 30!−(27!+27!+28!+28!)+(0+25!+25!+0+25!+26!)−(0+0+23!+0)+0 =
= 30!− 18× 27! + 9× 25!− 23!.

Çàäà÷à 2: Êàðòèíà îò n ðàçëè÷íè ôèãóðè ñå îöâåòÿâà, êàòî çà âñÿêà
ôèãóðà ñå èçïîëçâà åäèí îò k ðàçëè÷íè öâÿòà. Îïðåäåëåòå:

à)(10ò.) Çà êàêâè ñòîéíîñòè íà k å ñèãóðíî, ÷å êàêòî è äà ñå îöâåòè
êàðòèíàòà, ïîíå åäèí öâÿò ùå å èçïîëçâàí çà ïîíå ÷åòèðè ôèãóðè;

Ðåøåíèå: Íåêà P, |P | = n, å ìíîæåñòâîòî îò ôèãóðèòå, C, |C| = k, å
ìíîæåñòâîòî îò öâåòîâåòå è f : P → C ñúïîñòàâÿ íà âñÿêà ôèãóðà öâÿò.
Òîãàâà, ñúãëàñíî Îáîáùåíèÿ ïðèíöèï íà Äèðèõëå, ïîíå åäèí öâÿò ùå å
èçïîëçâàí çà ïîíå ÷åòèðè ôèãóðè, àêî n > 3k.

á)(15ò.) Ïðè êîëêî îò ðàçëè÷íèòå îöâåòÿâàíèÿ íà êàðòèíàòà, âñåêè
öâÿò å èçïîëçâàí ïîíå âåäíúæ;

Ðåøåíèå: Íåêà C = {c1, ..., ck} å ìíîæåñòâîòî îò öâåòîâåòå, U - ìíî-
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æåñòâîòî îò âñè÷êè îöâåòÿâàíèÿ íà êàðòèíàòà, Ai ⊆ U - ìíîæåñòâîòî îò
îöâåòÿâàíèÿòà, ïðè êîèòî öâÿò ci, i ∈ [1; k] , íå å èçïîëçâàí. Òîãàâà, îöâå-
òÿâàíèÿòà, ÷èèòî áðîé òúðñèì, ñà åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî U \

⋃k
i=1Ai

è ñúãëàñíî Ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî òåõíèÿò áðîé å:
|U \

⋃k
i=1Ai| = |U | −

∑k
i=1 |Ai|+

∑
1≤i1<i2≤k |Ai1 ∩ Ai2|+ ...+

+(−1)p
∑

1≤i1<...<ip≤k |Ai1 ∩ ... ∩ Aip|+ ...+ (−1)k|A1 ∩ ... ∩ Ak| =
= kn−

(
k
1

)
(k−1)n+

(
k
2

)
(k−2)n+...+ (−1)p

(
k
p

)
(k−p)n+...+(−1)k

(
k
k

)
(k−k)n =

=
∑k

p=0(−1)p
(
k
p

)
(k − p)n

â)(5ò.) Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæå äà ñå îöâåòè êàðòèíàòà â äâà ðàçëè÷íè
öâÿòà c1 è ci, i ∈ [2; k] òàêà, ÷å çà âñÿêî îò òåçè îöâåòÿâàíèÿ öâÿò c1 å
èçïîëçâàí çà m ôèãóðè, à öâÿò ci å èçïîëçâàí çà îñòàíàëèòå ôèãóðè.

Ðåøåíèå: m ôèãóðè çà öâÿò c1 ìîæå äà ñå èçáåðàò ïî
(
n
m

)
íà÷èíà. Çà

âñåêè èçáîð îñòàíàëèòå ôèãóðè ïî åäèíñòâåí íà÷èí ñå îöâåòÿâàò â åäèí è
ñúù öâÿò, êîéòî ìîæå äà ñå èçáåðå ïî

(
k−1
1

)
íà÷èíà. Ñëåäîâàòåëíî, áðîÿò

íà îöâåòÿâàíèÿòà, êîèòî îòãîâàðÿò íà óñëîâèåòî, å:
(
n
m

)
× (k − 1).

Çàäà÷à 3: (15ò.) Íåêà α̃ ∈ Bn
k . Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà âåêòîðèòå, ïðè-

íàäëåæàùè íà Bn, ñðàâíèìè ñ âåêòîð α̃.

Ðåøåíèå: Íåêà U ⊆ Bn å ìíîæåñòâîòî îò âåêòîðè, ñðàâíèìè ñ âåêòîð
α̃ è U = A ∪ B, êúäåòî A = {β̃ ∈ Bn : β̃ 4 α̃} è B = {γ̃ ∈ Bn : α̃ 4 γ̃}.Îò
òîâà, ÷å α̃ ∈ Bn

k ñëåäâà, ÷å òîé å îò âèäà:

0...0︸︷︷︸ i1
1 0...0︸︷︷︸ i2

1 0...0︸︷︷︸ ... 0...0︸︷︷︸ ik
1 0...0︸︷︷︸

Òîãàâà âñåêè âåêòîð îò ìíîæåñòâîòî A å îò âèäà:

0...0︸︷︷︸σi1 0...0︸︷︷︸σi2 0...0︸︷︷︸ ... 0...0︸︷︷︸σik 0...0︸︷︷︸
è âñåêè âåêòîð îò ìíîæåñòâîòî B å îò âèäà:

σ1...σi1−1︸ ︷︷ ︸ 1σi1+1...σi2−1︸ ︷︷ ︸ 1σi2+1...σi3−1︸ ︷︷ ︸ ... σik−1+1...σik−1︸ ︷︷ ︸ 1σik+1...σn︸ ︷︷ ︸
Ñëåäîâàòåëíî, |U | = |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| = 2k + 2n−k − 1.

Çàäà÷à 4: (15ò.) Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà âåêòîðèòå α̃ ∈ B11, òàêèâà ÷å
|α̃| = 5, ν(α̃) > 25.

Ðåøåíèå: Íåêà α̃ = (α1, α2, . . . , α11) å ïðîèçâîëåí âåêòîð, èçïúëíÿâàù
óñëîâèåòî. Òúé êàòî ïðåäñòàâÿíåòî íà 25 â äâîè÷íà ïîçèöèîííà áðîéíà
ñèñòåìà å 100000, òî çà äà áúäå èçïúëíåíî óñëîâèåòî ν(α̃) > 25, òðÿáâà
âåêòîðúò α̃ äà èìà ïîíå åäíà åäèíèöà â íÿêîÿ îò ïîçèöèèòå îò α1 äî
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α6. Íåêà èìà k åäèíèöè â ïîçèöèèòå îò 1 äî 6, òÿõíîòî ðàçïîëàãàíå
ìîæå äà ñòàíå ïî Ck

6 íà÷èíà. Îñòàíàëèòå 5− k åäèíèöè ñå ðàçïîëàãàò â
ïîçèöèèòå îò 7 äî 11, êîåòî ñòàâà ïî C5−k

5 íà÷èíà. È òàêà, êàòî âçåìåì
ïðåä âèä, ÷å îáùèÿò áðîé íà åäèíèöèòå å 5, òî îáùèÿò áðîé íà âåêòîðèòå,
èçïúëíÿâàùè óñëîâèåòî å

∑5
k=1C

k
6 .C

5−k
5 =

∑5
k=1

(
6
k

)
.
(

5
5−k

)
= 461.

Çàäà÷à 5: Â êóòèÿ èìà ïåò åäíàêâè áåëè òîïêè, 7 åäíàêâè çåëåíè òîïêè
è äåñåò ÷åðâåíè òîïêè, íàäïèñàíè ñ ÷èñëàòà îò 1 äî 10. Îò êóòèÿòà ñå
èçâàæäàò 12 òîïêè. Â êîëêî îò âúçìîæíèòå èçâàäêè:

à)(12ò.) èìà òî÷íî 5 ÷åðâåíè òîïêè;

Ðåøåíèå: ×åðâåíèòå òîïêè ñà ðàçëè÷íî íàäïèñàíè, ñëåäîâàòåëíî òå
ñà ðàçëè÷èìè, ïðîòèâíî íà áåëèòå è çåëåíèòå òîïêè. Òúé êàòî òðÿáâà
äà èçáåðåì 5 îò îáùî äåñåòòå ÷åðâåíè òîïêè, òî òîâà ìîæå äà ñòàíå
ïî C5

10 íà÷èíà. Îñòàíàëèòå 5 òîïêè â èçâàäêàòà òðÿáâà äà ñà èçìåæäó
íåðàçëè÷èìèòå áåëè è çåëåíè òîïêè. Òúé êàòî áåëèòå òîïêè ñà òî÷íî 5, òî
âúçìîæíîñòèòå äà èçáåðåì 5 òîïêè èçìåæäó áåëèòå è çåëåíèòå ñà îáùî 6,
ñúîòâåòíî ñúäúðæàùè 0, 1, 2, 3, 4 èëè 5 áåëè òîïêè. È òàêà, âñåêè èçáîð
íà 5 ÷åðâåíè òîïêè ìîæå íåçàâèñèìî äà ñå ñú÷åòàå ñ øåñòòå âúçìîæíè
èçáîðà íà áåëè è çåëåíè òîïêè. Òàêà îáùèÿò áðîé íà òúðñåíèòå èçâàäêè

å C5
10.6 =

(
10
5

)
.6 =

10!

5!.5!
.6 = 1512.

á)(2ò.) íÿìà ÷åðâåíà òîïêà;

Ðåøåíèå: Èçâàäêà, êîÿòî íå ñúäúðæà ÷åðâåíà òîïêà, òðÿáâà äà âêëþ÷-
âà âñè÷êè áåëè è çåëåíè òîïêè, çàùîòî òå ñà îáùî 12, îò êîåòî ñëåäâà,
÷å ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà òàêàâà.

â)(15ò.) èìà áÿëà òîïêà, çåëåíà òîïêà è ïîíå 6 ÷åðâåíè òîïêè.

Ðåøåíèå: Äà äåôèíèðàìå ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè èç-

âàäêè â çàâèñèìîñò îò áðîÿ íà ÷åðâåíèòå òîïêè â èçâàäêàòà: A =
5⋃

i=1

Ai,

Ai = {èçâàäêèòå, êîèòî ñúäúðæàò i + 5 ÷åðâåíè òîïêè}. Çà äà íàìå-
ðèì ìîùíîñòòà íà ìíîæåñòâîòî Ai ðàçñúæäàâàìå òàêà: âñÿêà èçâàäêà
îò Ai ñúäúðæà òî÷íî i + 5 ÷åðâåíè òîïêè, êîèòî ìîæåì äà èçáåðåì ïî
Ci+5

10 íà÷èíà. Äîáàâÿìå åäíà áÿëà è åäíà çåëåíà òîïêà, ñ êîåòî ñà èç-
ïúëíåíè èçèñêâàíèÿòà çà ñúîòâåòíàòà èçâàäêà. Îñòàâà äà äîáàâèì îùå
12− ((i+5)+2) = 5− i òîïêè, èçáèðàéêè èçìåæäó íåðàçëè÷èìèòå 4 áåëè
è 6 çåëåíè òîïêè. Ïî àíàëîãèÿ ñ òî÷êà à) äà ðàçäåëèì ñëó÷àèòå ñúîá-
ðàçíî áðîÿ íà äîáàâåíèòå áåëè òîïêè: òúé êàòî òîçè áðîé ìîæå äà áúäå
îò 0 äî 5 − i, òî áðîÿò íà íà÷èíèòå, ïî êîèòî ìîæåì äà äîáàâèì áåëè è
çåëíè òîïêè å 5− i+1 = 6− i. Ñåãà ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ìîùíîñòòà íà
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ìíîæåñòâîòî, êîÿòî íè èíòåðåñóâà:

|A| =
∑5

i=1 |Ai| =
∑5

i=1C
i+5
10 .(6− i) =

∑5
i=1

(
10
i+5

)
.(6− i) = 1686

Çàäà÷à 6: (16ò.) Îêîëî êðúãëà ìàñà ñåäÿò äâàíàäåñåò ôèëîñîôà. Ïðåä
âñåêè îò òÿõ èìà ÷èíèÿ, ìåæäó âñåêè äâå ÷èíèè èìà åäíà âèëèöà, à â
ñðåäàòà íà ìàñàòà èìà ãîëÿìà êóïà ñïàãåòè. Âðåìåòî íà ôèëîñîôèòå ìè-
íàâà òàêà: òå ìèñëÿò, ïðè êîåòî îãëàäíÿâàò, òîãàâà ïîñÿãàò êúì ñïàãåòèòå
çà äà ñå íàõðàíÿò. Íî âñåêè èìà íóæäà îò äâå âèëèöè çà äà ìîæå äà ÿäå
ñïàãåòè. Ïðè òîâà î÷åâèäíî äâàìà äóøè, êîèòî ñà ñúñåäè íà ìàñàòà, íå
ìîãàò äà ñå õðàíÿò åäíîâðåìåííî, à ìàêñèìàëíèÿò áðîé ôèëîñîôè, êîè-
òî ìîãàò åäíîâðåìåííî äà ÿäàò ñïàãåòè å 6. Íàìåðåòå áðîÿ íà âñè÷êè ïåò
åëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà ôèëîñîôñêîòî îáùåñòâî, òàêèâà, ÷å ÷ëåíî-
âåòå íà òîâà ïîäìíîæåñòâî ìîãàò äà ñå õðàíÿò ïî åäíî è ñúùî âðåìå.

Ðåøåíèå: Ùå ñâåäåì çàäà÷àòà äî íàìèðàíå íà áðîÿ íà äâîè÷íè âåêòî-
ðè ñ ôèêñèðàíà äúëæèíà è ôèêñèðàí áðîé åäèíèöè, â êîèòî ñëåä âñÿêà
åäèíèöà èìà íóëà.

Äà îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ôèëîñîôè ñ P . Äà èçáåðåì åäèí
îò ôèëîñîôèòå, íàïðèìåð PhilX è äà ðàçáèåì ìíîæåñòâîòî îò ïåòåëå-
ìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà íà P , â êîèòî íÿìà ñúñåäè îò ìàñàòà, íà äâå
ïîäìíîæåñòâàòà: P5 = A′ ∪ A′′, îïðåäåëåíè òàêà:

A′ = {A|A ⊆ P, |A| = 5, PhilX ∈ A}
A′′ = {A|A ⊆ P, |A| = 5, PhilX /∈ A}
Ñåãà ìèñëåíî äà ðàçêúñàìå êðúãà îêîëî ìàñàòà è äà ðàçãëåäàìå ñåäÿ-

ùèòå òàì êàòî íàðåäåíà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ôèëîñîôè, íà÷åëî ñ PhilX.
Ïúðâî ùå òúðñèì |A′|, ò.å. áðîÿ íà ïåòåëåìåíòíèòå ïîäìíîæåñòâà, â êîèòî
íÿìà ñúñåäè, îñâåí òîâà ïúðâèÿò âèíàãè ó÷àñòâà, à âòîðèÿò è ïîñëåäíè-
ÿò íå ó÷àñòâàò. Õàðàêòåðèñòè÷íèÿò âåêòîð íà âñÿêî òàêîâà ìíîæåñòâî
ñúäúðæà ïåò åäèíèöè, ïúðâèÿò åëåìåíò âèíàãè å åäèíèöà, âòîðèÿò è
ïîñëåäíèÿò ñà íóëè.

1 2 3 . . . 10 11 12
b: 1 0 . . . ... 0

Ñåãà ìîæåì äà èãíîðèðàìå ôèêñèðàíèòå ïúðâà è âòîðà ïîçèöèÿ è
äà ïðåáðîèì ñàìî âåêòîðèòå ñ äúëæèíà 10 è ÷åòèðè åäèíèöè, òàêèâà ÷å
ñëåä âñÿêà åäèíèöà èìà íóëà. Çà öåëòà ãðóïèðàìå âñÿêà îò åäèíèöèòå
ñ ïî åäíà íóëà, ïîëó÷àâàéêè íîâ åëåìåíò X è áðîèì âåêòîðèòå, êîèòî
ñúäúðæàò 4 åëåìåíòà X è 2 åëåìåíòà íóëà, à òå ñà C4

6 = C2
6 =

(
6
2

)
= 15.

Àíàëîãè÷íî ùå íàìåðèì |A′′|. Õàðàêòåðèñòè÷íèÿò âåêòîð íà âñÿêî
ïîäìíîæåñòâî, êîåòî å åëåìåíò íà A′′, èìà ïåò åäèíèöè è ñëåä âñÿêà
åäèíèöà èìà íóëà.
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1 2 3 . . . 10 11 12
b: ... ... . . . ... 0

Ðàçñúæäàâàéêè êàòî â ïðåäíèÿ ñëó÷àé, íàìèðàìå, ÷å áðîÿò íà òåçè
ïîäìíîæåñòâà å C5

7 = C2
7 =

(
7
2

)
= 21.

Âå÷å ìîæåì äà íàìåðèì ìîùíîñòòà íà öÿëîòî ìíîæåñòâî:
|P5| = |A′|+ |A′′| = 15 + 21 = 36
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