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Çàäà÷à 1 2 3 4 5 Îáùî

ïîëó÷åíè òî÷êè

ìàêñèìóì òî÷êè 1 1 1 1 1 5

Çàäà÷à 1. Ðåëàöèÿòà R ⊆ A×A å àíòèðåôëåêñèâíà.

Ïðåäëîæåòå ìåòîä, êîéòî äà ÿ ðàçøèðè äî ñòðîãà ÷àñòè÷íà íàðåäáà R′ ⊆ A×A,R ⊆ R′.

Îñâåí òîâà, ïðåäëîæåíèÿò ìåòîä äà îòêðèâà äàëè ðàçøèðÿâàíåòî å âúçìîæíî.

Çàäà÷à 2. Äâàìà ïðèÿòåëè èãðàÿò ñëåäíàòà èãðà: íà ìàñà èìà 2 êóï÷èíêè îò êàìú÷åòà.

Ðåäóâàéêè ñå, íà âñåêè õîä èãðà÷èòå ñè èçáèðàò åäíà îò äâåòå êóï÷èíêè è âçèìàò îò íåÿ ïðî-
èçâîëåí áðîé êàìú÷åòà (êîëêîòî òå ñè ïðåöåíÿò).

Êîéòî âçåìå ïîñëåäíîòî êàìú÷å, ïå÷åëè èãðàòà.

Â êîè íà÷àëíè êîíôèãóðàöèè èãðà÷úò, êîéòî ïðàâè ïúðâè õîä, ìîæå äà ñïå÷åëè ïðè âñÿêà
ñòðàòåãèÿ íà ïðîòèâíèêà?

Óïúòâàíå: Ïîëçâàéòå èíäóêöèÿ.

Çàäà÷à 3. Íåêà ñìå èçáðàëè n + 1 åëåìåíòà íà ìíîæåñòâîòî S = {1, 2, 3, ..., 2n}. Ïîêàæåòå, ÷å
ïîíå åäíî îò èçáðàíèòå ÷èñëà äåëè äðóãî îò èçáðàíèòå ÷èñëà.

Çàäà÷à 4. Êîëêî ñà ìîíîòîííî ðàñòÿùèòå ðåäèöèòå îò åñòåñòâåíè ÷èñëà x1, x2, . . . , xn, òàêèâà
÷å x1 ≥ 0, xn ≤ m.

Çàäà÷à 5. Îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò ðåàëíè ÷èñëà ñ R, à ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà ñ Q.
Îïðåäåëÿìå ðåëàöèÿòà R = {(x, y)| x ∈ R, y ∈ R, x− y ∈ Q}.
(a) Äîêàæåòå, ÷å R å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

(b) Äîêàæåòå, ÷å êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò, ïîðîäåíè îò R, îáðàçóâàò íåèçáðîèìî ìíîæåñòâî.

Ñðîê çà ïðåäàâàíå: Ïðåäàéòå äîìàøíîòî íà àñèñòåíòà íà âàøàòà ãðóïà äî 30 íîåìâðè 2021 ã.!

Ïðàâèëà çà ïðåäàâàíå: Ïðàòåòå ìåéë íà àñèñòåíòà íà âàøàòà ãðóïà ñ ôàéëîâå, â íÿêîÿ îò
ñëåäíèòå ôîðìè:

(1) Çàñíåòè èëè ñêàíèðàíè ëèñòè, íà êîèòî ñòå íàïèñàëè ðåøåíèÿòà ðúêîïèñíî. Àêî ñíèìàòå ñ
òåëåôîí, îïèòàéòå äà èçïîëçâàòå ïðèëîæåíèå ñ ôóíêöèîíàëíîñòè êàòî CamScanner.

(2) Ôàéëîâå âúâ ôîðìàò *.tex è *.pdf, èçãîòâåíè ïî ñòàíäàðòà LATEX. Íà ñëåäâàùàòà ñòðàíèöà
èìà êðàòêè èíñòðóêöèè çà LATEX.

1



Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1.

Ðåëàöèÿ íà ñòðîãà ÷àñòè÷íà íàðåäáà íàðè÷àìå ðåëàöèÿ, êîÿòî å àíòèðåôëåêñèâíà è òðàíçèòèâ-
íà (îò òîâà, ÷å ðåëàöèÿ íà ñòðîãà ÷àñòè÷íà íàðåäáà å àíòèðåôëåêñèâíà è òðàíçèòèâíà, ñëåäâà,
÷å òÿ å è àíòèñèìåòðè÷íà).

Íåêà äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà Ri ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Ri =

{
R, àêî i = 1,
Ri−1 ◦R, àêî i ≥ 2.

.

Äàäåíî íè å, ÷å R å àíòèðåôëåêñèâíà. Çà äà ìîæå R′ äà å òðàíçèòèâíà òðÿáâà R+ ⊆ R′, êúäåòî

R+ å òðàíçèòèâíîòî çàòâàðÿíå íà R, äåôèíèðàíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: R+ =
∞⋃
i=1

Ri. Âñúùíîñò íè

å äîñòàòú÷íî R′ = R+, çàùîòî àêî R+ íå å ñòðîãà ÷àñòè÷íà íàðåäáà (çíàåì, ÷å å òðàíçèòèâíà,
îñòàâà âúçìîæíîñòòà äà íå å àíòèðåôëåêñèâíà), òî è âñÿêî íåéíî ðàçøèðåíèå íÿìà äà å òàêàâà.

Çíàåì, ÷å R+ e òðàíçèòèâíà. Àêî òÿ å àíòèðåôëåêñèâíà, òÿ å òúðñåíàòà ñòðîãà ÷àñòè÷íà íàðåäáà
R′. Ùå äîêàæåì, ÷å êîãàòî â R íÿìà êîíòóð, R+ å àíòèðåôëåêñèâíà. Íåêà äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî
- â R íÿìà êîíòóð è R+ íå å àíòèðåôëåêñèâíà, ò.å. ∃x ∈ A, òàêîâà, ÷å (x, x) ∈ R+. Íî òúé
êàòî ïî óñëîâèå R å àíòèðåôëåêñèâíà, òî (x, x) /∈ R, ñëåäîâàòåëíî äâîéêàòà (x, x) å âëÿçëà â
ðåëàöèÿòà R+ â ñëåäñòâèå íà íÿêîå òðàíçèòèâíî ðàçøèðÿâàíå ñ Ri, çà i ≥ 2. Òîåñò ñúùåñòâóâàò
a1, a2, ..., ai ∈ A, òàêèâà ÷å (a1, a2) ∈ R, (a2, a3) ∈ R, ..., (ai−1, ai) ∈ R, (ai, a1) ∈ R. Íî òîâà îçíà÷àâà,
÷å a1, a2, ...ai ∈ A îáðàçóâàò êîíòóð â R, êîåòî å â ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî, ñëåäîâàòåëíî R+

å àíòèðåôëåêñèâíà, êîãàòî â R íÿìà êîíòóð.

Ñúùî ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å êîãàòî â R èìà êîíòóð R+ íå å àíòèðåôëåêñèâíà: Ùîì â R
èìà êîíòóð, òî ñúùåñòâóâàò a1, a2, ..., ai ∈ A, òàêèâà ÷å (a1, a2) ∈ R, (a2, a3) ∈ R, ..., (ai−1, ai) ∈
R, (ai, a1) ∈ R.

Îò òðàíçèòèâíîñòòà íà R+ ñëåäâà, ÷å ùîì (a1, a2) ∈ R è (a2, a3) ∈ R, òî è (a1, a3) ∈ R.

Îò òðàíçèòèâíîñòòà íà R+ ñëåäâà, ÷å ùîì (a1, a3) ∈ R è (a3, a4) ∈ R, òî è (a1, a4) ∈ R.

. . .

Îò òðàíçèòèâíîñòòà íà R+ ñëåäâà, ÷å ùîì (a1, ai) ∈ R è (ai, a1) ∈ R, òî è (a1, a1) ∈ R.

Ïîëó÷èõìå, ÷å (a1, a1) ∈ R, ñëåäîâàòåëíî R+ íå å àíòèðåôëåêñèâíà, êîãàòî â R èìà êîíòóð.

Àíòèðåôëåêñèâíàòà ðåëàöèÿ R ìîæå äà ñå ðàçøèðè äî ñòðîãà ÷àñòè÷íà íàðåäáà

R′ = R+ =
∞⋃
i=1

Ri

ñàìî êîãàòî â R íÿìà êîíòóð.

Çàäà÷à 2.

Íåêà ïúðâî äà äîêàæåì, ÷å êîíôèãóðàöèèòå ñ 2 êóï÷èíêè îò n êàìú÷åòà ñà ãóáåùè çà èãðà÷à,
êîéòî å íà õîä, ïðè îïòèìàëíà ñòðàòåãèÿ íà ïðîòèâíèêà. Ùå èçïîëçâàìå ñèëíà èíäóêöèÿ ïî n:

1) Áàçà: n = 1

Èìàìå 2 êóï÷èíêè ñ ïî 1 êàìú÷å â òÿõ. Èãðà÷úò, êîéòî å íà õîä, íÿìà äðóã èçáîð, îñâåí äà
âçåìå åäèíñòâåíîòî êàìú÷å îò åäíàòà îò êóï÷èíêèòå. Çà äðóãèÿ èãðà÷ îñòàâà åäíà êóï÷èíêà ñ
åäíî êàìú÷å, êîåòî òîé âçåìà è ïå÷åëè èãðàòà.

2



2) Èíäóêöèîííà õèïîòåçà:

Äà äîïóñíåì, ÷å âñè÷êè êîíôèãóðàöèè ñ 2 êóï÷èíêè îò i êàìú÷åòà, êúäåòî i ∈ {1, 2, ..., n}, ñà
ãóáåùè çà èãðà÷à, êîéòî å íà õîä, ïðè îïòèìàëíà ñòðàòåãèÿ íà ïðîòèâíèêà.

3) Èíäóêöèîííà ñòúïêà:

Ùå äîêàæåì, ÷å êîíôèãóðàöèÿòà ñ 2 êóï÷èíêè îò n+ 1 êàìú÷åòà å ãóáåùà çà èãðà÷à, êîéòî å
íà õîä, ïðè îïòèìàëíà ñòðàòåãèÿ íà ïðîòèâíèêà. Ïúðâèÿò èãðà÷ èìà 2 âúçìîæíîñòè çà õîäà ñè:

1) Äà âçåìå n + 1 êàìú÷åòà îò åäíà îò äâåòå êóï÷èíêè. Â òîçè ñëó÷àé âòîðèÿò èãðà÷ âçåìà
âñè÷êè n+ 1 êàìú÷åòà îò äðóãàòà êóï÷èíêà è ïå÷åëè èãðàòà.

2) Äà âçåìå k êàìú÷åòà, êúäåòî k ∈ {1, 2, ..., n} îò åäíà îò äâåòå êóï÷èíêè. Äà äîïóñíåì, áåç
îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, ÷å èãðà÷úò âçåìà êàìú÷åòàòà îò âòîðàòà êóï÷èíêà. Â òîçè ñëó÷àé
ïîëó÷àâàìå 2 êóï÷èíêè ñúñ ñúîòâåòíî n+ 1 è n+ 1− k êàìú÷åòà. Âòîðèÿò èãðà÷ ìîæå äà âçåìå
k êàìú÷åòà îò ïúðâàòà êóï÷èíêà. Ïîëó÷àâàìå 2 êóï÷èíêè îò n + 1 − k êàìú÷åòà è òúé êàòî
n+ 1− k < n+ 1 ùå ïîïàäíåì â êîíôèãóðàöèÿ, çà êîÿòî îò èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çíàåì, ÷å å
ãóáåùà çà ïúðâèÿ èãðà÷.

Ïîëó÷èõìå, ÷å êîíôèãóðàöèÿ ñ 2 êóï÷èíêè ñ ðàâåí áðîé êàìú÷åòà å ãóáåùà çà èãðà÷à, êîéòî
èãðàå ïðúâ. Ñåãà ùå äîêàæåì, ÷å âñè÷êè îñòàíàëè êîíôèãóðàöèè ñà ïå÷åëèâøè çà ïúðâèÿ èãðà÷.

Íåêà èìàìå 2 êóï÷èíêè ñúñ ñúîòâåòíî a è b êàìú÷åòà. Äà äîïóñíåì, áåç îãðàíè÷åíèå íà îáù-
íîñòòà, ÷å a > b. Ïúðâèÿò èãðà÷ ìîæå äà âçåìå a− b êàìú÷åòà îò ïúðâàòà êóï÷èíêà. Â ïúðâàòà
êóï÷èíêà îñòàâàò a − (a − b) = b êàìú÷åòà è ïîïàäàìå â êîíôèãóðàöèÿ, êîÿòî äîêàçàõìå, ÷å å
ãóáåùà çà èãðà÷à, êîéòî å íà õîä (âòîðèÿ èãðà÷ â ñëó÷àÿ) êàêâàòî è äà å íåãîâàòà ñòðàòåãèÿ.

Îòãîâîð : Ïðè âñÿêà êîíôèãóðàöèÿ, ïðè êîÿòî áðîÿò íà êàìú÷åòàòà â äâåòå êóï÷èíêè å ðàç-

ëè÷åí, èãðà÷úò, êîéòî ïðàâè ïúðâè õîä, ìîæå äà ñïå÷åëè ïðè âñÿêà ñòðàòåãèÿ íà ïðîòèâíèêà.

Çàäà÷à 3.

Ùå èçïîëçâàìå èíäóêöèÿ ïî n:

1) Áàçà: n = 1

Òðÿáâà äà èçáåðåì 2 ÷èñëà îò S = {1, 2}. Òîâà ìîæå äà ñòàíå ñàìî ïî åäèí íà÷èí - âçåìàìå
{1, 2}. ßñíî å, ÷å 1 äåëè 2, ñëåäîâàòåëíî òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n = 1.

2) Èíäóêöèîííà õèïîòåçà:

Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íÿêîå n - âúâ âñÿêà (n + 1)-îðêà ÷èñëà îò S =
{1, 2, 3, ..., 2n} ñå ñúäúðæàò ïîíå äâå ÷èñëà, òàêèâà ÷å åäíîòî äåëè äðóãîòî.

3) Èíäóêöèîííà ñòúïêà:

Ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n + 1 - âúâ âñÿêà (n + 1) + 1 = (n + 2)-îðêà ÷èñëà îò
S = {1, 2, 3, ..., 2n+ 2} ñå ñúäúðæàò ïîíå äâå ÷èñëà, òàêèâà ÷å åäíîòî äåëè äðóãîòî.

Îò èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà çíàåì, ÷å ìîæåì äà èçáåðåì ìíîæåñòâî A ñ ìàêñèìóì n ÷èñëà îò
S = {1, 2, ..., 2n}, òàêèâà ÷å íèòî åäíî îò ÷èñëàòà â ìíîæåñòâîòî äà íå äåëè äðóãî îò òÿõ. Íåêà
ðàçãëåäàìå âúçìîæíèòå íà÷èíè äà äîïúëíèì A äî n+ 2 åëåìåíòà:

1) Èçáèðàìå 2 ÷èñëà îò {1, 2, ..., 2n}\A è ãè ñëàãàìå â A. Ïðè òàêúâ èçáîð ïîïàäàìå â ñëó÷àÿ îò
èíäóêöèîííàòà õèïîòåçà, ñëåäîâàòåëíî â ìíîæåñòâîòî A ñå ñúäúðæàò äâå ÷èñëà, åäíî îò êîèòî
äåëè äðóãîòî.

2) Èçáèðàìå 1 ÷èñëî îò {1, 2, ..., 2n} \A è åäíî îò {2n+ 1, 2n+ 2} è ãè ñëàãàìå â A. Ïðè òàêúâ
èçáîð â A îòíîâî èìàìå n+1 ÷èñëà îò {1, 2, ...2n} è îòíîâî ïîïàäàìå â ñëó÷àÿ îò èíäóêöèîííàòà
õèïîòåçà, ñëåäîâàòåëíî â ìíîæåñòâîòî A ñå ñúäúðæàò äâå ÷èñëà, åäíî îò êîèòî äåëè äðóãîòî.
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3) Èçáèðàìå ÷èñëàòà 2n+ 1 è 2n+ 2 è ãè ñëàãàìå â A. Â òîçè ñëó÷àé èìàìå äâà ïîäñëó÷àÿ:

3.1) ×èñëîòî n + 1 å â À. Çíàåì, ÷å (n + 1)|(2n + 2), ñëåäîâàòåëíî èìàìå äâå ÷èñëà, åäíî îò
êîèòî äåëè äðóãîòî.

3.2) ×èñëîòî n + 1 íå å â A. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å â A íÿìà ÷èñëî p, êîåòî äåëè n + 1 (Íå
ðàçãëåæäàìå ÷èñëà, êîèòî ñå äåëÿò íà n + 1, çàùîòî íàé-ìàëêîòî òàêîâà, ðàçëè÷íî îò n + 1, å
2n + 2). Òîãàâà ìîæåì äà äîáàâèì n + 1 â A è äà ïîëó÷èì n + 1 ÷èñëà îò {1, 2, ...2n} èçìåæäó
êîèòî íÿìà äâå ÷èñëà, åäíî îò êîèòî äåëè äðóãîòî. Ñòèãíàõìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ èíäóêöèîííàòà
õèïîòåçà, ñëåäîâàòåëíî â A ∃p, òàêîâà ÷å p|(n+1). Îò òðàçíèòèâíîñòòà íà äåëèìîñòòà, èìàìå, ÷å
ùîì p|(n + 1) è (n + 1)|(2n + 2), òî ñëåäâà, ÷å p|(2n + 2). Îòíîâî ïîëó÷èõìå äâå ÷èñëà, åäíî îò
êîèòî äåëè äðóãîòî.

Ïîëó÷èõìå, ÷å ïî êàêúâòî è íà÷èí äà äîïúëíèì ìíîæåñòâîòî A äî ìíîæåñòâî ñ n + 2 ÷èñ-
ëà âèíàãè ïîëó÷àâàìå ïîíå åäíà äâîéêà ÷èñëà, òàêèâà ÷å åäíîòî äåëè äðóãîòî. Ñëåäîâàòåëíî
òâúðäåíèåòî å âÿðíî è çà n+ 1.

Ñ èíäóêöèÿ ïî n äîêàçàõìå, ÷å ïî êàêúâòî è íà÷èí äà èçáåðåì n+ 1 åëåìåíòà îò ìíîæåñòâîòî
S = {1, 2, 3, ..., 2n} âèíàãè ïîíå åäíî îò èçáðàíèòå ÷èñëà ùå äåëè äðóãî îò èçáðàíèòå ÷èñëà.

Çàäà÷à 4.

Íåêà ïúðâî äà ðàçãëåäàìå ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ïîñòàâèì n íåðàçëè÷èìè çâåçäè÷êè â
n+m êóòèéêè, òàêà ÷å âúâ âñÿêà êóòèéêà äà èìà íàé-ìíîãî åäíà çâåçäè÷êà. Òîâà å êîíôèãóðàöèÿ
áåç íàðåäáà è áåç ïîâòîðåíèå, ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå ðàçïðåäåëåíèÿ å Cn+m

n =
(
n+m

n

)
.

Íåêà U å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ìîíîòîííî ðàñòÿùè ðåäèöè îò åñòåñòâåíè ÷èñëà x1, x2, . . . , xn,
òàêèâà ÷å x1 ≥ 0, xn ≤ m, à V å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàðåäáè íà n íåðàçëè÷èìè çâåçäè÷êè â
n+m êóòèéêè. Çà ïðîèçâîëíî v ∈ V ùå îáðàçóâàìå ðåäèöà u ∈ U ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Íåêà çà i = {1, 2, ..., n} ui å ðàâíî íà áðîÿ íà ïðàçíèòå êóòèéêè ïðåäè i-òàòà ïîðåä çâåçäè÷êà îò
ëÿâî íàäÿñíî â v.

Íàïðèìåð çà n = 4 è m = 3 ðåäèöàòà {0, 0, 2, 3} ùå ñå ïðåäñòàâè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

* * * *

Ùå äîêàæåì, ÷å ÷ðåç ãîðíîòî ñúîòâåòñòâèå íà âñåêè åäèí åëåìåíò îò åäíîòî ìíîæåñòâî ñå ñúïîñ-
òàâÿ òî÷íî åäèí åëåìåíò îò äðóãîòî ìíîæåñòâî:

1) Íåêà èçáåðåì ïðîèçâîëíî u ∈ U . Ñòðîèì ñúîòâåòñòâàùèÿ ìó v ∈ V ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Ça i =
{1, 2, ..., n} ïîñòàâÿìå çâåçäè÷êà â (ui+ i)-òàòà êóòèéêà îò v (çíàåì, ÷å èìàìå ui ïðàçíè êóòèéêè è
i−1 êóòèéêè ñúñ çâåçäè÷êè ïðåäè i-òàòà çâåçäè÷êà.) Òúé êàòî ðåäèöàòà {ui} å ìîíîòîííî ðàñòÿùà
ðåäèöà, ñòîéíîñòèòå íà i îáðàçóâàò ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà, ñëåäâà, ÷å ðåäèöàòà {ui+i}
ñúùî å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà. Ñëåäîâàòåëíî íÿìà êàê äà ïîëó÷èì êóòèéêà ñ ïîâå÷å
îò åäíà çâåçäè÷êà. Çíàåì, ÷å ui + i äîñòèãà ìàêñèìóìà ñè ïðè ui = m è i = n. Ñëåäîâàòåëíî
âñÿêà çâåçäè÷êà ùå âëåçå â êóòèÿ ñ íîìåð ≤ m+ n. Ñëåäîâàòåëíî ïîëó÷åíàòà ðåäèöà v íàèñòèíà
å îò ìíîæåñòâîòî V . Ñúùî òàêà àêî íÿêîé åëåìåíò ui íà u áúäå ïðîìåíåí, òî òîãàâà è ðåäèöàòà
{ui+ i} ñå ïðîìåíÿ, îò êúäåòî ñëåäâà, ÷å íà âñÿêà ðåäèöà u ∈ U ñúîòâåòñòâà òî÷íî åäíà ïîäðåäáà
v ∈ V .

2) Íåêà èçáåðåì ïðîèçâîëíî v ∈ V . Ñòðîèì ñúîòâåòñòâàùèÿ ìó u ∈ U ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Çà i =
{1, 2, ..., n} ui å ðàâíî íà áðîÿ íà ïðàçíèòå êóòèéêè ïðåäè i-òàòà ïîðåä çâåçäè÷êà îò ëÿâî íàäÿñíî
â v. Òúé êàòî ðàçãëåæäàìå çâåçäè÷êèòå îò ëÿâî íà äÿñíî, òî áðîÿ íà ïðàçíèòå êóòèéêè ïðåäè
i-òàòà çâåçäè÷êà å ïî-ìàëúê èëè ðàâåí íà áðîÿ íà ïðàçíèòå êóòèéêè ïðåäè (i+1)-âàòà çâåçäè÷êà.
Ñëåäîâàòåëíî, çà i = {1, 2, ..., n − 1} å èçïúëíåíî ui ≤ ui+1, ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà å ìîíîòîííî
ðàñòÿùà. Ïðàçíèòå ìåñòà ïðåä n-òàòà çâåçäè÷êà ìîãàò äà ñà ìàêñèìóì (m + n−1) − (n−1) = m
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(áðîé êóòèéêè ïðåäè (m+n)-òàòà, â (n−1) îò êîèòî èìà ïîñòàâåíà çâåçäè÷êà), îò êîåòî ñëåäâà, ÷å
un ≤ m, a ñúîòâåòíî è âñè÷êè äðóãè ui ≤ m, çàùîòî ðåäèöàòà å ìîíîòîííî ðàñòÿùà. Ñëåäîâàòåëíî
ïîëó÷åíàòà ðåäèöà u íàèñòèíà å îò ìíîæåñòâîòî U . Ñúùî òàêà àêî i-òàòà çâåçäè÷êà îò v áúäå
ïðåìåñòåíà â äðóãà ïðàçíà êóòèéêà, òî ui ùå ñå ïðîìåíè, îò êúäåòî ñëåäâà, ÷å íà âñÿêà ïîäðåäáà
v ∈ V ñúîòâåòñòâà òî÷íî åäíà ðåäèöà u ∈ U .

Îò 1) è 2) ñëåäâà, ÷å ìîæåì íà âñåêè åäèí åëåìåíò îò åäíîòî ìíîæåñòâî äà ñúïîñòàâèì òî÷íî
åäèí åëåìåíò îò äðóãîòî ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëíî |U | = |V | =

(
n + m

n

)
.

Îòãîâîð: Ìîíîòîííî ðàñòÿùèòå ðåäèöè îò åñòåñòâåíè ÷èñëà x1, x2, . . . , xn, òàêèâà ÷å x1 ≥
0, xn ≤ m ñà

(
n + m

n

)
íà áðîé.

Çàäà÷à 5.

(à) Ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò íàðè÷àìå ðåëàöèÿ, êîÿòî å ðåôëåêñèâíà, ñèìåòðè÷íà è òðàíçè-
òèâíà. Ùå äîêàæåì, ÷å R ïðèòåæàâà è òðèòå ñâîéñòâà.

1) Ðåôëåêñèâíîñò - (∀x ∈ R)[xRx]: Íåêà x ∈ R å ïðîèçâîëíî. Èìàìå, ÷å x − x = 0, à 0 ∈ Q,
ñëåäîâàòåëíî (x, x) ∈ R. Òúé êàòî x ∈ R áåøå ïðîèçâîëíî, ñëåäâà, ÷å R å ðåôëåêñèâíà ðåëàöèÿ.

2) Ñèìåòðè÷íîñò - (∀x, y ∈ R)[xRy → yRx]: Íåêà x, y ∈ R ñà ïðîèçâîëíè è å èçïúëíåíî xRy.

xRy ⇔ x− y = p ∈ Q
y − x = −p

Òúé êàòî p ∈ Q è Q å ïîëå, ñëåäâà, ÷å (−p) ∈ Q, ñëåäîâàòåëíî (y, x) ∈ R. Òúé êàòî x, y ∈ R áÿõà
ïðîèçâîëíè, ñëåäâà, ÷å R å ñèìåòðè÷íà ðåëàöèÿ.

3) Òðàíçèòèâíîñò - (∀x, y, z ∈ R)[xRy ∧ yRz → xRz]: Íåêà x, y, z ∈ R ñà ïðîèçâîëíè è å
èçïúëíåíî xRy ∧ yRz.

xRy ⇔ x− y = p ∈ Q
yRz ⇔ y − z = q ∈ Q

⇓
(x− y) + (y − z) = p+ q

x− z = p+ q

Òúé êàòî p, q ∈ Q è Q å ïîëå, ñëåäâà, ÷å (p+ q) ∈ Q ⇒ xRz. Òúé êàòî x, y, z ∈ R áÿõà ïðîèçâîëíè,
ñëåäâà, ÷å R å òðàíçèòèâíà ðåëàöèÿ.

Îò 1), 2) è 3) ñëåäâà, ÷å R å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

(á) Îò äåôèíèöèÿòà íà ðåëàöèÿòà ñëåäâà, ÷å êëàñúò íà åêâèâàëåíòíîñò [x] = {x + q : q ∈ Q}
(èçïúëíåíî å, ÷å x − (x + q) = −q ∈ Q). Áðîÿò íà åëåìåíòèòå â êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò [x] å
êîëêîòî áðîÿò íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà, ñëåäîâàòåëíî |[x]| = |Q|. Çíàåì, ÷å Q å èçáðîèìî ìíîæåñ-
òâî, ñúîòâåòíî è [x] å èçáðîèìî ìíîæåñòâî. Ðåëàöèÿòà ðàçáèâà ìíîæåñòâîòî R íà íåïðåñè÷àùè
ñå êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò, ñëåäîâàòåëíî îáåäèíåíèåòî íà âñè÷êè êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò,
ïîðîäåíè îò R, å ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà R.
Çíàåì, ÷å îáåäèíåíèåòî íà èçáðîèìî ìíîãî èçáðîèìè ìíîæåñòâà ñúùî å èçáðîèìî ìíîæåñòâî.

Íåêà äîïóñíåì, ÷å ìíîæåñòâîòî îò êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò, ïîðîäåíè îò R, å èçáðîèìî ìíî-
æåñòâî. Çíàåì, ÷å âñåêè êëàñ ïîîòäåëíî å èçáðîèìî ìíîæåñòâî, ñëåäîâàòåëíî îáåäèíåíèåòî èì
ñúùî å èçáðîèìî ìíîæåñòâî. Îò äðóãà ñòðàíà îáåäèíåíèåòî èì å R, çà êîåòî ñìå äîêàçâàëè, ÷å
å íåèçáðîèìî. Ïîëó÷èõìå ïðîòèâîðå÷èå. Ìíîæåñòâîòî îò êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò, ïîðîäåíè
îò R, å íåèçáðîèìî ìíîæåñòâî.
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