
Óïðàæíåíèå 4 ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, ÊÍ, II ïîòîê, çèìåí ñåìåñòúð2013-2014 ã.Êîìáèíàòîðèêà
1 ÈíäóêöèÿÇàäà÷à 1. Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å çà âñÿêî êðàéíî íåïðàçíî ìíîæåñòâî A, áðîÿò íàïîäìíîæåñòâàòà íà A ñ ÷åòåí áðîé åëåìåíòè å ðàâåí íà áðîÿ íà ïîäìíîæåñòâàòà ñ íå÷åòåíáðîé åëåìåíòè.�åøåíèå: Íåêà 2A ñòåïåííîòî ìíîæåñòâî íà A. Äå�èíèðàìå, ÷å:

2A
e = {X | X ∈ 2A è |X| å ÷åòíî ÷èñëî.}

2A
o = {X | X ∈ 2A è |X| å íå÷åòíî ÷èñëî.}Çàäà÷àòà ñå ñúñòîè â òîâà, äà ñå äîêàæå, ÷å ∀A, òàêîâà ÷å A 6= ∅, |2A

e | = |2A
o |. Äîêàçàòåëñòâîòîå ñ èíäóêöèÿ ïî |A|.Áàçà: |A| = 1. Òîãàâà

2A = {∅, A}Î÷åâèäíî
2A

e = {∅}
2A

o = {A},òàêà ÷å |2A
e | = |2A

o | å âÿðíî.Èíäóêòèâíà õèïîòåçà: Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñÿêî ìíîæåñòâî A, òàêîâà ÷å |A| = n.Òîåñò,
∀A, òàêîâà ÷å |A| = n : |2A

o | = |2A
e | (1)Èíäóêòèâíà ñòúïêà: �àçãëåæäàìå ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî A, òàêîâà ÷å |A| = n + 1. Íåêà

a å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà A. Î÷åâèäíî 2A ñå ðàçáèâà íà ñëåäíèòå ÷åòèðè ïîäìíîæåñòâà:
Be = {X ∈ 2A | a ∈ X è |X| å ÷åòíî ÷èñëî}
Bo = {X ∈ 2A | a ∈ X è |X| å íå÷åòíî ÷èñëî}
Ce = {X ∈ 2A | a 6∈ X è |X| å ÷åòíî ÷èñëî}
Co = {X ∈ 2A | a 6∈ X è |X| å íå÷åòíî ÷èñëî}Î÷åâèäíî
2A

e = Be ∪ Ce

2A
o = Bo ∪ Co



Òúé êàòî Be ∩ Ce = ∅ è Bo ∩ Co = ∅,
|2A

e | = |Be| + |Ce| (2)
|2A

o | = |Bo| + |Co| (3)Íåêà A ′ = A \ {a}. Ñúãëàñíî èíäóêòèâíàòà õèïîòåçà (1),
|2A′

e | = |2A′

o | (4)Î÷åâèäíî å, ÷å 2A′

e = Ce è 2A′

o = Co. Ñëåäîâàòåëíî,
|Ce| = |Co| (5)Ùå ïîêàæåì, ÷å |Be| = |Bo|. Çàáåëåæåòå, ÷å
|Be| = |Co| (6)ïîíåæå èìà áèåêòèâíî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó åëåìåíòèòå èì:

• âñåêè åëåìåíò u íà Be ñå ïîëó÷àâà îò òî÷íî åäèí åëåìåíò v íà Co ÷ðåç
”
äîáàâÿíå“ íà

a; ïî-�îðìàëíî, u = v ∪ {a},
• âñåêè åëåìåíò w íà Co ñå ïîëó÷àâà îò òî÷íî åäèí åëåìåíò z íà Be ÷ðåç

”
ìàõàíå“ íà a;ïî-�îðìàëíî, w = z \ {a}.Àíàëîãè÷íî,

|Bo| = |Ce| (7)ïîíåæå èìà áèåêòèâíî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó åëåìåíòèòå èì:
• âñåêè åëåìåíò u íà Bo ñå ïîëó÷àâà îò òî÷íî åäèí åëåìåíò v íà Ce ÷ðåç

”
äîáàâÿíå“ íà

a; ïî-�îðìàëíî, u = v ∪ {a},
• âñåêè åëåìåíò w íà Ce ñå ïîëó÷àâà îò òî÷íî åäèí åëåìåíò z íà Bo ÷ðåç

”
ìàõàíå“ íà a;ïî-�îðìàëíî, w = z \ {a}.Îò (6), (5) è (7) ñëåäâà, ÷å |Be| = |Co| = |Ce| = |Bo|, à îòòóê ñúãëàñíî òðàíçèòèâíîñòòà íàðàâåíñòîòî èìàìå:

|Be| = |Bo| (8)Îò (5), (8), (2) è (3) ñëåäâà, ÷å |2A
e | = |2A

o |. �Çàäà÷à 2. Äîêàæåòå, ÷å
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(9)Èçâåñòíî å, ÷å (n

k

) å áðîÿò íà ïîäìíîæåñòâàòà, èìàùè k åëåìåíòà, íà êîå äà å n-åëåìåíòíîìíîæåñòâî A. Òîãàâà, î÷åâèäíî,
∑

k∈{0,1,...,n}

k ÷åòíî (

n

k

) å áðîÿò íà ïîäìíîæåñòâàòà íà A ñ ÷åòåí áðîé åëåìåíòè
∑

k∈{0,1,...,n}

k íå÷åòíî (n

k

) å áðîÿò íà ïîäìíîæåñòâàòà íà A ñ íå÷åòåí áðîé åëåìåíòè
Ñúãëàñíî Çàäà÷à 1, òåçè äâå ñóìè ñà åäíàêâè. Ñëåäâà, ÷å èçðàçúò (9) å íóëà. �1.1 Çàñèëâàíå íà òâúðäåíèåòî, êîåòî äîêàçâàìåÂ íÿêîè ñëó÷àè äîêàçàòåëñòâîòî íà äàäåíîòî òâúðäåíèå �íå èçëèçà�, âúïðåêè ÷å òâúðäåíèåòîå âÿðíî. Â òàêúâ ñëó÷àé ìîæå äà îïèòàìå åäíà òåõíèêà: äà äîêàæåì ïî èíäóêöèÿ òâúðäåíèå,êîåòî å ïî-ñèëíî îò òîâà, êîåòî íè å äàäåíî. Ïî ïðèíöèï ïî-ñèëíèòå òâúðäåíèÿ ñå äîêàçâàòïî-òðóäíî, íî â íÿêîè ñëó÷àè�êîëêîòî è ïàðàäîêñàëíî äà çâó÷è�ïè-ñèëíèòå òâúðäåíèÿ ñåäîêàçâàò ïî-ëåñíî, àêî ïîëçâàìå èíäóêöèÿ.Çàäà÷à 3. Äîêàæåòå, ÷åÇà âñÿêî n ≥ 1 :

1

2
× 3

4
× . . .× 2n − 1

2n
<

1√
3n

(10)�åøåíèå, ïúðâè îïèò: Áàçàòà å çà n = 1. Ëÿâàòà ñòðàíà å 1
2
, à äÿñíàòà å 1√

3
. Äåéñòâèòåëíîëÿâàòà ñòðàíà å ïî-ìàëêà îò äÿñíàòà. Áàçîâèÿò ñëó÷àé å äîêàçàí.Äîïóñêàìå, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íÿêàêâà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà n, è ðàçãëåæäàìåòâúðäåíèåòî çà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà n + 1. Çà òàçè ñòîéíîñò, òâúðäåíèåòî å
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(11)Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå, èçðàçúò, îçíà÷åí ñ A, å ïî-ìàëúê îò 1√

3n
. Ïðèëà-ãàéêè òîâà êúì ëÿâàòà ñòðàíà íà íåðàâåíñòâî (11), ïîëó÷àâàìå
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2n + 2 3



Äàëè îáà÷å
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3(n + 1)Ñ òðèâèàëíà àëãåáðà ñå óáåæäàâàìå, ÷å íå å âÿðíî:
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4n2 + 8n + 4
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n

n + 1
↔

4n3 + 4n2 + 4n + 4n2 + 4n + 1 < 4n3 + 8n2 + 4n ↔

4n + 1 < 0Ïðîâàëúò íà äîêàçàòåëñòâîòî íå îçíà÷àâà, ÷å òâúðäåíèåòî å íåâÿðíî, à ñàìî ÷å íå ñìå óñïåëèäà ãî äîêàæåì ïî òîçè íà÷èí.�åøåíèå, âòîðè îïèò: Ùå äîêàæåì ïî èíäóêöèÿ ñëåäíîòî òâúðäåíèåÇà âñÿêî n ≥ 2 :
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(12)Áàçàòà å çà n = 2. Ëÿâàòà ñòðàíà å 1
2
× 3

4
= 3

8
, à äÿñíàòà å 1√

7
. Äåéñòâèòåëíî ëÿâàòà ñòðàíàå ïî-ìàëêà îò äÿñíàòà. Áàçîâèÿò ñëó÷àé å äîêàçàí.Äîïóñêàìå, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íÿêàêâà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà n, è ðàçãëåæäàìåòâúðäåíèåòî çà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà n + 1. Çà òàçè ñòîéíîñò, òâúðäåíèåòî å
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<
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(13)Ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå, èçðàçúò, îçíà÷åí ñ A, å ïî-ìàëúê îò 1√

3n+1
. Ïðè-ëàãàéêè òîâà êúì ëÿâàòà ñòðàíà íà íåðàâåíñòâî (13), ïîëó÷àâàìå
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Ñ òîâà äîêàçàòåëñòâîòî íà (12) ïðèêëþ÷âà. Ôîðìàëíî, òâúðäåíèå (12) íå âëå÷å òâúðäåíèå(10), çàùîòî (12) å çà n ≥ 2. Íî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å (12) çàåäíî ñ äîêàçàòåëñòâîòî íà (10) çà
n = 1 ñà ïî-ñèëíî òâúðäåíèå îò (10). �Åäíî èíòóèòèâíî îáÿñíåíèå çàùî òåõíèêàòà ñúñ çàñèëâàíå íà òâúðäåíèåòî (ïîíÿêîãà)ðàáîòè å, ÷å äîêàçàòåëñòâî ïî èíäóêöèÿ ïðèëè÷à íà êàòåðåíå ïî ñòúëáà: íèå ñòúïâàìå íàèíäóêòèâíîòî ïðåäïîëîæåíèå è ñå �êà÷âàìå� åäíî íèâî íàãîðå, äîêàçâàéêè èíäóêòèâíàòàñòúïêà. Ïðè ïî-ñèëíî òâúðäåíèå ñòúïàëîòî, îò êîåòî òðúãâàìå, å ïî-âèñîêî.Òåõíèêàòà ñúñ çàñèëâàíå íà òâúðäåíèåòî å ñúâñåì ðàçëè÷íî íåùî îò äîêàçàòåëñòâî ÷ðåçòàêà íàðå÷åíàòà ñèëíà èíäóêöèÿ, êîãàòî äîïóñêàìå òâúðäåíèåòî íå ïðîñòî çà n, à çà âñè÷êèñòîéíîñòè íà àðãóìåíòà, ïî-ìàëêè èëè ðàâíè íà n.2 Ïðèíöèï íà ÄèðèõëåÇàäà÷à 4. Â 8 ÷åêìåäæåòà èìà 87 ìîëèâà. Îïðåäåëåòå íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî n, òàêîâà÷å çàäúëæèòåëíî èìà ÷åêìåäæå ñ n ìîëèâà.�åøåíèå: Èíà÷å êàçàíî, òúðñèì ÷èñëîòî n, òàêîâà ÷å òâúðäåíèåòî �Ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî÷åêìåäæå ñ n ìîëèâà� å çàäúëæèòåëíî âÿðíî, íî òâúðäåíèåòî �Ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî ÷åê-ìåäæå ñ n + 1 ìîëèâà� ìîæå è äà íå å âÿðíî. Ñúãëàñíî îáîáùåíèÿ ïðèíöèï íà Äèðèõëå,ñúùåñòâóâà ÷åêìåäæå ñ 11 ìîëèâà. Îò äðóãà ñòðàíà, ìîæå äà íÿìà ÷åêìåäæå ñ 12 ìîëèâà�êîãàòî âñè÷êè êóòèè èìàò ïî 10 èëè 11 ìîëèâà. Îòãîâîðúò å n = 11. �Çàäà÷à 5. Äàäåíà å ðåäèöà îò n2 + 1 ÷èñëà, íèòî äâå îò êîèòî íå ñà ðàâíè. Äà ñå äîêàæå,÷å òàçè ðåäèöà ñúäúðæà ìîíîòîííà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà n + 1.Ïîÿñíåíèå: �Ìîíîòîííà� îçíà÷àâà èëè íàðàñòâàùà, èëè íàìàëÿâàùà. �Ïîðåäèöà� îçíà-÷àâà ÷èñëà îò ðåäèöàòà, êîèòî íå ñà íåïðåìåííî ñúñåäè â ðåäèöàòà, íî ñà íàïèñàíè â ñúùàòàïîñëåäîâàòåëíîñò, â êîÿòî ñà â ðåäèöàòà. Ïðèìåðíî, àêî n = 3 è ðåäèöàòà å

4, 7, 11, 2, 8, 3, 14, 1, 6, 9ìîíîòîííà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà 4 å 4, 7, 8, 14:4 , 7 , 11, 2, 8 , 3, 14 , 1, 6, 9�åøåíèå: Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî: âñÿêà ìîíîòîííà ïîðåäèöà å ñ äúëæèíà ≤ n. Íåêà Aîçíà÷àâà äàäåíàòà ðåäèöà ñ äúëæèíà n2 + 1:
A = a1, a2, . . . , an2+1Çà âñÿêî i, òàêîâà ÷å 1 ≤ i ≤ n2 + 1, äå�èíèðàìå äâåòå ïîäðåäèöè†:
Ai = ai, ai+1, . . . , an2+1

Ai = a1, a2, . . . , aiÇà âñÿêî òàêîâà i, íåêà si å äúëæèíàòà íà íàé-äúëãà ðàñòÿùà ïîðåäèöà â Ai ñ ïîñëåäåíåëåìåíò ai è íåêà ti å äúëæèíàòà íà íàé-äúëãà íàìàëÿâàùà ïîðåäèöà â Ai ñ ïðúâ åëåìåíò
ai. Î÷åâèäíî, ∀i(s(i) ≥ 1 ∧ t(i) ≥ 1), òúé êàòî òàêèâà ïîðåäèöè ñúäúðæàò ïîíå ai.

†Çà ðàçëèêà îò ïîðåäèöà, ïðè ïîäðåäèöà ñå èñêà åëåìåíòèòå äà ñà ñúñåäè â A5



Îò íà÷àëíîòî äîïóñêàíå ñëåäâà, ÷å ∀i(si ≤ n ∧ ti ≤ n). Ñëåäîâàòåëíî,
1 ≤ si ≤ n

1 ≤ ti ≤ nçà âñÿêî i. Òúé êàòî si è ti âçåìàò öåëè ñòîéíîñòè, ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî îò òÿõ ñòîéíîñòòàìó å åäíà îò íàé-ìíîãî n âúçìîæíè. Ïðèëàãàéêè ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî çàêëþ÷àâàìå,÷å íàðåäåíàòà äâîéêà (si, ti) èìà ñòîéíîñò èçìåæäó íàé-ìíîãî n2 âúçìîæíè. Íî i-òàòà ñà
n2 + 1 íà áðîé. Ñúãëàñíî ïðèíöèïà ïà Äèðèõëå, ñúùåñòâóâàò äâå ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íàïðîìåíëèâàòà i, äà ãè íàðå÷åì j è k, òàêèâà ÷å (sj, tj) = (sk, tk), òîåñò

sj = sk

tj = tkÄà ðàçãëåäàìå åëåìåíòèòå íà A, êîèòî ñà íà ïîçèöèè j è k, êîèòî íèå íàðè÷àìå ñúîòâåòíî ajè ak. Òúé êàòî âñè÷êè åëåìåíòè íà A ñà ðàçëè÷íè, aj 6= ak. Äà äîïóñíåì, ÷å áåç îãðàíè÷åíèåíà îáùíîñòòà, ÷å j < k. Çíà÷è, aj è ak ñà ðàçïîëîæåíè â A òàêà:
A = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .I Ïúðâî äà äîïóñíåì, ÷å aj < ak. Òúé êàòî sj å äúëæèíàòà íà íàé-äúëãà ðàñòÿùà ïîðåäèöà,çàâúðøâàùà ñ aj:
A = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aj︸ ︷︷ ︸íàðàñòâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà sj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .è aj < ak, òî â A èìà íàðàñòâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà sj + 1, çàâúðøâàùà ñ ak; à èìåííî,ñúñòîÿùà ñå îò âå÷å ñïîìåíàòàòà ïîðåäèöà, çàâúðøâàùà ñ aj, ïëþñ ak íàêðàÿ:
A = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aj︸ ︷︷ ︸íàðàñòâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà sj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ak

︸ ︷︷ ︸íàðàñòâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà sj+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Íî òîãàâà sk > sj, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà �àêòà, ÷å ïî êîíñòðóêöèÿ sj = sk.II Ñåãà äà äîïóñíåì, ÷å aj > ak. Òúé êàòî tk å äúëæèíàòà íà íàé-äúëãà íàìàëÿâàùàïîðåäèöà, çàïî÷âàùà ñ ak:
A = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

︸ ︷︷ ︸íàìàëÿâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà tkè aj > ak, òî â A èìà íàìàëÿâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà tk + 1, çàïî÷âàùà ñ aj; à èìåííî,ñúñòîÿùà ñå îò âå÷å ñïîìåíàòàòà ïîðåäèöà, çàïî÷âàùà ñ ak, ïëþñ aj â íà÷àëîòî:
A = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . aj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .︸ ︷︷ ︸íàìàëÿâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà tk︸ ︷︷ ︸íàìàëÿâàùà ïîðåäèöà ñ äúëæèíà tk+1Íî òîãàâà tj > tk, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà �àêòà, ÷å ïî êîíñòðóêöèÿ tj = tk.Ñëåäîâàòåëíî, ïúðâîíà÷àëíîòî íè äîïóñêàíå, ÷å íàé-äúëãàòà ìîíîòîííà ïîðåäèöà íå å ïî-äúëãà îò n, å ïîãðåøíî. �6



Çàäà÷à 6. Íåêà A = {10, 11, . . . , 99}. Äîêàæåòå, ÷å âúâ âñÿêî äåñåò åëåìåíòíî ïîäìíîæåñòâîíà A ñúùåñòâóâàò äâå íåïðàçíè íåïðåñè÷àùè ñå ïîäìíîæåñòâà ñ åäíàêâà ñóìà íà åëåìåíòèòå.�åøåíèå: Âñÿêî 10 åëåìåíòíî ïîäìíîæåñòâî èìà 210 − 1 = 1023 íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà.Îò äðóãà ñòðàíà, ∀B ⊂ A, òàêîâà ÷å 1 ≤ |B| ≤ 10, å â ñèëà:
10 ≤

∑

x∈B

x ≤ 90 + 91 + . . . 99 = 935Îòòóê âèæäàìå, ÷å ∑
x∈B x èìà íå ïîâå÷å îò 935 ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè. Íî òîãàâà áðîÿò íàâúçìîæíèòå ñóìè å ïî-ìàëúê îò áðîÿ íà ïîäìíîæåñòâàòà. Ïðèëàãàìå ïðèíöèïà íà Äèðèõëåè âèæäàìå, ÷å ïîíå äâå ïîäìíîæåñòâà èìàò åäíà è ñúùà ñóìà. �Çàäà÷à 7. Ïðî�åñîð Õ. òâúðäè, ÷å å ñúçäàë òîëêîâà äîáðà êîìïðåñèðàùà ïðîãðàìà, ÷å ñíåÿ ìîæå äà �ñâèå� ïðîèçâîëåí �àéë ïîíå ñ åäèíèöà. Âúçìîæíî ëè å òîâà?�åøåíèå: Ïðî�åñîðúò ëúæå, àêî ñòàâà äóìà çà êîìïðåñèÿ áåç çàãóáà íà èí�îðìàöèÿ. Ïîä�êîìïðåñèðàùà ïðîãðàìà� ñå ðàçáèðà òàêàâà ïðîãðàìà, êîéòî ìîæå äà âúçñòàíîâè ïúðâîíà-÷àëíèÿ �àéë ñ òî÷íîñò äî åäèí áèò. Âñÿêà êîìïðåñèðàùà ïðîãðàìà å ÷àñòè÷íà �óíêöèÿ îòäàäåíî ìíîæåñòâî ñèìâîëíè ïîñëåäîâàòåëíîñòè (ñòðèíãîâå) â äðóãî ìíîæåñòâî ñòðèíãîâå.Ùîì ïðî�åñîðúò òâúðäè, ÷å íåãîâàòà ïðîãðàìà ðàáîòè âúðõó âñè÷êè �àéëîâå, çíà÷è çà äà-äåíà äúëæèíà n íà �àéëà (êîéòî ùå áúäå �ñâèâàí�), êîìïðåñèðàùàòà ïðîãðàìà ðåàëèçèðàòîòàëíà �óíêöèÿ f ñ äîìåéí ñ ìîùíîñò qn è êîäîìåéí ñ ìîùíîñò qm çà m ≤ n−1. Òóê q åáðîÿò íà ñèìâîëè âúâ �àéëîâåòå; q å äâå, àêî ðàçãëåæäàìå �àéëîâåòå êàòî áóëåâè âåêòîðè,íî àêî ðàçãëåæäàìå �àéëîâåòå êàòî ïîñëåäîâàòåëíîñòè îò áàéòîâå, q å 28 = 256. Êîìïðåñè-ðàùèòå ïðîãðàìè òðÿáâà äà ðåàëèçèðàò èíåêöèè, àêî ñòàâà äóìà çà êîìïðåñèÿ áåç çàãóáà íàèí�îðìàöèÿ. Íå å çàäúëæèòåëíî äà ñà áèåêöèè, òîåñò ìîæå äà íå ñà ñþðåêöèè, òîåñò ìîæå äàèìà ñòðèíãîâå, êîèòî íå ñà îáðàçè íà íèêîè ñòðèíãîâå, íî èíåêòèâíîñò å çàäúëæèòåëíà. Àêîêîìïðåñèðàùàòà ïðîãðàìà ðåàëèçèðà íå-èíåêöèÿ, âúçñòàíîâÿâàíåòî íà îðèãèíàëíèÿ �àéë âíÿêîè ñëó÷àè ùå å íåâúçìîæíî.Ñòåïåííèÿò ïîêàçàòåë â èçðàçà çà ìîùíîñòòà íà êîäîìåéíà å ïî-ìàëúê îò n çàðàäè òâúð-äåíèåòî íà ïðî�åñîðà, ÷å ïðîãðàìàòà ìó ñâèâà âñåêè �àéë � â ÷àñòíîñò, òÿ ïðàâè îò âñåêè�àéë ñ ãîëåìèíà n äðóã �àéë ñ ãîëåìèíà < n. Òîãàâà êîäîìåéíúò èìà ìîùíîñò, ïî-ìàëêàîò òàçè íà äîìåéíà.Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà Äèðèõëå, íå ñúùåñòâóâà òîòàëíà èíåêòèâíà �óíêöèÿ, ÷èéòî äî-ìåéí èìà ïî-ãîëÿìà ìîùíîñò îò êîäîìåéíà. �3 Ïðèëîæåíèÿ íà áèíîìíèÿ êîå�èöèåíòÇàäà÷à 8. Êîëêî ñà áóëåâèòå âåêòîðè ñ n åäèíèöè è m íóëè?�åøåíèå: Äà ðàçãëåäàìå òåçè âåêòîðè êàòî õàðàêòåðèñòè÷íè âåêòîðè âúðõó ìíîæåñòâîñ n + m åëåìåíòà. Ñúùåñòâóâà î÷åâèäíà áèåêöèÿ ìåæäó òåçè âåêòîðè, îò åäíà ñòðàíà, èïîäìíîæåñòâàòà ñ ìîùíîñò n, îò äðóãà. Èçâåñòíî å, ÷å áðîÿò íà òåçè ïîäìíîæåñòâà å (n+m

n

),êîåòî å ñúùîòî êàòî (n+m

m

). Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà áèåêöèÿòà, îòãîâîðúò å (n+m

n

). �Çàäà÷à 9. Â êîëêî áóëåâè âåêòîðè ñ n åäèíèöè è m íóëè, ñëåä âñÿêà åäèíèöà ñëåäâà ïîíååäíà íóëà?�åøåíèå: Óäîáíî å äà òðåòèðàìå âñåêè ïîäâåêòîð åäèíèöà-íóëà êàòî åäíî íåäåëèìî áëîê÷å
10 . Ïðèìåðíî, àêî âåêòîðúò å 10001010010, äà ñè ãî ïðåäñòàâèì íå êàòî ïîñëåäîâàòåëíîñò îò7



åäèíàäåñåò åëåìåíòà, à êàòî ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ñåäåì åëåìåíòà: ÷åòèðè áëîêà åäèíèöà-íóëàè îùå òðè íóëè ìåæäó òÿõ:
10 00 10 10 0 10Çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî çàäà÷àòà, êîëêî âåêòîðè îò n åëåìåíòà îò åäèí âèä (áëîê÷åòà åäèíèöà-íóëà) è m − n åëåìåíòà îò äðóã âèä (�ñâîáîäíè� íóëè) èìà. Ñ öåë ïî-ÿñíî ïðåäñòàâÿíå íàðåøåíèåòî, íåêà ñìåíèì ñèìâîëèòå è êàæåì, ÷å íîâàòà çàäà÷à å: êîëêî âåêòîðè îò p åëåìåíòàîò åäèí âèä è q åëåìåíòà îò äðóã âèä èìà. Íî íèå çíàåì îòãîâîðà � ñúãëàñíî Çàäà÷à 8, òîé å

(

p+q

p

). Çàìåñòâàìå p ñ n è q ñ m − n è ïîëó÷àâàìå (n+m−n

n

)

=
(

m

n

). Çàáåëåæåòå, ÷å îòãîâîðúòå ïðàâèëåí äîðè êîãàòî n > m: òîãàâà áèíîìíèÿò êîå�èöèåíò (m
n

) å íóëà, êîåòî å òî÷íèÿòîòãîâîð. �Çàäà÷à 10. Êîëêî áóëåâè âåêòîðè ñ n åäèíèöè è m íóëè èìà íÿìàò ñúñåäíè åäèíèöè?�åøåíèå: Çàäà÷àòà ïðèëè÷à íà Çàäà÷à 9, íî íå å ñúùàòà. Â òàçè çàäà÷à îòãîâîðúò �áðîè�è âåêòîðè, çàâúðøâàùè íà åäèíèöà, ïðèìåðíî 10101, êîèòî íå áèâàò �áðîåíè� îò Çàäà÷à 9.Íåêà S å ìíîæåñòâîòî îò âåêòîðèòå, çà êîèòî ñòàâà äóìà â òàçè çàäà÷à. S ñå ðàçáèâà íà
S ′ è S ′′, êúäåòî S ′ ñà âåêòîðèòå, çàâúðøâàùè íà íóëà, à S ′′ ñà âåêòîðèòå, çàâúðøâàùè íàåäèíèöà. Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà ðàçáèâàíåòî, |S| = |S ′| + |S ′′|. Íî íèå çíàåì êîëêî å |S ′|,çàùîòî âåêòîðèòå îò S ′ ñà òî÷íî òåçè, çà êîèòî ñòàâà äóìà â Çàäà÷à 9: |S ′| =

(

m

n

).Äà ðàçãëåäàìå S ′′. Âñåêè âåêòîð îò S ′ çàâúðøâà íà åäèíèöà, êàòî âëÿâî îò íåÿ èìà çàäúë-æèòåëíî íóëà (èíà÷å áè èìàëî äâå ñúñåäíè åäèíèöè). Òîãàâà ñúùåñòâóâà î÷åâèäíà áèåêöèÿìåæäó âåêòîðèòå îò S ′′ è áóëåâèòå âåêòîðè n − 1 åäèíèöè è m íóëè, â êîèòî ñëåä âñÿêàåäèíèöà ñëåäâà ïîíå åäíà íóëà. Ñúãëàñíî Çàäà÷à 9, ïîñëåäíèòå ñà ( m

n−1

). Îò ïðèíöèïà íàáèåêöèÿòà ñëåäâà, ÷å |S ′′| =
(

m

n−1

).Îòãîâîðúò å |S| =
(

m

n

)

+
(

m

n−1

), êîåòî ñúãëàñíî äîáðå èçâåñòíî ñâîéñòâî íà áèíîìíèòåêîå�èöèåíòè å (m+1

n

). �Çàäà÷à 11. n íà áðîé õîðà ñòîÿò â ðåäèöà. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà èçáåðåì k îò òÿõ,
k ≤ n, òàêà ÷å äà íå èçáåðåì íèòî äâàìà äóøè, êîèòî ñà åäèí äî äðóã â ðåäèöàòà?�åøåíèå: Âñåêè èçáîð íà k ÷îâåêà îò îáùî n, êîèòî ñà ïîäðåäåíè ëèíåéíî ñ �èêñèðàíàïîäðåäáà, îòãîâàðÿ áèåêòèâíî íà õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð ñ n − k åäèíèöè è k íóëè. Äî-ïúëíèòåëíîòî óñëîâèå äà íå áúäàò ïîäáðàíè ñúñåäè ñå �ïðåâåæäà� òàêà: õàðàêòåðèñòè÷íèÿòâåêòîð äà íÿìà ñúñåäíè åäèíèöè. Ñúãëàñíî Çàäà÷à 10, îòãîâîðúò å (k+1

n−k

). Çàáåëåæåòå, ÷å òîçèîòãîâîð îñòàâà âåðåí äîðè êîãàòî k > n. Òîãàâà áèíîìíèÿò êîå�èöèåíò èìà äîëåí èíäåêñíóëà, ãîðåí èíäåêñ ïî-ãîëÿì îò íóëà, è ñàìèÿò òîé å íóëà, êîåòî òî÷íî ñúîòâåòñòâà íà �àêòà,÷å òàêèâà èçáîðè ïðè k > n ñà íåâúçìîæíè. �Çàäà÷à 12. Êîëêî áóëåâè âåêòîðè ñ äúëæèíà n íå ñúäúðæàò íèòî 11, íèòî 00 êàòî ïîäâåê-òîðè?Îòãîâîð: Àêî n = 0 èìà òî÷íî åäèí òàêúâ âåêòîð: ïðàçíèÿò. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ñà òî÷íîäâà:
10101010 . . . 0 è 01010101 . . . 1 ïðè ÷åòíî n

10101010 . . . 1 è 01010101 . . . 0 ïðè íå÷åòíî n

�Çàäà÷à 13. Êîëêî áóëåâè âåêòîðè ñ äúëæèíà n íå ñúäúðæàò 11 êàòî ïîäâåêòîð?8



�åøåíèå: Î÷åâèäíî å, ÷å àêî åäèíèöèòå âúâ âåêòîðè ñà �ïðåêàëåíî ìíîãî�, òî ïîäâåêòîðè
11 ñà íåèçáåæíè. Ìàêñèìàëíèÿò áðîé åäèíèöè, ïðè êîéòî ìîæå äà íÿìà ïîäâåêòîð 11, å ⌈n

2

⌉,ïðèìåðíî:
10101010 : êîãàòî n = 8, íàé-ìíîãî 4 =

⌈

8
2

⌉ åäèíèöè
101010101 : êîãàòî n = 9, íàé-ìíîãî 5 =

⌈

9
2

⌉ åäèíèöèÍåêà p å áðîÿò íà åäèíèöèòå, à q å áðîÿò íà íóëèòå. Îò óñëîâèåòî èìàìå p+q = n. Òîêó-ùîóñòàíîâèõìå, ÷å p ∈ {0, 1, . . . ,
⌈

n
2

⌉

}. Çà âñåêè êîíêðåòíè p è q, áðîÿò íà òúðñåíèòå âåêòîðè å
(

q+1

p

) ñúãëàñíî Çàäà÷à 10, òîåñò (n−p+1

p

). Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà ðàçáèâàíåòî, îòãîâîðúò å:
⌈n

2 ⌉∑

p=0

(

n − p + 1

p

)

�Îïðåäåëåíèå 1. Êðúãîâ âåêòîð ùå íàðè÷àìå âåêòîð, íà êîéòî ïúðâàòà è ïîñëåäíàòàïîçèöèÿ (ñúùî) ñå ñ÷èòàò çà ñúñåäíè. Àêî êðúãîâèÿò âåêòîð å a1, a2, . . . , an, â íåãî ñúñåäñ-òâàòà ñà a1 ñ a2, a2 ñ a3, . . . , an−1 ñ an, an ñ a1. Êðúãîâèòå âåêòîðè íå ñà åêâèâàëåíòíèñïðÿìî ðîòàöèÿ, òúé êàòî èìàò íîìåðèðàíè ïîçèöèè; 0001 è 0010 ñà ðàçëè÷íè êðúãîâèâåêòîðè. �Çàäà÷à 14. Êîëêî êðúãîâè áóëåâè âåêòîðè ñ n åäèíèöè è m íóëè íÿìàò ñúñåäíè åäèíèöè?�åøåíèå: Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî S îò ëèíåéíèòå (òîåñò, �îáèêíîâåíèòå�) âåêòîðè ñ
n åäèíèöè è m íóëè áåç ñúñåäíè åäèíèöè. Îò Çàäà÷à 10 çíàåì, ÷å |S| =

(

m+1

n

). Íåêà �S åïîäìîæåñòâîòî íà S îò òåçè âåêòîðè, êîèòî çàïî÷âàò è çàâúðøâàò ñ åäèíèöà. Òúðñåíèÿò âòàçè çàäà÷à îòãîâîð å |S| − |�S|, òúé êàòî êðúãîâèòå âåêòîðè áåç ñúñåäíè åäèíèöè ñà òî÷íîòåçè ëèíåéíè âåêòîðè áåç ñúñåäíè åäèíèöè, êîèòî îñâåí òîâà íÿìàò åäèíèöè â íàé-ëÿâàòà èíàé-äÿñíàòà ïîçèöèè.Äà ðàçãëåäàìå �S. Äà äå�èíèðàìå, ÷å p = n + m. Î÷åâèäíî, p ≥ 3. Àêî p = 3, òî �S ñåñúñòîè ñàìî îò åäèí âåêòîð: 101. Àêî p ≥ 4, òî âñåêè âåêòîð îò �S å îò âèäà:
1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .︸ ︷︷ ︸äúëæèíà p−4

0 1

︸ ︷︷ ︸äúëæèíà pÏîñî÷åíèÿò ïîäâåêòîð ñ äúëæèíà p − 4 èìà n − 2 åäèíèöè, m − 2 íóëè è åäèíñòâåíîòîîãðàíè÷åíèå å, ÷å íÿìà ñúñåäíè åäèíèöè. Ñëåäîâàòåëíî, àêî p ≥ 4, òî èìà î÷åâèäíà áèåêöèÿìåæäó �S è ìíîæåñòâîòî íà ëèíåéíèòå âåêòîðè ñ n − 2 åäèíèöè, m − 2 íóëè è áåç ñúñåäíèåäèíèöè. Ñúãëàñíî Çàäà÷à 10, ïîñëåäíèòå èìàò áðîé (m−2+1

n−2

)

=
(

m−1

n−2

). Òîçè ðåçóëòàò å â ñèëàäîðè êîãàòî p = 3: òîãàâà n = 2, m = 1 è (m−1

n−2

)

=
(

0

0

)

= 1.
9



È òàêà, îòãîâîðúò íà çàäà÷àòà å
|S| − |�S| =

(

m + 1

n

)

−

(

m − 1

n − 2

)

=
(m + 1)!

(m − n + 1)!n!
−

(m − 1)!

(m − 1 − (n − 2))! (n − 2)!

=
(m + 1)!

(m − n + 1)!n!
−

(m − 1)!n(n − 1)

(m − n + 1)!n!

=
(m − 1)!

(m − n + 1)!n!
((m + 1)m − n(n − 1))

=
(m − 1)!

(m − n + 1)!n!

(

m2 + m − n2 + n
)

=
(m − 1)!

(m − n + 1)!n!
((m − n)(m + n) + (m + n))

=
(m − 1)!(m + n)

(m − n + 1)!n!
(m − n + 1)

=
(m − 1)!(m + n)

(m − n)!n!

=
m + n

m
× m!

(m − n)!n!

=
m + n

m

(

m

n

)

�Çàäà÷à 15. �èöàðèòå íà êðúãëàòà ìàñà ñà 12. Òå âèíàãè ñÿäàò îêîëî ìàñàòà ïî åäèí èñúùè íà÷èí. Îñâåí òîâà, ìåæäó ðèöàðèòå èìà âðàæäè: âñåêè ðèöàð å âúâ âðàæäà ñ òî÷íîòåçè äâàìà ðèöàðè, êîèòî ñà íåãîâè ñúñåäè îêîëî ìàñàòà. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæå äà áúäàòïîäáðàíè 5 ðèöàðÿ îò 12-òå çà ìèñèÿ, àêî èñêàìå â èçáðàíàòà ãðóïà äà íÿìà âðàæäè?�åøåíèå: Âñÿêî èçáèðàíå íà 5 îò 12 ðèöàðÿ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç õàðàêòåðèñòè÷åíâåêòîð îò 5 åäèíèöè è 7 íóëè. Âåêòîðúò îáà÷å íå å ëèíååí, à êðúãîâ, è íå òðÿáâà äà ñúäúð-æà ñúñåäíè åäèíèöè � òîâà ñëåäâà îò �êðúãîâîòî âðàæäóâàíå� íà ðèöàðèòå îêîëî ìàñàòà èèçèñêâàíåòî äà íå áúäàò èçáðàíè âðàæäóâàùè ðèöàðè.Çàäà÷àòà å ñúùàòà êàòî çàäà÷àòà, êîëêî êðúãîâè âåêòîðà ñ 5 åäèíèöè è 7 íóëè íå ñúäúð-æàò ñúñåäíè åäèíèöè. Ñúãëàñíî Çàäà÷à 14, îòãîâîðúò å 7+5
7

(

7

5

)

= 36. �4 Ïðèíöèï íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòîÇàäà÷à 16. Â ãðóïà îò ñòóäåíòè âñåêè âëàäåå ïîíå åäèí åçèê îò àíëèéñêè, �ðåíñêè è íåìñêè.Íåêà AE å ïîäìíîæåñòâîòî íà ñòóäåíòèòå, âëàäååùè àíãëèéñêè, AF å ïîäìíîæåñòâîòî íà ñòó-äåíòèòå, âëàäååùè �ðåíñêè , à AG å ïîäìíîæåñòâîòî íà ñòóäåíòèòå, âëàäååùè íåìñêè. Íåêà
AEF å ïîäìíîæåñòâîòî íà ñòóäåíòèòå, âëàäååùè àíãëèéñêè è �ðåíñêè, AEG å ïîäìíîæåñòâîòîíà ñòóäåíòèòå, âëàäååùè àíãëèéñêè è íåìñêè, à AFG å ïîäìíîæåñòâîòî íà ñòóäåíòèòå, âëà-äååùè �ðåíñêè è íåìñêè. Íåêà AEFG å ïîäìíîæåñòâîòî íà ñòóäåíòèòå, âëàäååùè àíãëèéñêè,
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�ðåíñêè è íåìñêè. Äàäåíî å, ÷å
|AE| = 19

|AF| = 25

|AG| = 21

|AEF| = 13

|AEG| = 7

|AFG| = 9

|AEFG| = 3Îò êîëêî ñòóäåíòà ñå ñúñòîè ãðóïàòà?�åøåíèå: Íåêà A å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ñòóäåíòè â òàçè ãðóïà. Òúé êàòî A = AE∪AF∪AG,ìîæå äà ñìÿòàìå, ÷å A å óíèâåðñóìúò è AE

A∩AF

A∩AG

A
= ∅. Îò ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíå èèçêëþ÷âàíå çíàåì, ÷å

∣

∣

∣
AE

A ∩ AF

A ∩ AG

A
∣

∣

∣
= |A| − (|AE| + |AF| + |AG|) + (|AEF| + |AEG| + |AFG|) − |AEFG|òîåñò

0 = |A| − (19 + 25 + 21) + (13 + 7 + 9) − 3îòêúäåòî
|A| = 39

�Çàäà÷à 17. Ïðè óñëîâèÿòà íà Çàäà÷à 16,
• êîëêî ñòóäåíòà çíàÿò òî÷íî äâà åçèêà?
• êîëêî ñòóäåíòà çíàÿò àíãëèéñêè, íî íå çíàÿò íèòî �ðåíñêè, íèòî íåìñêè?�åøåíèå: Îòãîâîðúò íà ïúðâèÿ âúïðîñ å

|AEF| + |AEG| + |AFG| − 3|AEFG| = 13 + 7 + 9 − 3 × 3 = 20Îòãîâîðúò íà âòîðèÿ âúïðîñ å
|AE| − (|AEF| + |AEG|) + |AEFG| = 19 − (13 + 7) + 3 = 2

�Çàäà÷à 18. Äàäåíà å ãðóïà îò 100 ñòóäåíòà. Èçâåñòíî å, ÷å 37 ñòóäåíòà ó÷àò àíãëèéñêè, 35ñòóäåíòà ó÷àò �ðåíñêè, 33 ñòóäåíòà ó÷àò íåìñêè, 38 ñòóäåíòà ó÷àò èñïàíñêè, 16 ñòóäåíòàó÷àò àíãëèéñêè è �ðåíñêè, 8 ó÷àò àíãëèéñêè è íåìñêè, 18 ó÷àò àíãëèéñêè è èñïàíñêè, 13ó÷àò �ðåíñêè è íåìñêè, 9 ó÷àò �ðåíñêè è èñïàíñêè, 13 ó÷àò íåìñêè è èñïàíñêè, 5 ñòóäåíòàó÷àò àíãëèéñêè, �ðåíñêè è íåìñêè, 6 ñòóäåíòà ó÷àò àíãëèéñêè, íåìñêè è èñïàíñêè, 5 ñòóäåíòàó÷àò �ðåíñêè, íåìñêè è èñïàíñêè, à 3 ñòóäåíòà ó÷àò àíãëèéñêè, íåìñêè, �ðåíñêè è èñïàíñêè.Êîëêî ñòóäåíòà ó÷àò àíãëèéñêè, �ðåíñêè è èñïàíñêè, àêî 14 ñòóäåíòà íå èçó÷àâàò íèêàêâèåçèöè? 11



�åøåíèå: Íåêà òúðñåíèÿò áðîé å x. Ïî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî èìàìå:
14 = 100

− (37 + 35 + 33 + 38)

+ (16 + 8 + 18 + 13 + 9 + 13)

− (5 + 6 + 5 + x)

+ 3òîåñò
14 = 21 − x ↔ x = 7

�Çàäà÷à 19. Êîëêî ñà òîòàëíèòå �óíêöèè f : X → Y, êúäåòî X è Y ñà êðàéíè ìíîæåñòâà è
X = m è Y = n?�åøåíèå: Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî, îòãîâîðúò å nm. �Çàäà÷à 20. Êîëêî ñà ÷àñòè÷íèòå �óíêöèè f : X → Y, êúäåòî X è Y ñà êðàéíè ìíîæåñòâà è
X = m è Y = n?�åøåíèå: Íåêà ìíîæåñòâîòî îò òåçè �óíêöèè å F . Íåêà z å åëåìåíò, êîéòî íå ñå ñúäúðæàâ Y. Íåêà Z = Y ∪ {z}. Íåêà FZ å ìíîæåñòâîòî îò òîòàëíèòå �óíêöèè f : X → Z. Òðèâèàëíîå äà ñå ïîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà áèåêöèÿ ìåæäó F è FZ � çà âñÿêà �óíêöèÿ îò f ∈ F , êîÿòî åòîòàëíà, ñúùåñòâóâà òî÷íî åäíà �óíêöèÿ îò g ∈ FZ, òàêàâà ÷å:

∀a ∈ X, g(a) = f(a)à çà âñÿêà �óíêöèÿ f ∈ F , êîÿòî å íå å òîòàëíà, ñúùåñòâóâà òî÷íî åäíà �óíêöèÿ g ∈ FZ,òàêàâà ÷å:
∀a ∈ X, g(a) =

{
f(a), àêî f(a) å äå�èíèðàíî
z, â ïðîòèâåí ñëó÷àéÑúãëàñíî ïðåäíàòà çàäà÷à, |FZ| = (n + 1)m. Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà áèåêöèÿòà, îòãîâîðúò å

|FZ| = (n + 1)m. �Â ñëåäâàùèòå çàäà÷è, ïîä ��óíêöèÿ� ðàçáèðàìå �òîòàëíà �óíêöèÿ�.Çàäà÷à 21. Êîëêî ñà ñþðåêòèâíèòå �óíêöèè f : X → Y, êúäåòî X è Y ñà êðàéíè ìíîæåñòâàè X = m è Y = n?�åøåíèå: Äà âúâåäåì ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ. Íåêà N å áðîÿò íà âñè÷êè �óíêöèè. Îò Çàäà-÷à 19 çíàåì, ÷å N = nm. Àêî îò òîçè áðîé èçâàäèì áðîÿ íà íå-ñþðåêòèâíèòå �óíêöèè, ùåïîëó÷èì áðîÿ íà ñþðåêöèèòå. Òîâà ùå íàïðàâèì ïîåòàïíî, ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåè èçêëþ÷âàíå. Çà âñåêè åëåìåíò a ∈ Y, íåêà Na å áðîÿò íà �óíêöèèòå, êîèòî �íå ïîêðèâàò�
a, òîåñò òåçè, ïðè êîèòî a íå å îáðàç íà íèòî åäèí åëåìåíò îò X. Òîâà íå çíà÷è, ÷å âñè÷êèîñòàíàëè åëåìåíòè îò Y ñà ïîêðèòè, à ÷å ñúñ ñèãóðíîñò a íå å ïîêðèò � çà îñòàíàëèòå åëå-ìåíòè îò Y íå ñå êàçâà íèùî. Î÷åâèäíî Na = (n − 1)m, çàùîòî òîâà å áðîÿò íà �óíêöèèòå ñ12



äîìåéí X è êîäîìåéí Y \ {a}, çà âñÿêî a ∈ Y. Òúé êàòî a âçåìà n ñòîéíîñòè, èìàìå ñóìàòàîò âñè÷êè Na å n.(n − 1)m . Íî ðàçëèêàòà
nm − n(n − 1)m (14)íå å ïðàâèëíèÿò îòãîâîð (îñâåí àêî m íå å 1), òúé Na1

è Na2
çà ðàçëè÷íè a1 ∈ Y, a2 ∈ Y íåáðîÿò �óíêöèè, êîèòî ñà íåïðåìåííî ðàçëè÷íè � âñÿêà �óíêöèÿ, êîÿòî íå ïîêðèâà íèòî a1,íèòî a2, ùå áúäå ïðåáðîåíà êàòî åäèíèöà âåäíúæ îò Na1

è âåäíúæ îò Na2
. Èíà÷å êàçàíî,(14) å ïî-ìàëêî îò âåðíèÿ îòãîâîð � èçâàäèëè ñìå ïðåêàëåíî ìíîãî.Íåêà Na,b å áðîÿò íà �óíêöèèòå, êîèòî íå ïîêðèâàò ïðîèçâîëíè a, b ∈ Y, a 6= b. Êàêòîè ïðåäè, ìîæå äà èìà è äðóãè íåïîêðèòè åëåìåíòè îò Y; ñúñ ñèãóðíîñò ïîíå a è b íå ñàïîêðèòè. Na,b = (n − 2)m, òúé êàòî òîâà å áðîÿò íà �óíêöèèòå îò X â Y \ {a, b}. Ñóìàòà îòâñè÷êè òàêèâà Na,b, ïî âñè÷êè äâóåëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà {a, b} ⊆ Y, å (n

2

)

(n − 2)m. Íî
nm−n(n−1)m+

(

n

2

)

(n−2)m = (−1)0

(

n

0

)

(n−0)m+(−1)1

(

n

1

)

(n−1)m+(−1)2

(

n

2

)

(n−2)m (15)âñå îùå íå å âåðíèÿò îòãîâîð (îñâåí àêî m íå å 2), ìàêàð ÷å å ïî-áëèçî îò (14). (15) å ïîâå÷åîò âåðíèÿ îòãîâîð, òúé êàòî ñ +
(

n

2

)

(n−2)m ñìå äîáàâèëè ïîâå÷å, îòêîëêîòî òðÿáâà, êúì (14).Àíàëîãè÷íî, Na,b,c å áðîÿò íà �óíêöèèòå, êîèòî íå ïîêðèâàò ïðîèçâîëíè a, b, c ∈ Y,
a 6= b 6= c 6= a. Na,b,c = (n − 3)m è ñóìàòà îò âñè÷êè òàêèâà Na,b,c, ïî âñè÷êè òðèåëåìåíòíèïîäìíîæåñòâà {a, b, c} ⊆ Y, å (n

3

)

(n − 3)m. Àêî m å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî, òî
(−1)0

(

n

0

)

(n − 0)m + (−1)1

(

n

1

)

(n − 1)m + (−1)2

(

n

2

)

(n − 2)m + (−1)3

(

n

3

)

(n − 3)m (16)âñå îùå íå å âåðíèÿò îòãîâîð, ìàêàð ÷å å îùå ïî-áëèçî.Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî, âåðíèÿò îòãîâîð å
(−1)0

(

n

0

)

(n − 0)m + (−1)1

(

n

1

)

(n − 1)m + (−1)2

(

n

2

)

(n − 2)m + . . .+ (17)
(−1)n−1

(

n

n − 1

)

(n − (n − 1))m + (−1)n

(

n

n

)

(n − n)mÏîñëåäíîòî ñúáèðàåìî å íóëà, êîåòî ñúîòâåòñòâà íà �àêòà, ÷å èìà íóëà �óíêöèè, êîèòî íåïîêðèâàò íèòî åäèí åëåìåíò. Íàêðàêòî, âåðíèÿò îòãîâîð å
n∑

k=0

(−1)k

(

n

k

)

(n − k)m

�Çàäà÷à 22. Êîëêî ñòðèíãà ñ äúëæèíà n èìà íàä ëàòèíñêàòà àáçóêà {a, b, . . . , z}, òàêèâà ÷åâñåêè ñèìâîë ñå ñðåùà ïîíå âåäíúæ?Óïúòâàíå: �àçãëåäàéòå ñòðèíãîâåòå áåç îãðàíè÷åíèÿ êàòî �óíêöèè îò ìíîæåñòâîòî íàïîçèöèèòå êúì ìíîæåñòâîòî îò ñèìâîëèòå (à íå îáðàòíîòî!). Îãðàíè÷åíèåòî çà âèäà íà ñòðèí-ãîâåòå íàëàãà îãðàíè÷åíèå âúðõó âèäà íà �óíêöèèòå � êàêâè òðÿáâà äà ñà òå?Çàäà÷à 23. Êîëêî ïåðìóòàöèè íà ÷èñëàòà îò {1, 2, . . . , n} èìà, â êîèòî íèòî åäèí åëåìåíòíå ñè å íà ìÿñòîòî? ×èñëîòî i ñè å íà ìÿñòîòî, àêî ñå íàìèðà íà i-òà ïîçèöèÿ, ïðèìåðíî âïåðìóòàöèÿòà 2 1 3 5 6 4, ÷èñëîòî 3 ñè å íà ìÿñòîòî è íèêîå äðóãî ÷èñëî íå ñè å íà ìÿñòîòî.13



�åøåíèå: Áðîÿò íà ïåðìóòàöèèòå áåç îãðàíè÷åíèÿ å n!. Ùå èçâàäèì îò n! áðîÿò íà ïåð-ìóòàöèèòå, â êîèòî íÿêàêâè åëåìåíòè ñà ñè íà ìÿñòîòî. Òîâà ùå ïðàâèì ïîåòàïíî, ñúãëàñíîïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå.Ïåðìóòàöèèòå, â êîèòî äàäåí åëåìåíò å íà ìÿñòîòî ñè è íÿìà äðóãè îãðàíè÷åíèÿ, ñà
(n − 1)! íà áðîé. Çà âñåêè äðóã �èêñèðàí åëåìåíò, àíàëîãè÷íî, èìà (n − 1)! ïåðìóòàöèè, âêîèòî òîé ñè å íà ìÿñòîòî è íÿìà äðóãè îãðàíè÷åíèÿ. Òúé êàòî èìà n åëåìåíòà, îò êîèòîäà �èêñèðàìå åëåìåíò íà ïîçèöèÿ, è çà âñåêè åëåìåíò èìàìå (n − 1)! ïåðìóòàöèè, ñóìàòàîò ïîñëåäíèòå å n.(n − 1)!. Åñòåñòâåíî, n(n − 1)! = n! íå å ïðàâèëíèÿò îòãîâîð çà áðîÿ íàïåðìóòàöèèòå, â êîèòî ïîíå åäèí åëåìåíò ñè å íà ìÿñòîòî, òúé êàòî áðîè íÿêîè ïåðìóòàöèèïîâå÷å îò åäèí ïúò. Ñ äðóãè äóìè, ðàçëèêàòà

n! − n(n − 1)!å ïî-ìàëêà îò âåðíèÿ îòãîâîð (îñâåí àêî n íå å 1: íàèñòèíà, ïðè n = 1 îòãîâîðúò å 0).Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå äîáàâÿìå áðîÿ íà ïåðìóòàöèèòå, â êîèòîäâà åëåìåíòà ñà ñè íà ìåñòàòà è íÿìà äðóãè îãðàíè÷åíèÿ. Òåçè äâà åëåìåíòà ìîæåì äàèçáåðåì ïî (n
2

) íà÷èíà, çà âñåêè èçáîð èìàìå (n − 2)! ïåðìóòàöèè. Íî ñóìàòà
n! − n(n − 1)! +

(

n

2

)

(n − 2)!å ïî-ãîëÿìà îò âåðíèÿ îòãîâîð (îñâåí àêî n íå å 2), òàêà ÷å ïðîäúëæàâàìå àíàëîãè÷íî, ïîïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî:
n! − n(n − 1)! +

(

n

2

)

(n − 2)! + . . . + (−1)n−1n(n − (n − 1))! + (−1)n(n − n)! =

(−1)0
(

n

0

)

(n − 0)! + (−1)1
(

n

1

)

(n − 1)! + (−1)2
(

n

2

)

(n − 2)! + . . .

. . . + (−1)n−1

(

n

n − 1

)

(n − (n − 1))! + (−1)n
(

n

n

)

(n − n)! =

n∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

(n − k)!Òîâà å âåðíèÿò îòãîâîð. �Çàäà÷à 24. Êîëêî ïåðìóòàöèè íà ÷èñëàòà îò {1, 2, . . . , n} èìà, â êîèòî òî÷íî m åëåìåíòà ñàñè å íà ìÿñòîòî çà íÿêîå m, òàêîâà ÷å 0 ≤ m ≤ n, àêî
• òåçè m åëåìåíòà ñà �èêñèðàíè,
• òåçè m åëåìåíòà íå ñà �èêñèðàíè.Çàäà÷à 25. Èçìåæäó 100 ñòóäåíòà:
• 72 ïîñåùàâàò ïðàêòèêóì ïî C,
• 60 ïîñåùàâàò ïðàêòèêóì ïî Java.Äîêàæåòå, ÷å ïîíå 32 îò òåçè ñòóäåíòè ïîñåùàâàò è äâàòà ïðàêòèêóìà.

14



�åøåíèå: Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâàòà îò ñòóäåíòèòå, ïîñåùàâàùè ñúîòâåòíî ïðàêòèêóìèòåïî C è Java. Íåêà U = A∪B. Ïðèëàãàéêè ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå ñïðÿìî òîçèóíèâåðñóì, èçâåæäàìå
0︸︷︷︸íÿìà åëåìåíòè â äîïúëíåíèåòî = |U| − (|A| + |B|) + |A ∩ B|Îòòóê

|A ∩ B| = |A|
︸︷︷︸

72

+ |B|
︸︷︷︸

60

− |U| = 132 − |U|Òúé êàòî |U| ≤ 100, òî |A ∩ B| ≥ 32.Çàäà÷à 26. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæå äà ñå îöâåòÿò êâàäðàò÷åòàòà íà ïðàâîúãúëíà ìðåæà m×n(m ðåäà è n êîëîíè) â k öâÿòàa) áåç îãðàíè÷åíèÿ;á) ñ åäèíñòâåíîòî îãðàíè÷åíèå, ÷å âúâ âñåêè ðåä íÿìà ñúñåäíè êâàäðàò÷åòà ñ åäíàêúâöâÿò;â) ñ åäèíñòâåíîòî îãðàíè÷åíèå, ÷å âúâ âñåêè ðåä å èçïîëçâàí âñåêè îò öâåòîâåòå.�åøåíèå:à) kmn, ïîíåæå âñÿêî îöâåòÿâàíå å �óíêöèÿ îò ìíîæåñòâîòî íà êâàäðàò÷åòàòà â ìíîæåñò-âîòî îò öâåòîâåòå. Èìà îáùî mn êâàäðàò÷åòàè k öâÿòà. Ïðèëàãàìå �îðìóëàòà çà áðîÿíà �óíêöèèòå áåç îãðàíè÷åíèÿ (Çàä. 8).á) Îöâåòÿâàíåòî íà ïðîèçâîëåí ðåä å íåçàâèñèìî îò îöâåòÿâàíèÿòà íà äðóãèòå ðåäîâå.Ñëåäîâàòåëíî, àêî N å áðîÿò íà íà÷èíèòå äà áúäå îöâåòåí ïðîèçâîëåí ðåä, îòãîâîðúò
Nm ïî ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî.Äà ðàçãëåäàìå îöâåòÿâàíåòî íà ðåä i, êúäåòî i å ïðîèçâîëíî ÷èñëî, òàêîâà ÷å 1 ≤ i ≤ m.Äà ðàçãëåäàìå êîå äà å êâàäðàò÷å â ðåä i, ïðèìåðíî êâàäðàò÷å (i, 1). Çà íåãî èìàìå kâúçìîæíîñòè çà îöâåòÿâàíå çàðàäè íàëè÷èåòî íà k âúçìîæíè öâÿòà. Çà ñúñåäíîòî ìóêâàäðàò÷å (i, 2) èìàìå k − 1 âúçìîæíîñòè ïîðàäè îãðàíè÷åíèåòî äà íå ñå èçïîëçâàòåäíàêâè öâåòîâå íà ñúñåäíè êâàäðàò÷åòà. Àíàëîãè÷íî, çà êâàäðàò÷åòà (i, 3), (i, 4), . . . ,
(i, n) èìàìå k−1 âúçìîæíîñòè. Êàòî öÿëî, çà ðåä i âúçìîæíèòå ðàçëè÷íè îöâåòÿâàíèÿñà k(k − 1)n−1. Ñëåäîâàòåëíî, N = k(k − 1)n−1 è îòãîâîðúò å km(k − 1)m(n−1).â) Îöâåòÿâàíåòî íà ïðîèçâîëåí ðåä å íåçàâèñèìî îò îöâåòÿâàíèÿòà íà äðóãèòå ðåäîâå.Ñëåäîâàòåëíî, àêî N(k, n) å áðîÿò íà íà÷èíèòå äà áúäå îöâåòåí ïðîèçâîëåí ðåä, îòãî-âîðúò (N(k, n))m ïî ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî. N(k, n) ìîæå äà ñå ïîëó÷è âåäíàãà îò�îðìóëàòà çà áðîÿ íà ñþðåêöèèòå, íî òóê ùå ãî èçâåäåì îò îñíîâíèòå ïðèíöèïè.Äà ðàçãëåäàìå îöâåòÿâàíåòî íà ðåä i, êúäåòî i å ïðîèçâîëíî ÷èñëî, òàêîâà ÷å 1 ≤ i ≤
m. Íåêà U å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè âúçìîæíè îöâåòÿâàíèÿ íà ðåä i ñ k öâÿòà áåçîãðàíè÷åíèÿ. |U| = kn. Íåêà Sj å ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíèòå îöâåòÿâàíèÿòà íà ðåä i, âêîèòî öâÿò j íå ñå èçïîëçâà, çà âñè÷êè j, òàêèâà ÷å 1 ≤ j ≤ k†. Íåêà Sj1,j2 å ìíîæåñòâîòîîò âúçìîæíèòå îöâåòÿâàíèÿòà íà ðåä i, â êîèòî öâåòîâå j1 è j2 íå ñå èçïîëçâàò, çà âñè÷êè
j1 è j2, òàêèâà ÷å 1 ≤ j1 < j2 ≤ k. Äà íàïðàâèì ñëåäíàòà äå�èíèöèÿ, êîÿòî ñå ÿâÿâàîáîáùåíèå íà ïðåäíèòå äâå çà ïðîèçâîëåí áðîé öâåòîâå.

†Ìîæå äà èìà è äðóãè öâåòîâå, êîèòî íå ñå èçïîëçâàò. Öâÿò j íå ñå èçïîëçâà ñúñ ñèãóðíîñò.15



Îïðåäåëåíèå 1. Çà âñè÷êè öåëè ïîëîæèòåëíè j1, j2, . . . , jt, òàêèâà ÷å 1 ≤ j1 < j2 <

. . . < jt ≤ k, ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíèòå îöâåòÿâàíèÿ íà ðåä i, â êîèòî öâåòîâå j1, j2,. . . , jt íå ñå èçïîëçâàò†, å Sj1,j2,...,jt . �Ïî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî,
N(k, n) = |U|

−
∑

1≤j1≤k

|Sj1 |

︸ ︷︷ ︸ïîíå åäèí öâÿò íå ñå èçïîëçâà
+

∑

1≤j1<j2≤k

|Sj1 ∩ Sj2 |

︸ ︷︷ ︸ïîíå äâà öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò
−

∑

1≤j1<j2<j3≤k

|Sj1 ∩ Sj2 ∩ Sj3 |

︸ ︷︷ ︸ïîíå òðè öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò
. . .

+ (−1)t
∑

1≤j1<j2<...<jt≤k

|Sj1 ∩ Sj2 ∩ . . . ∩ Sjt |

︸ ︷︷ ︸ïîíå t öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò
. . .

+ (−1)k−1
∑

1≤j1<j2<...<jk−1≤k

|Sj1 ∩ Sj2 ∩ . . . ∩ Sjk−1
|

︸ ︷︷ ︸ïîíå k−1 öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò, òîåñò èçïîëçâà ñå ñàìî 1 öâÿò
+ (−1)k |Sj1 ∩ Sj2 ∩ . . . ∩ Sjk |︸ ︷︷ ︸

k öâÿòà íå ñå èçïîëçâàò, òîåñò íÿìà îöâåòÿâàíå èçîáùî; òîâà òðÿáâà äà å 0.Òâúðäèì, ÷å çà âñÿêî t, òàêîâà ÷å 1 ≤ t ≤ k,
|Sj1 ∩ Sj2 ∩ . . . ∩ Sjt | =

(

k

t

)

(k − t)n (18)Òîâà å òàêà, çàùîòî çà äà îïðåäåëèì íà÷èíèòå äà ñå îöâåòè ðåä i, òàêà ÷å t öâÿòà äàíå ñå ïîëçâàò, å äîñòàòú÷íî äà íàìåðèì áðîÿ íà íà÷èíèòå äà ñå ïîäáåðàò t öâÿòà îò
k�òîçè áðîé å (k

t

)�è áðîÿò íà÷èíè äà ñå îöâåòè ðåäà ñ îñòàíàëèòå k − t öâÿòà�òîçèáðîé å (k − t)n. Èçðàç (18) ñëåäâà âåäíàãà ïî ïðèíöèïà íà óìíîæåíèåòî.Òîãàâà
N(k, n) = kn −

k∑

t=1

(−1)t

(

k

t

)

(k − t)n =

k∑

t=0

(−1)t

(

k

t

)

(k − t)n

=

k−1∑

t=0

(−1)t

(

k

t

)

(k − t)n, òúé êàòî (−1)k

(

k

k

)

(k − k)n = 0Çàäà÷à 27. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñåäíàò îêîëî êðúãëà ìàñà ñ íîìåðèðàíè ñòîëîâåõîðàòà îò n íà áðîé æåíåíè äâîéêè (î÷åâèäíî ñòàâà äóìà çà 2n äóøè), òàêà ÷å ñúïðóçèòå îòíèòî åäíà äâîéêà äà íå ñåäÿò íà ñúñåäíè ñòîëîâå?
†Ìîæå äà èìà è äðóãè öâåòîâå, êîèòî íå ñå èçïîëçâàò. Öâåòîâå j1, j2, . . . , jt íå ñå èçïîëçâà ñúñ ñèãóðíîñò.16



�åøåíèå: Íåêà äâîéêèòå ñà c1, c2, . . . , cn. Íåêà Si îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúç-ìîæíè ñÿäàíèÿ, â êîèòî ñúïðóçèòå îò ci ñåäÿò íåïîçâîëåíî, òîåñò åäèí äî äðóã, êúäåòî
i ∈ {1, 2, . . . , n}. Íåêà U å óíèâåðñóìúò â òàçè çàäà÷à, à èìåííî, ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êèâúçìîæíè ñÿäàíèÿ íà òåçè 2n äóøè îêîëî ìàñàòà (áåç îãëåä íà ïðèíàäëåæíîñò êúì ñúï-ðóæåñêè äâîéêè). Òúðñåíèÿò îòãîâîð å |S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sn|. Ïî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî èèçêëþ÷âàíåòî,

|S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sn| = |U|

−
∑

1≤i≤n

|Si|

+
∑

1≤i<j≤n

|Si ∩ Sj|

− . . .

+ (−1)n|S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sn|Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å |U| = (2n)!, òúé êàòî òîëêîâà ñà íà÷èíèòå, 2n ÷îâåêà äà ñåäíàò íà 2nðàçëè÷èìè (íîìåðèðàíè) ìåñòà áåç íèêàêâè îãðàíè÷åíèÿ.Ùå ïîêàæåì, ÷å âñÿêà îò ñóìèòå
∑

1≤i1<i2<...<it≤n

|Si1 ∩ Si2 ∩ . . . ∩ Sit |êúäåòî t å íÿêîå öÿëî ÷èñëî, òàêîâà ÷å 1 ≤ t ≤ n, å ðàâíà íà
(

n

t

)

.2n.(2n − t − 1)!.2tÒàçè ñóìà å ðàâíà íà áðîÿ íà÷èíè t äâîéêè äà ñà ñåäíàëè íåïîçâîëåíî, ïî âñè÷êè âúçìîæíèíà÷èíè äà áúäàò ïîäáðàíè t äâîéêè îò {c1, c2, . . . , cn}. Èìàìå ñëåäíèòå ÷åòèðè íåçàâèñèìèñúîáðàæåíèÿ.
• Ïî (n

t

) íà÷èíà ìîæåì äà ïîäáåðåì t äâîéêè îò îáùî n.
• Ïî 2n íà÷èíà ìîæåì äà èçáåðåì äâà ñòîëà çà ïúðâàòà äâîéêà îò òåçè t äâîéêè.
• Çà îñòàíàëèòå t−1 äâîéêè, ïî (2n−t−1)! íà÷èíà ìîæåì äà ðàçïîëîæèì õîðàòà îò òåçè

t − 1 äâîéêè, òàêà ÷å õîðàòà îò âñÿêà îò òåçè äâîéêè äà ñà ñúñåäè, è îñòàíàëèòå õîðà(òåçè, êîèòî íå ñà â íèòî åäíà îò âúïðîñíèòå t äâîéêè) ïî îñòàâàùèòå (ñëåä ñÿäàíåòî íàïúðâàòà äâîéêà) ñòîëîâå. Ïðè÷èíàòà òîâà äà å òàêà å, ÷å ãëåäàìå íà òåçè t − 1 äâîéêèêàòî íà
”
áëîêîâå“, òîåñò åäíà òàêàâà äâîéêà å åäèí îáåêò, à âñåêè ÷îâåê, êîéòî íå å âíÿêîÿ äâîéêà, å ñàìîñòîÿòåëåí îáåêò. Îáùî îáåêòèòå ñà íà áðîé

2n − 2︸ ︷︷ ︸òîëêîâà ñà õîðàòà çà íàñòàíÿâàíå ñëåä ñÿäàíåòî íà ïúðâàòà äâîéêà
− 2(t − 1)

︸ ︷︷ ︸îò òåõíèÿ áðîé âàäèì áðîÿ íà õîðàòà â t−1 äâîéêè
+ t − 1︸ ︷︷ ︸òîëêîâà ñà îáåêòèòå îò âèä

”
äâîéêà“ = 2n − t − 1Ñëåäîâàòåëíî, çàäà÷àòà ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñåäíàò òåçè t−1 äâîéêè íåïîçâîëåíîíà îñòàâàùèòå ìåñòà (ñëåä ñÿäàíåòî íà ïúðâàòà äâîéêà) å ñúùàòà êàòî çàäà÷àòà, ïîêîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ðàçïîëîæèì 2n − t − 1 îáåêòà â ðåäèöà.17



• Çà âñÿêà îò äîñåãà íàïðàâåíèòå ïîäáîðêè íà ìåñòà çà ñÿäàíå íà t äâîéêè ïî âñè÷êèâúçìîæíè íåïîçâîëåíè íà÷èíè, çà âñÿêà äâîéêà ìîæåì äà ðàçïîëîæèì õîðàòà îò íåÿïî 2 íà÷èíà íà äâàòà èçáðàíè ñòîëà. Îáùî òîâà ñà 2t âúçìîæíè íà÷èíà.Ñëåä êàòî óñòàíîâèõìå, ÷å
∑

1≤i1<i2<...<it≤n

|Si1 ∩ Si2 ∩ . . . ∩ Sit | =

(

n

t

)

.2n.(2n − t − 1)!.2tîòãîâîðúò ñëåäâà äà å
|S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sn| = (2n)! +

n∑

t=1

(−1)t.

(

n

t

)

.2n.(2n − t − 1)!.2t

=

n∑

t=0

(−1)t.

(

n

t

)

.2n.(2n − t − 1)!.2t

= 2n

(

n∑

t=0

(−1)t.

(

n

t

)

.(2n − t − 1)!.2t

)

�Çàäà÷à 28. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîãàò äà ñåäíàò îêîëî êðúãëà ìàñà ñ íîìåðèðàíè ñòîëîâåõîðàòà îò n íà áðîé æåíåíè äâîéêè (î÷åâèäíî ñòàâà äóìà çà 2n äóøè), òàêà ÷å ñúïðóçèòåîò íèòî åäíà äâîéêà äà íå ñåäÿò íà ñúñåäíè ñòîëîâå è îñâåí òîâà îêîëî ìàñàòà äà ñå ðåäóâàòæåíè è ìúæå, òàêà ÷å äà íÿìà íèòî äâàìà ìúæå åäèí äî äðóã, íèòî äâå æåíè åäíà äî äðóãà?�åøåíèå: Íåêà ñòîëîâåòå îêîëî ìàñàòà ñà íîìåðèðàíè ñ 1, 2, . . . , 2n. Íåêà ïúðâî ñåäíàòäàìèòå. Î÷åâèäíî, òå ìîãàò äà ñåäíàò èëè ñàìî íà ÷åòíèòå, èëè ñàìî íà íå÷åòíèòå íîìåðà.Íà ÷åòíèòå íîìåðà òå ìîãàò äà ñåäíàò ïî n! íà÷èíà. Íà íå÷åòíèòå, ñúùî n! íà÷èíà. Îáùîèìà 2n!† íà÷èíà, ïî êîèòî ìîãàò äà ñåäíàò äàìèòå, êàòî äîòóê íå ñìå íàðóøèëè ñ íèùîîãðàíè÷åíèÿòà íà òàçè çàäà÷à, ñëåäîâàòåëíî âñåêè îò òåçè 2n! íà÷èíà å âúçìîæíî íà÷àëîíà ïðîöåñà íà ñÿäàíå. Çà âñåêè îò òåçè 2n! íà÷èíà, ìúæåòå ìîãàò äà ñåäíàò íà ñâîáîäíèòåñòîëîâå�ñïàçâàéêè îãðàíè÷åíèÿòà íà çàäà÷àòà�ïî åäèí è ñúùè áðîé íà÷èíè. Äà íàðå÷åìòîçè áðîé g(n). Îòãîâîðúò å 2n!g(n) è ñåãà òúðñèì g(n).Íåêà äàìèòå ñà D1, D2, . . . , Dn, à ìúæåòå ñà H1, H2, . . . , Hn. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáù-íîñòòà, íåêà äàìèòå ñà ñåäíàëè òàêà (êðúãîâåòå îçíà÷àâàò íåçàåòèòå ñòîëîâå):
D1

Dn−1 D3

Dn D2

Íåêà ïðåíîìåðèðàìå ìåñòàòà, êîèòî ñà îñòàíàëè ñâîáîäíè ñ s1, s2, . . . , sn òàêà:
†2n! å 2 × (n!), à íå (2n)!. 18



D1

Dn−1 D3

Dn D2

s1sn

s2sn−1

Íåêà S îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúçìîæíè, n! íà áðîé, íà÷èíà äà ñåäíàò ìúæåòå.Íÿêîè îò òÿõ ñà ðàçðåøåíè, äðóãè ñà çàáðàíåíè. Âñÿêî ñÿäàíå îò S ìîæå äà èìà èëè äà íÿìàâñÿêî îò ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
P1: H1 å íà s1.
P2: H2 å íà s2.. . .
Pn: Hn å íà sn.
Q1: H1 å íà sn.
Q2: H2 å íà s1.
Q3: H3 å íà s2.. . .
Qn: Hn å íà sn−1.Äà îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî {P1, P2, . . . , Pn, Q1, Q2, . . . , Qn} ñ P. Òîâà ñà �âðåäíèòå� ñâîéñòâà ïîîòíîøåíèå íà íàøàòà çàäà÷à, òå ñà ñâúðçàíè ñúñ çàáðàíåíèòå ñÿäàíèÿ. Î÷åâèäíî g(n) = |�S|,êúäåòî�S = {x ∈ S | íèòî åäíî ñâîéñòâî îò P íå å â ñèëà çà x}Çàáåëåæåòå, ÷å íå âñÿêà êîìáèíàöèÿ îò òåçè ñâîéñòâà å âúçìîæíà, ïðèìåðíî íÿìà êàê åäíîñÿäàíå äà èìà P1 è Q2, çàùîòî P1 ∧ Q2 îçíà÷àâà, ÷å íà s1 ñåäÿò åäíîâðåìåííî äâàìà äóøè(H1 è H2). Ñúùî òàêà íÿìà êàê åäíî ñÿäàíå äà èìà P1 ∧ Pn, çàùîòî òîâà áè îçíà÷àâàëî,÷å H1 ñåäè åäíîâðåìåííî íà s1 è sn. Ñâîéñòâà, êîèòî å âúçìîæíî äà áúäàò åäíîâðåìåííîèçïúëíåíè, ùå íàðè÷àìå ñúâìåñòèìè.Ïðåäè äà ïðîäúëæèì ñ ðåøåíèåòî, åäíî ïîÿñíåíèå. Íàøàòà öåë å äà íàìåðèìáðîÿò íà íà÷èíèòå k ìúæå äà ñåäíàò íà çàáðàíåíè çà òÿõ ìåñòà, è ïîñëå äàïðèëîæèì ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî. Åñòåñòåñòâåíî, òóê ñåèìà ïðåäâèä ïîíå k ìúæå äà ñà ñåäíàëè íà çàáðàíåíè çà òÿõ ìåñòà � ìîæåäà èìà è äðóãè ìúæå íà çàáðàíåíè ìåñòà, íî ñúñ ñèãóðíîñò k ñà íà çàáðàíåíèìåñòà. Íàìåðèì ëè òîçè áðîé, äîâúðøâàíåòî íà ðåøåíèåòî å íåùî ëåñíî.19



Â òàçè çàäà÷à çàáðàíåíèòå êîí�èãóðàöèè�à èìåííî ñÿäàíåòî íà k ìúæå íàçàáðàíåíè ìåñòà�ñà ïî-òðóäíè çà ïðåáðîÿâàíå â ñðàâíåíèå, ïðèìåðíî, ñúñ çàáðà-íåíèòå êîí�èãóðàöèè çà k ÷èñëà â Çàäà÷à 23. Â Çàäà÷à 23 áåøå ëåñíî: çà âñÿêî÷èñëî èìàøå åäíî çàáðàíåíî ìÿñòî, òàêà ÷å ïî (n
k

) íà÷èíà èçáèðàìå k ÷èñëà,êîèòî äà ñëîæèì íà çàáðàíåíè ìåñòà, îñòàíàëèòå ÷èñëà ìîæåì äà ñëîæèì ïîîáùî (n − k)! íà÷èíà, è ñúáèðàåìîòî â êðàéíèÿ îòãîâîð, êîåòî ñúîòâåòñòâà íà
k çàáðàíåíè ñëàãàíèÿ, å (−1)k

(

n

k

)

(n − k)!. Â òàçè çàäà÷à îáà÷å çà âñåêè ìúæ èìàäâå çàáðàíåíè ìåñòà, îòêúäåòî èäâàò óñëîæíåíèÿòà: ïúðâî, òîé íå ìîæå äàãè ïîëçâà åäíîâðåìåííî, è âòîðî, çà âñÿêî ìÿñòî èìà äâàìà ìúæå, à íå åäèíìúæ, çà êîèòî òî å çàáðàíåíî. Âúâåæäàíåòî íà ãîðåñïîìåíàòèòå 2n ñâîéñòâàíè äàâà âúçìîæíîñò äà áðîèì ñèñòåìàòè÷íî áðîÿò íà çàáðàíèòå ñÿäàíèÿ íà kìúæå.Êàêòî âå÷å êàçàõìå, òúðñèì áðîÿ íà ñÿäàíèÿòà íà ìúæåòå, êîèòî íÿìàò íèòî åäíî ñâîéñò-âî îò P. Ùå ãî íàìåðèì ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî, íî ïðèëîæåí ïîîòíîøåíèå íà åëåìåíòèòå íà P. Íåêà rk å áðîÿò íà÷èíè äà ïîäáåðåì k ñúâìåñòèìè ñâîéñòâàîò P. Î÷åâèäíî rk å áðîÿò íà íà÷èíèòå k ìúæå äà ñåäíàò íà çàáðàíåíè ìåñòà. Òîãàâà
g(n) = n! − r1(n − 1)! + r2(n − 2)! − . . . + (−1)nrn(n − n)!�åøàâàíåòî íà çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî íàìèðàíåòî íà rk êàòî �óíêöèÿ íà k è n. Î÷åâèäíî

r1 = 2n, çàùîòî êîãàòî ñòàâà äóìà çà åäíî ñâîéñòâî, íåñúâìåñòèìîñò íÿìà, òàêà ÷å r1 = |P| =

2n. Êîëêî å r2? Ïúðâî äà ñúîáðàçèì, ÷å íåñúâìåñòèìè äâîéêè ñâîéñòâà îò P ñà Q1 è P1, P1 è
Q2, Q2 è P2, P2 è Q3, . . . , Pn−1 è Qn, Qn è Pn, Pn è Q1. Òîâà ñà îáùî 2n (íåíàðåäåíè) äâîéêè.Äà íàðèñóâàìå ñëåäíàòà äèàãðàìà íà åëåìåíòèòå íà P çàåäíî ñ íåñúâìåñòèìîñòèòå ìåæäóòÿõ:

P1

Q1

P2

Q2 Q3 Qi

Pi Pn

Qn×åðâåíèòå ëèíèè îòðàçÿâàò �àêòà, ÷å íà åäèí ñòîë íå ìîæå äà ñåäíå ïîâå÷å îò åäèí ìúæ.Çåëåíèòå ëèíèè îòðàçÿâàò �àêòà, ÷å åäèí ìúæ íå ìîæå äà ñåäíå íà ïîâå÷å îò åäèí ñòîë.Çàáåëåæåòå, ÷å òîâà å êðúãîâ âåêòîð ñ 2n åëåìåíòà. Äà ïèòàìå êîëêî å r2 å ñúùîòî êàòî äàïèòàìå ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà èçáåðåì äâà íåñúñåäíè åëåìåíòà îò òîçè êðúãîâ âåêòîð.Îòãîâîðúò î÷åâèäíî å 2n(2n − 3), òúé êàòî çà ïúðâèÿ èçáðàí èìàìå 2n âúçìîæíîñòè, à çàâòîðèÿ, ñàìî 2n − 3.Äà ðàçãëåäàìå rk. Äà ïèòàìå êîëêî å rk å ñúùîòî êàòî äà ïèòàìå ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äàèçáåðåì k åëåìåíòà îò òîçè êðúãîâ âåêòîð, íèòî äâà îò êîèòî íå ñà ñúñåäè. Íà ñâîé ðåä òîâà åñúùîòî êàòî äà ïèòàìå, êîëêî êðúãîâè áóëåâè âåêòîðà ñ äúëæèíà 2n èìàò k åäèíèöè è 2n−kíóëè è íÿìàò ñúñåäíè åäèíèöè. Ñúãëàñíî Çàäà÷à 10, îòãîâîðúò å 2n−k+k
2n−k

(

2n−k

k

)

= 2n
2n−k

(

2n−k

k

).Ñëåäîâàòåëíî,
rk =

2n

2n − k

(

2n − k

k

)Ïðè k = 2 òîçè èçðàç ñòàâà 2n
2n−2

(

2n−2

2

)

= 2n
2n−2

× (2n−2)(2n−3)

2×1
= 2n(2n − 3), êîåòî ñúâïàäà ñâå÷å èçâåäåíîòî çà r2. È òàêà,

g(n) = n!−
2n

2n − 1

(

2n − 1

1

)

(n−1)!+
2n

2n − 2

(

2n − 2

2

)

(n−2)!− . . .+(−1)n
2n

2n − n

(

2n − n

n

)

(n−n)!20



òîåñò
g(n) =

n∑

k=0

(−1)k 2n

2n − k

(

2n − k

k

)

(n − k)!è îòãîâîðúò íà çàäà÷àòà å
2 n!

(

n∑

k=0

(−1)k 2n

2n − k

(

2n − k

k

)

(n − k)!

)

�Çàäà÷à 29. Êîëêî ñòðèíãà èìà íàä àçáóêàòà {0, 1, 2}, â êîèòî èìà òî÷íî äâå áóêâè îò âñåêèâèä è íÿìà ñúñåäíè åäíàêâè ñèìâîëè?�åøåíèå: Áåç ïîñëåäíîòî îãðàíè÷åíèå, áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñúãëàñíî ïðàâèëîòî çà áðîÿíà ïåðìóòàöèè ñ ïîâòîðåíèÿ å
6!

2! 2! 2!
= 90Íåêà óíèâåðñóìúò U äà å òîâà ìíîæåñòâî � ñòðèíãîâåòå ñ òî÷íî äâå a-òà, äâå b-òà è äâå c-òà.Íåêà äå�èíèðàìå ñëåäíèòå ïîäìíîæåñòâà íà U.

• N1 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 1 è 2,
• N2 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 2 è 3,
• N3 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 3 è 4,
• N4 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 4 è 5,
• N5 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 5 è 6,
• N1,3 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 1 è 2 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 3 è 4,
• N1,4 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 1 è 2 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 4 è 5,
• N1,5 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 1 è 2 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 5 è 6,
• N2,4 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 2 è 3 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 4 è 5,
• N2,5 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 2 è 3 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 5 è 6,
• N3,5 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 3 è 4 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 5 è 6,
• N1,3,5 å áðîÿò íà ñòðèíãîâåòå ñ åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 1 è 2 è åäèí è ñúùèñèìâîë íà ïîçèöèè 3 è 4 è åäèí è ñúùè ñèìâîë íà ïîçèöèè 5 è 6.21



Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå, òúðñåíèÿò îòãîâîð å
N = |U| − (N1 + N2 + . . . + N5) + (N1,3 + N1,4 + . . . + N3,5) − N1,3,5Çàáåëÿçâàìå, ÷å N1 = 3 ×

(

4

2

), òúé êàòî èìà òðè âúçìîæíîñòè çà ñèìâîëà íà ïúðâà è âòîðàïîçèöèÿ, à íà îñòàíàëèòå ÷åòèðè ïîçèöèè ñëàãàìå äâà ñèìâîëà îò äðóã âèä è äâà îò òðåòèâèä. Òîãàâà N1 = 18. Çàáåëÿçâàìå, ÷å N1 = N2 = . . . = N5.Îñâåí òîâà, N1,3 = 3 × 2 × 1 = 6, çàùîòî èìàìå òðè âúçìîæíîñòè çà ñèìâîëà íà ïúðâàè âòîðà ïîçèöèÿ, îòòóê äâå âúçìîæíîñòè çà ñèìâîëà íà òðåòà è ÷åòâúðòà ïîçèöèÿ, è ñàìîåäíà âúçìîæíîñò ñïðÿìî äîñåãà íàïðàâåíèòå èçáîðè çà ñèìâîëà íà îñòàíàëèòå (ïåòà è øåñòà)ïîçèöèè. Ñúùî òàêà, N1,3 = N1,4 = . . . = N3,5.Íàêðàÿ, N1,3,5 = 6 ñ àíàëîãè÷íè ñúîáðàæåíèÿ. Èìàìå
N = 90 − (5 × 18) + (6 × 6) − 6 = 30

�Çàäà÷à 30. Êîëêî ðàçëè÷íè íàðåäåíè ïåòîðêè (x1, x2, x3, x4, x5) îò åñòåñòâåíè ÷èñëà óäîâ-ëåòâîðÿâàò
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 100�åøåíèå: Ñòàâà äóìà çà êîìáèíàòîðíè êîí�èêóðàöèè áåç íàðåäáà, ñ ïîâòîðåíèå, ñ ãîëå-ìèíà 100 íàä îïîðíî ìíîæåñòâî ñ 5 åëåìåíòà: ìîæåì äà ìèñëèì çà òàçè ñóìà êàòî çà ñòîñèìâîëà, âñåêè îò êîèòî å åäèí îò {x1, x2, x3, x4, x5}, êàòî âñåêè åäèí ñèìâîë èìà ïðèíîñ åäè-íèöà. Ñúãëàñíî èçâåäåíèÿ íà ëåêöèè ðåçóëòàò çà áðîÿ íà òåçè êîìáèíàòîðíè êîí�èãóðàöèè,îòãîâîðúò å
KÏ(5, 100) =

(

100 + 5 − 1

5 − 1

)

= 4 598 126Àëòåðíàòèâíî îáÿñíåíèå, ìîæå áè ïî-ÿñíî è íàãëåäíî, å ÷ðåç �òîïêè è êóòèè�. Çàäà÷àòà åñúùàòà êàòî çàäà÷àòà, ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîãàò äà ñå ïîñòàâÿò 100 íåðàçëè÷èìè òîïêè(òîâà ñà ñòîòå åäèíèöè, ÷èéòî ñáîð å ñóìàòà 100) â ïåò ðàçëè÷íè êóòèè (òîâà ñà õèêñîâåòå).
�Çàäà÷à 31. Êîëêî ðàçëè÷íè íàðåäåíè ïåòîðêè (x1, x2, x3, x4, x5) îò åñòåñòâåíè ÷èñëà óäîâ-ëåòâîðÿâàò

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 100

0 ≤ x1 ≤ 30

0 ≤ x2 ≤ 30

0 ≤ x3 ≤ 30

0 ≤ x4 ≤ 30

0 ≤ x5 ≤ 30�åøåíèå: Çàäà÷àòà å ïîäîáíà íà Çàäà÷à 30, íî ñåãà êóòèèòå èìàò �êàïàöèòåòè�: íàé-ìíîãî
30 òîïêè â êóòèÿ. Íåêà Bi å ìíîæåñòâîòî îò êîí�èãóðàöèèòå-ðåøåíèÿ îò Çàäà÷à 30, â êî-èòî êóòèÿ i å �íàðóøèòåë��òîåñò â íåÿ èìà ïîíå 31 òîïêè�çà 1 ≤ i ≤ 5. Òúðñèì áðîÿ íàêîí�èãóðàöèèòå, â êîèòî íàðóøåíèÿ íÿìà çà íèòî åäíà êóòèÿ. Ñ äðóãè äóìè, òúðñèì

|B1 ∩ B2 ∩ B3 ∩ B4 ∩ B5| 22



Ñúãëàñíî ïðèíöèïà íà âêëþ÷âàíåòî è èçêëþ÷âàíåòî,
|B1 ∩ B2 ∩ B3 ∩ B4 ∩ B5| = |U| −

∑

1≤i≤5

|Bi| +
∑

1≤i<j≤5

|Bi ∩ Bj| −
∑

1≤i<j<k≤5

|Bi ∩ Bj ∩ Bk|+

∑

1≤i<j<k<t≤5

|Bi ∩ Bj ∩ Bk ∩ Bt|

︸ ︷︷ ︸òîâà å 0

− |B1 ∩ B2 ∩ B3 ∩ B4 ∩ B5|︸ ︷︷ ︸òîâà å 0êúäåòî U å óíèâåðñóìúò KÏ(5, 100). Êàêòî ïîêàçàõìå â Çàäà÷à 30, |U| = 4 598 126. ßñíî å çàùîïîñëåäíèòå äâå ñúáèðàåìè ñà íóëè: íÿìà êàê ïðè îáùà ñóìà 100, ÷åòèðè èëè ïåò ïðîìåíëèâèäà ñà ïîíå 31. Ñëåäîâàòåëíî, òúðñåíèÿò îòãîâîð å
|B1∩B2∩B3∩B4∩B5| = 4 598 126−

∑

1≤i≤5

|Bi|+
∑

1≤i<j≤5

|Bi∩Bj|−
∑

1≤i<j<k≤5

|Bi∩Bj∩Bk| (19)Îò îáùè ñúîáðàæåíèÿ å ÿñíî, ÷å |B1| = |B2| = |B3| = |B4| = |B5| è |B1 ∩ B2| = . . . = |B4 ∩ B5|︸ ︷︷ ︸
10 òàêèâà è

|B1 ∩ B2 ∩ B3| = . . . = |B3 ∩ B4 ∩ B5|︸ ︷︷ ︸
10 òàêèâà . Òúðñåíèÿò îòãîâîð å:

4 598 126 − 5 × |B1| + 10 × |B1 ∩ B2| − 10 × |B1 ∩ B2 ∩ B3| (20)Êîëêî å |B1|? Ùîì x1 å ñèãóðåí íàðóøèòåë íà êàïàöèòåòà (è íÿìà äðóã ñèãóðåí íàðóøèòåë),òî å âÿðíî, ÷å
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 100

31 ≤ x1

0 ≤ x2

0 ≤ x3

0 ≤ x4

0 ≤ x5Äà ïðåäñòàâèì x1 êàòî x1 = x ′
1 + 31. Òîãàâà óñëîâèåòî 31 ≤ x1 å ñúùîòî êàòî 0 ≤ x ′

1, à
x1+x2 +x3 +x4 +x5 = 100 ñòàâà x ′

1 +31+x2 +x3 +x4 +x5 = 100, òîåñò x ′
1 +x2 +x3 +x4 +x5 =

69. Èçâåäîõìå, ÷å |B1| å ìîùíîñòòà íà ìíîæåñòâîòî îò íàðåäåíèòå ïåòîðêè (x ′
1, x2, x3, x4, x5),êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò:

x ′
1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 69

0 ≤ x ′
1

0 ≤ x2

0 ≤ x3

0 ≤ x4

0 ≤ x5Íî íèå çíàåì êîëêî òàêèâà íàðåäåíè ïåòîðêè èìà: |KÏ(5, 69)| = 1 088 430.Íàïúëíî àíàëîãè÷íî, |B1 ∩ B2| = |KÏ(5, 38)| = 111 930 è |B1 ∩ B2 ∩ B3| = |KÏ(5, 7)| = 330.Çàìåñòâàìå â (20) è ïîëó÷àâàìå êðàéíèÿ îòãîâîð
4 598 126 − 5 × 1 088 430 + 10 × 111 930 − 10 × 330 = 271 976

�23



5 Äîêàçàòåëñòâà ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿÇàäà÷à 32. Äîêàæåòå ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ, ÷å
n∑

k=0

(

n

k

)2

=

(

2n

n

)�åøåíèå: Íåêà A å ìíîæåñòâî ñ 2n åëåìåíòà. Íåêà âñåêè åëåìåíò îò A èìà àòðèáóò-öâÿò, êàòî n åëåìåíòà ñà áåëè, à îñòàíàëèòå n, ÷åðíè. Ïî êîëêî íà÷èíà ìîæåì äà ïîäáåðåìðàçëè÷íè ïîäìíîæåñòâà íà A ñ ïî n åëåìåíòà?Îò åäíà ñòðàíà, òîâà ìîæå äà ñòàíå ïî
(

2n

n

) (21)íà÷èíà, òúé êàòî òîâà ñà êîìáèíàòîðíè êîí�èãóðàöèè áåç ïîâòîðåíèå è áåç íàðåäáà � òóêíå îáðúùàìå âíèìàíèå íà öâåòîâåòå íà ïîäáðàíèòå åëåìåíòè.Îò äðóãà ñòðàíà, ìîæåì äà ðàçáèåì ïîäáèðàíèÿòà ïî áðîÿ íà åëåìåíòèòå îò åäèíèÿ öâÿò,äà ðå÷åì áåëèÿ. Áåëèòå åëåìåíòè, êîèòî ïîïàäàò â äàäåíî ïîäáèðàíå, ìîæå äà ñà 0 èëè 1 èëè. . . èëè n. Ñëåäîâàòåëíî, äà ïîäáåðåì n åëåìåíòà îò îáùî 2n â òàçè çàäà÷à å ñúùîòî êàòîäà ïîäáåðåì k åëåìåíòà èçìåæäó âñè÷êèòå n áåëè è äà ïîäáåðåì n − k åëåìåíòà èçìåæäóâñè÷êèòå n ÷åðíè. Çà äàäåíî k, òàêîâà ÷å 0 ≤ k ≤ n, áðîÿò íà÷èíè äà ïîäáåðåì n åëåìåíòàîò îáùî 2n, òàêà ÷å k èçìåæäó ïîäáðàíèòå äà ñà áåëè, å, ïî ïðèíöèïà íà ïðîèçâåäåíèåòî:
(

n

k

)

︸ ︷︷ ︸áðîÿò íà÷èíè k åëåìåíòà îò îáùî n äà ñà áåëè× (

n

n − k

)

︸ ︷︷ ︸áðîÿò íà÷èíè îñòàíàëèòå åëåìåíòè äà ñà ÷åðíèÒúé êàòî k ñå ìåíè îò 0 äî n è ïîäáèðàíèÿòà ñå ðàçáèâàò ïî k (ïðè ðàçëè÷åí áðîé áåëèåëåìåíòè â äâå ïîäáèðàíèÿ, òå çàäúëæèòåëíî ñà ðàçëè÷íè), îáùèÿò áðîé ïîäáèðàíèÿ å:
n∑

k=0

(

n

k

)(

n

n − k

)Íî çíàåì, ÷å ( n

n−k

)

=
(

n

k

), ñëåäîâàòåëíî îáùèÿò áðîé íà ïîäáèðàíèÿ å:
n∑

k=0

(

n

k

)2 (22)Èçðàçèòå (21) è (22) áðîÿò åäíî è ñúùî êîëè÷åñòâî, ñëåäîâàòåëíî ñà ðàâíè. �Çàäà÷à 33. Äîêàæåòå ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ, ÷å
n! =

n∑

m=0

(

n

m

) n−m∑

k=0

(−1)k

(

n − m

k

)

(n − m − k)!�åøåíèå: Ëÿâàòà ñòðàíà áðîè âñè÷êè ïåðìóòàöèè íà n åëåìåíòà, äà êàæåì {1, 2, . . . , n}.Î÷åâèäíî òîâà ìíîæåñòâî ìîæå äà áúäå ðàçáèòî íà n + 1 íåïðàçíè ïîäìíîæåñòâà ïî òîâà,òî÷íî êîëêî åëåìåíòà ñà ñè íà ìÿñòîòî: 0 èëè 1 èëè 2 èëè . . . èëè n. Äÿñíàòà ñòðàíà áðîèñúùîòî ìíîæåñòâî ïåðìóòàöèè, íî ïî-äåòàéëíî, ñúãëàñíî ñïîìåíàòîòî ðàçáèâàíå: èìà (n

m

)íà÷èíà äà èçáåðåì òî÷íî êîè åëåìåíòè äà ñà ñè íà ìåñòàòà, çà îñòàâàùèòå n − m ïîçèöèèïîëçâàìå âå÷å èçâåäåíàòà �îðìóëà çà áðîÿ íà ïåðìóòàöèèòå, ïðè êîèòî íèòî åäèí åëåìåíòíå ñè å íà ìÿñòîòî. �24



Çàäà÷à 34. Äîêàæåòå ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ, ÷å
n! =

n∑

k=0

(−1)k

(

n

k

)

(n − k)n�åøåíèå: Âå÷å äîêàçàõìå, ÷å áðîÿò íà ñþðåêöèèòå îò m â n åëåìåíòíî ìíîæåòâî å∑n

k=0(−1)k
(

n

k

)

(n − k)m. Ïðè m = n ïîëó÷àâàìå èçðàçà îò äÿñíàòà ñòðàíà. Íî àêî n = m, òîòåçè ñþðåêöèè âñúùíîñò ñà áèåêöèèòå ìåæäó äâåòå ìíîæåñòâà. À áðîÿò íà áèåêöèèòå å n!,êîåòî å ëÿâàòà ñòðàíà. �Çàäà÷à 35. Äîêàæåòå ñ êîìáèíàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ, ÷å
n2n−1 =

n∑

k=0

k

(

n

k

)�åøåíèå: 2n å áðîÿò íà âñè÷êè áóëåâè âåêòîðè ñ äúëæèíà n. Î÷åâèäíî n2n å îáùèÿò áðîéíà åëåìåíòèòå âúâ âñè÷êè áóëåâè âåêòîðè ñ äúëæèíà n. Îò òåçè n2n åëåìåíòè, ïîëîâèíàòà ñàíóëè, à äðóãàòà ïîëîâèíà, åäèíèöè. Òîçè �àêò ñå èçâåæäà òðèâèàëíî îò íàé-îáùè ñúîáðàæå-íèÿ: àêî èíâåðòèðàìå ïîáèòîâî âñè÷êè âåêòîðè, ïîëó÷àâàìå ñúùîòî ìíîæåñòâî, êàòî áðîÿòíà åäèíèöèòå â íà÷àëíîòî å ðàâåí íà áðîÿ íà íóëèòå â ïîëó÷åíîòî, íî ïîíåæå ïîëó÷åíîòî åñúùîòî êàòî íà÷àëíîòî, áðîÿò íà åäèíèöèòå å ðàâåí íà áðîÿ íà íóëèòå â íåãî.Ùîì ïîëîâèíàòà îò n2n åëåìåíòà ñà åäèíèöè, òî åäèíèöèòå ñà òî÷íî 1
2
n2n = n2n−1.Òîâà å ëÿâàòà ñòðàíà íà òúæäåñòâîòî, êîåòî äîêàçâàìå. Äÿñíàòà ñòðàíà î÷åâèäíî ñúùî áðîèåäèíèöèòå âúâ âñè÷êè áóëåâè âåêòîðè ñ äúëæèíà n, íî ãî ïðàâè ïî-ïîäðîáíî: k
(

n

k

) å òî÷íîáðîéêàòà íà åäèíèöèòå â ïîäìíîæåñòâîòî âåêòîðè, èìàùè òî÷íî k åäèíèöè. �
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