
Ïðèìåðíî ðåøåíèå íà äîìàøíî �1 ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè,ñïåöèàëíîñò ÊÍ, i êóðñ, i è ii ïîòîê.Çàä. 1 Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å ∀n ≥ 1 :
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Ai. Ìîæåòå äà ïîëçâàòå íàãîòîâîèçó÷àâàíèòå â ÷àñ ñâîéñòâà íà îïåðàöèèòå âúðõó ìíîæåñòâà.�åøåíèå: Áàçà: Çàìåñòâàéêè àðãóìåíòà n ñ åäèíèöà, ïîëó÷àâàìå òâúðäåíèåòî ⋂1
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Ai,êîåòî å ñúùîòî êàòî A1 = A1, êîåòî å òðèâèàëíî âÿðíî. Èíä. ïðåäïîëîæåíèå: òâúðäåíèåòî å âÿðíîçà ïðîèçâîëíà ñòîéíîñò n ≥ 1 íà àðãóìåíòà. Èíä. ñòúïêà: äà ðàçãëåäàìå òâúðäåíèåòî çà ñòîéíîñò íààðãóìåíòà n + 1. Ëÿâàòà ñòðàíà å:
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�Çàä. 2 Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å ∀n ≥ 1 :
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1, êîåòî å òðèâèàëíî âÿðíî. Èíä. ïðåäïîëîæåíèå: òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà ïðîèçâîëíàñòîéíîñò n ≥ 1 íà àðãóìåíòà. Èíä. ñòúïêà: äà ðàçãëåäàìå òâúðäåíèåòî çà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà n + 1.Ëÿâàòà ñòðàíà å ∑
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n + 1. �Çàä. 3 Äîêàæåòå ïî èíäóêöèÿ, ÷å ∀n ≥ 1 :
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−1, êîåòî å òðèâèàëíî âÿðíî. Èíä. ïðåä-ïîëîæåíèå: òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà ïðîèçâîëíà ñòîéíîñò n ≥ 1 íà àðãóìåíòà. Èíä. ñòúïêà: äà ðàçãëåäàìåòâúðäåíèåòî çà ñòîéíîñò íà àðãóìåíòà n + 1. Ëÿâàòà ñòðàíà å ∑
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Hk = (n + 2)Hn+1 − (n + 1). �Çàä. 4 Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî
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}å èçáðîèìî áåçêðàéíî. Ïðèåìàò ñå ñàìî ïîäðîáíè äîêàçàòåëñòâà, ñëåäâàùè ñòðèêòíî îïðåäåëåíèåòîçà èçáðîèìî áåçêðàéíî ìíîæåñòâî. N îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî îò åñòåñòâåíèòå ÷èñëà N = {0, 1, 2, . . .}.�åøåíèå: Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà �óíêöèÿ f : A → N, êúäåòî âõîäúò a å ïðîçâîëåí åëåìåíò íà A:f(a) {k = 0;while (k*(k+1)/2 < a) {k ++; }return k; }Òîâà å ïðîãðàìåí êîä (áëèçúê äî C), à òàçè ïðîãðàìíà �óíêöèÿ f å ðåàëèçàöèÿ íà ìàòåìàòè÷åñêàòà�óíêöèÿ f†. Î÷åâèäíî å, ÷å çà âñÿêî ÷èñëî a îò A, f(a) âðúùà èìåííî òîâà ÷èñëî n, çà êîåòî 1
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†Òåçè äâå íåùà: ìàòåìàòè÷åñêàòà �óíêöèÿ è íÿêàêâà íåéíà ðåàëèçàöèÿ ÷ðåç êîíêðåòíà ïðîãðàìà, íå ñà åäíî èñúùî íåùî. �àçëèêàòà å àíàëîãè÷íà íà ðàçëèêàòà ìåæäó ÷èñëî è êîíêðåòåí çàïèñ íà òîâà ÷èñëî â êîíêðåòíà áðîéíàñèñòåìà. 2



å ðàâíî íà a.Ôàêòúò, ÷å f âðúùà åñòåñòâåíè ÷èñëà è ñàìî åñòåñòâåíè ÷èñëà, å î÷åâèäåí, òàêà ÷å êîäîìåéíúò äåéñòâè-òåëíî å N. Ñúùî òàêà å î÷åâèäíî, ÷å �óíêöèÿòà å òîòàëíà, ïîíåæå íÿìà îãðàíè÷åíèå çà òîâà, êîå ÷èñëîîò A ùå áúäå ïîäàäåíî íà âõîäà �è. Ùå ïîêàæåì, ÷å f å áèåêöèÿ. Ïî äå�èíèöèÿ, åäíà �óíêöèÿ å áèåêöèÿòîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ. È òàêà, äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å �óíêöèÿòà å áèåêöèÿ,ñå ñúñòîè îò äâå ÷àñòè: äîêàçàòåëñòâî, ÷å å èíåêöèÿ, è äîêàçàòåëñòâî, ÷å å ñþðåêöèÿ.Äîêàçàòåëñòâî, ÷å f å èíåêöèÿ. Äà ðàçãëåäàìå f(a) è f(b) çà ïðîèçâîëíè ðàçëè÷íè åëåìåíòè a, b ∈ A.Ùîì òå ñà ðàçëè÷íè, åäèíèÿò å ïî-ãîëÿì îò äðóãèÿ. Ùîì ñà åëåìåíòè íà A, òî òå ñà ÷èñëà îò âèäà
1

2
k(k + 1) çà åñòåñòâåíî k. Íåêà a = 1

2
ka(ka + 1) è b = 1

2
kb(kb + 1). Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, íåêà

a < b. Òîãàâà î÷åâèäíî ka < kb. Î÷åâèäíî ïðîãðàìíàòà �óíêöèÿ f ñ âõîä a ùå âúðíå ka è ñ âõîä b ùåâúðíå kb. Êàêòî îòáåëÿçàõìå, ka 6= kb. Òîâà äîêàçâà, ÷å �óíêöèÿòà å èíåêöèÿ: çà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòèîò äîìåéíà, îáðàçèòå îò êîäîìåéíà ñà ðàçëè÷íè.Ùå ïîêàæåì, ÷å f å ñþðåêöèÿ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n å îáðàç íà íÿêîé åëåìåí íà
A. Íàèñòèíà, íåêà äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëåí n ∈ N. Íåêà a å ÷èñëîòî 1

2
n(n + 1). Òîãàâà, ñúãëàñíî âå÷åíàïðàâåíîòî íàáëþäåíèå, �óíêöèÿòà f ñ âõîä a ùå âúðíå èìåííî n.È òàêà, �óíêöèÿòà å èíåêöèÿ è ñþðåêöèÿ, ñëåäîâàòåëíî å áèåêöèÿ. Ùîì èìà áèåêöèÿ ìåæäó A è åñòåñ-òâåíèòå ÷èñëà, ïî äå�èíèöèÿ A å èçáðîèìî áåçêðàéíî.Çàä. 5 Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å îïåðàöèÿòà �ðàçëèêà íà ìíîæåñòâà� å àñîöèàòèâíà. Äîêà-æåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å îïåðàöèÿòà �ñå÷åíèå íà ìíîæåñòâà� å äèñòðèáóòèâíà ñïðÿìî îïåðàöèÿòà�ñèìåòðè÷íà ðàçëèêà íà ìíîæåñòâà�. Ïðèåìàò ñå ñàìî îòãîâîðè, èçïîëçâàùè òàáëè÷íèÿ ìåòîä.�åøåíèå: Ïúðâîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî, òúé êàòî øåñòàòà è ñåäìàòà êîëîíà íà òàáëèöàòà íå ñà ðàâíè:

A B C A \ B B \ C (A \ B) \ C A \ (B \ C)

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 0 1 1

1 0 1 1 0 0 1

1 1 0 0 1 0 0

1 1 1 0 0 0 1Âòîðîòî òâúðäåíèå å âÿðíî, òúé êàòî ïåòàòà è îñìàòà êîëîíà íà òàáëèöàòà ñà ðàâíè:
A B C B△C A ∩ (B△C) A ∩ B A ∩ C (A ∩ B)△(B ∩ C)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 0 1 1 1 0 1

1 1 1 0 0 1 1 0Çàä. 6 Íåêà S = {a, b, c}. Íàïèøåòå â ÿâåí âèä âñè÷êè ðåëàöèè R ⊆ S×S, êîèòî ñà ðå�ëåêñèâíè èàíòèñèìåòðè÷íè è íå ñà òðàíçèòèâíè. Ïðèåìàò ñå ñàìî îòãîâîðè, â êîèòî ðåëàöèèòå ñà îïèñàíè ÷ðåçáóëåâè ìàòðèöè.�åøåíèå: Èìà è ïî-êðàòúê íà÷èí çà êîíñòðóèðàíå íà ðåøåíèå, ìàêàð äà íå å òîëêîâà ñèñòåìàòè÷åí,îòêîëêîòî ïðåäëîæåíèÿò â óïúòâàíåòî. Ïúðâî ñúîáðàçÿâàìå, ÷å ñëåäíèòå øåñò ðåëàöèè, çà ìîìåíòàîïèñàíè ÷ðåç ãðà�è, ñà ðå�ëåêñèâíè è àíòèñèìåòðè÷íè, íî íå ñà òðàíçèòèâíè:3
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a c b b a ca b

×å íå ñà òðàíçèòèâíè, ñëåäâà äèðåêòíî îò äå�èíèöèÿòà íà òðàíçèòèâíîñò. Ïðèìåðíî, â ïúðâàòà ïîñî÷åíàðåëàöèÿ, áè òðÿáâàëî äà èìà è ñòðåëêà îò a äî c.Òîâà îáà÷å íå ñà âñè÷êè íåòðàíçèòèâíè, ðå�ëåêñèâíè è àíòèñèìåòðè÷íè, ðåëàöèè. Èìà îùå äâå:
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c c
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Ïðèìåðíî, â ïúðâàòà îò òÿõ, ùîì a å â ðåëàöèÿ ñ b è b å â ðåëàöèÿ ñ c, áè òðÿáâàëî a äà å â ðåëàöèÿ ñ
c; ñúùî òàêà áè òðÿáâàëî b äà å â ðåëàöèÿ ñ a è c äà å â ðåëàöèÿ ñ b.Ñúùèòå îñåì ðåëàöèè, íàïèñàíè ñ ìàòðèöè (â ñúùèÿ ðåä, â êîéòî âå÷å ãè íàïèñàõìå ñ ãðà�è), ñà:a b a 1 1b 1 1 1 a b a 1 1b 1 1 1 a b a 1 1b 1 1 1a b a 1b 1 1 1 1 a b a 1 1b 1 1 1 a b a 1b 1 1 1 1a b a 1 1b 1 1 1 1 a b a 1 1b 1 1 1 1�åøåíèåòî, êîåòî ñå ïðåäëàãà îò óïúòâàíåòî, âîäè äî ñúùèòå îñåì ìàòðèöè. Îíçè íà÷èí íà ðåøàâàíå áèáèë äîñòà ïî-òðóäîåìúê, íî ïðè íåãî äîðè íåîïèòåí ÷îâåê áè áèë ñèãóðåí, ÷å íÿìà ïðîïóñíàòà ìàòðèöà.
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