
ÇÀÄÀ×È ÇÀ ÈÇÏÈÒ ÏÎ λÑÒÄ (2022/23)

ÒÐÈÔÎÍ ÒÐÈÔÎÍÎÂ

Ïðàâèëà çà îöåíÿâàíå

• Çà óñïåøíî ïîëàãàíå íà èçïèòà ñà íóæíè ≥ 15 ò., îò êîèòî:
≥ 6 ò. îò ðàçäåë 2,
≥ 3 ò. îò ðàçäåë 3,
≥ 3 ò. îò ðàçäåë 4.

• Ïðè ïîêðèâàíå íà ãîðíèòå êðèòåðèè, îöåíêàòà ïî øåñòîáàëíà ñèñòåìà
ñå ïðåñìÿòà ñ ôîðìóëàòà min(6, p5 ), êúäåòî p å îáùèÿò áðîé íà ñúáðà-
íèòå òî÷êè.

• Íà èçïèòà ùå ñå î÷àêâà äà ìîæåòå äà îáÿñíèòå è çàùèòèòå ðåøåíèÿòà
ñè.

• Íà èçïèòà å ïîçâîëåíî ïîëçâàíåòî íà çàïèñêèòå îò ëåêöèè, êàêòî è íà
äîïúëíèòåëíà ëèòåðàòóðà.

• Âúçìîæíî å íà èçïèòà äà áúäå ïîñòàâåíà äîïúëíèòåëíà çàäà÷à çà îôîð-
ìÿíå íà êðàéíàòà îöåíêà.

1. Ñòðóêòóðíà èíäóêöèÿ

Çàäà÷à 1.1. (2 ò.) Åñòåñòâåíèòå ïîëîæèòåëíè ÷èñëà, êîèòî íÿìàò ïðîñ-
òè äåëèòåëè ïî-ãîëåìè îò 5 ñå íàðè÷àò ÷èñëà íà Õåìèíã. Ôîðìàëíî, ìíî-
æåñòâîòî îò òåçè ÷èñëà ìîæå äà ñå äåôèíèðà äèðåêòíî, ÷ðåç îïèñàíèå íà
ñïåöèôè÷íîòî èì ñâîéñòâî:

H1 := {h ∈ N | àêî p/h è p å ïðîñòî, òî p ∈ {2, 3, 5}} .
Äðóãà âúçìîæíà äåôèíèöèÿ å èíäóêòèâíàòà:

(1) 1 ∈ H2

(2) Àêî h ∈ H2, òî 2h ∈ H2, 3h ∈ H2, 5h ∈ H2.

Äà ñå äîêàæå, ÷å H1 = H2.

Äåôèíèöèÿ 1.1. Äåôèíèðàìå èíäóêòèâíî ìíîæåñòâîòî N :

• o ∈ N ,
• àêî x ∈ N , òî s(x) ∈ N .

Äåôèíèöèÿ 1.2. Äåôèíèðàìå èíäóêòèâíî ñúáèðàíå íà åëåìåíòè îò N :

• o+ n := n
• s(n) +m := s(n+m)

Çàäà÷à 1.2. (1 ò.) Äà ñå ïîêàæå, ÷å m+ n = n+m.

Äåôèíèöèÿ 1.3. Äåôèíèðàìå èíäóêòèâíî ìíîæåñòâîòî L:

• [] ∈ L

Äàòà: 28 àïðèë 2023 ã.
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• àêî n ∈ N, l ∈ L, òî (n : l) ∈ L.

Äåôèíèöèÿ 1.4. Äåôèíèðàìå èíäóêòèâíî äúëæèíà íà ñïèñúê îò L:

• len([]) := 0
• len(n : l) := 1 + len(l)

Äåôèíèöèÿ 1.5. Äåôèíèðàìå èíäóêòèâíî êîíêàòåíàöèÿ íà ñïèñúöè îò L:

• [] ++ l := l
• (n : l1) ++ l2 := n : (l1 ++ l2)

Çàäà÷à 1.3. (1 ò.) Äà ñå ïîêàæå, ÷å ∀l1,l2 len(l1 ++ l2) = len(l1) + len(l2)

Çàäà÷à 1.4. (2 ò.) Íåêà áèíàðíàòà ðåëàöèÿ D ñå äåôèíèðà ïî èíäóêöèÿ ñ
êëàóçèòå {Cn}. Ðàçãëåæäàìå êëàóçèòå:

(B) ∀x,y (x, y) ∈ D → (x, y) ∈ E
(R) ∀x (x, x) ∈ E
(S) ∀x,y (x, y) ∈ E → (y, x) ∈ E
(T) ∀x,y,z (x, y) ∈ E ∧ (y, z) ∈ E → (x, z) ∈ E

Äà ñå ïîêàæå, ÷å ðåëàöèÿòà DR,S,T , äåôèíèðàíà ÷ðåç êëàóçèòå {B,R, S, T},
ñúâïàäà ñ ðåëàöèÿòà D′, äåôèíèðàíà ÷ðåç êëàóçèòå {Cn} ∪ {R,S, T}.

Äåôèíèöèÿ 1.6 (Γ-çàòâàðÿíå). Íåêà Γ å ìîíîòîíåí îïåðàòîð. Ðàçãëåæäàìå
ôàìèëèÿòà îò ìîíîòîííè îïåðàòîðè ΓΓ : P (U) → P (U) → P (U), äåôèíèðàíà
÷ðåç ΓΓ(D)(X) := D ∪ Γ(X). Îïåðàòîðà Γ(D) := µΓΓ(D) íàðè÷àìå Γ-çàòâàðÿíå.

Îçíà÷àâàìå ñúùî DΓ := Γ(D).

Çàäà÷à 1.5. (3 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å Γ å ìîíîòîíåí è äà ñå íàìåðè µΓ.

Çàäà÷à 1.6. (3 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å Γ å èäåìïîòåíòåí, ò.å. Γ(Γ(D)) =
Γ(D).

Äåôèíèöèÿ 1.7 (Åäíîâðåìåííî çàòâàðÿíå). Íåêà {Γi} å ôàìèëèÿ îò ìîíî-
òîííè îïåðàòîðè. Äåôèíèðàìå Γi := Γ, êúäåòî Γ(X) :=

⋃
i Γi(X).

Äåôèíèöèÿ 1.8 (Êîìóòèðàùè çàòâàðÿíèÿ). Êàçâàìå, ÷å çàòâàðÿíèÿòà íà Γ
è ∆ êîìóòèðàò, àêî Γ ◦∆ = ∆ ◦ Γ.

Çàäà÷à 1.7. (3 ò.) Çàòâàðÿíèÿòà íà Γ è ∆ êîìóòèðàò òî÷íî òîãàâà, êî-
ãàòî Γ,∆ = Γ ◦∆ = ∆ ◦ Γ.

Çàäà÷à 1.8. (1 ò.) Äà ñå ïîêàæå ïðèìåð çà îïåðàòîðè, ÷èèòî çàòâàðÿíèÿ
íå êîìóòèðàò.

Äåôèíèöèÿ 1.9. Ðàçãëåæäàìå îïåðàòîðèòå

• R(D) := {(x, x) | x ∈ U} = idU � ðåôëåêñèâíî çàòâàðÿíå
• S(D) := {(y, x) | (x, y) ∈ D} � ñèìåòðè÷íî çàòâàðÿíå
• T (D) :=

{
(x, z) | ∃y∈U

(
(x, y) ∈ D ∧ (y, z) ∈ D

)}
� òðàíçèòèâíî çàòâàðÿ-

íå

Çàäà÷à 1.9. (2 ò.) Ðåôëåêñèâíîòî çàòâàðÿíå êîìóòèðà ñ äðóãèòå äâå çàòâà-
ðÿíèÿ.

Çàäà÷à 1.10. (2 ò.) Çà êîè D å èçïúëíåíî DS,T = DR,S,T ?
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2. Áåçòèïîâî λ-ñìÿòàíå

2.1. Ñèíòàêñèñ íà áåçòèïîâîòî λ-ñìÿòàíå.

Äåôèíèöèÿ 2.1 (Íàèâíà ñóáñòèòóöèÿ). Íåêà M,N ∈ Λ, x ∈ V . Äåôèíèðàìå
ñóáñòèòóöèÿòà íà x ñ N â M , êîÿòî ùå îòáåëÿçâàìå ñ M [x⇝ N ].

(1) x[x⇝ N ] := N
(2) y[x⇝ N ] := y çà y ̸≡x
(3) (M1M2)[x⇝ N ] := (M1[x⇝ N ])(M2[x⇝ N ])
(4) (λxP )[x⇝ N ] := λxP
(5) (λyP )[x⇝ N ] := λy(P [x⇝ N ]), àêî x ̸≡ y

Äåôèíèöèÿ 2.2 (×àñòè÷íà ñóáñòèòóöèÿ). Äåôèíèðàìå ÷àñòè÷íàòà ñóáñòèòó-
öèÿ M [x ↪→ N ] êàòî â äåôèíèöèÿ 2.1 çàìåñòâàìå êëàóçàòà (5) ñ

(5) (λyP )[x ↪→ N ] := λy(P [x ↪→ N ]) çà y ̸≡x è x /∈ FV(P ) èëè y /∈ FV(N).

Çàäà÷à 2.1. (1 ò.) Êàçâàìå, ÷å íàèâíàòà ñóáñòèòóöèÿ M [x⇝ N ] å êîðåê-
òíà, àêî FV(N) ∩ BV(M) = ∅. Äà ñå ïîêàæå, ÷å:

(1) àêî M [x ⇝ N ] å êîðåêòíà, òî M [x ↪→ N ] å äåôèíèðàíà M [x ↪→ N ] ≡
M [x⇝ N ];

(2) èìà ñëó÷àé, â êîéòî M [x ↪→ N ] å äåôèíèðàíà, íî M [x ⇝ N ] íå å
êîðåêòíà;

Äåôèíèöèÿ 2.3 (Ñóáñòèòóöèÿ íà Curry). Äåôèíèðàìå ñóáñòèòóöèÿ íà Curry
M [x 7→ N ] êàòî â äåôèíèöèÿ 2.1 çàìåñòâàìå êëàóçàòà (5) ñ

(5) (λyP )[x 7→ N ] := λz(P [y 7→ z][x 7→ N ]) âúâ âñè÷êè îñòàíàëè ñëó÷àè,
êúäåòî z /∈ FV(P ) ∪ FV(N)

Çàäà÷à 2.2. (1 ò.) Êëàóçàòà (5) â ñóáñòèòóöèÿòà íà Curry íàðóøàâà øàá-
ëîíà íà ñòðóêòóðíàòà èíäóêöèÿ. Äà ñå ïîêàæå, ÷å âúïðåêè òîâà äåôèíèöè-
ÿòà å êîðåêòíà, àêî ôèêñèðàìå èçáîðà íà z.

Äåôèíèöèÿ 2.4 (Ïðåèìåíóâàíå íà ïðîìåíëèâà). Äåôèíèðàìå ïðåèìåíóâà-
íåòî íà ïðîìåíëèâàòà x íà y â òåðìà M (My

x ), êúäåòî x, y ∈ V , M ∈ Λ, ñ
èíäóêöèÿ ïî òåðìà M :

(1) xyx := y
(2) zyx := z çà z ̸≡x
(3) (MN)yx :=My

x N
y
x

(4) (λxM)yx := λxM
(5) (λzM)yx := λzM

y
x çà z ̸≡x

Äåôèíèöèÿ 2.5 (λ-çàòâàðÿíå). Íåêà å äàäåíà áèíàðíà ðåëàöèÿ íàä λ-òåðìîâå
R ⊆ Λ2. Äåôèíèðàìå èíäóêòèâíî ðåëàöèÿòà Rλ, êîÿòî íàðè÷àìå λ-çàòâàðÿíå
íà R, ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(1) Àêî (M,N) ∈ R, òî (M,N) ∈ Rλ.
(2) Àêî (M,N) ∈ Rλ, P ∈ Λ è x ∈ V , òî

• (MP,NP ) ∈ Rλ,
• (PM,PN) ∈ Rλ,
• (λxM,λxN) ∈ Rλ.

Àêî Rλ = R, êàçâàìå ÷å R e λ-ñúâìåñòèìà.
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Èíòóèòèâíî, äâà òåðìàM è N ñà â ðåëàöèÿ Rλ àêî òå ñúâïàäàò ñèíòàêòè÷íî
ñ èçêëþ÷åíèå íà äâà òåõíè ñúîòâåòíè ïîäòåðìà M ′ ⊆M è N ′ ⊆ N , êîèòî ñà â
ðåëàöèÿ R.

Äåôèíèöèÿ 2.6 (
α
=). Ðàçãëåæäàìå ðåëàöèÿòà

α := {(λxM,λyM
y
x ) |M ∈ Λ, x, y ∈ V, y /∈ FV(M) ∪ BV(M)} .

Äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà α-åêâèâàëåíòíîñò
α
= := αλ,R,S,T , ò.å. êàòî åäíîâðåìåííî

λ, ðåôëåêñèâíî, ñèìåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî çàòâàðÿíå íà ðåëàöèÿòà α.

Çàäà÷à 2.3. (2 ò.) Íåêà ðàçãëåäàìå ôàêòîð-ìíîæåñòâîòî Λ
/
α
=
, ò.å. âìåñòî

îòäåëíè λ-òåðìîâå ðàçãëåæäàìå êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò îò λ-òåðìîâå

îòíîñíî ðåëàöèÿòà
α
=. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñóáñòèòóöèÿòà íà Curry å ôóíêöèÿ

íàä ôàêòîð-ìíîæåñòâîòî Λ
/
α
=
, ò.å. àêî M

α
= M ′ ∈ Λ, N

α
= N ′ ∈ Λ, òî

M [x 7→ N ]
α
=M ′[x 7→ N ′].

Çàäà÷à 2.4. (2 ò.) Äà ñå ïîêàæå, ÷å îïåðàöèÿòà çà ÷àñòè÷íà ñóáñòèòóöèÿ

ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî òîòàëíà ñ òî÷íîñò äî ðåëàöèÿòà
α
=, ò.å.

(1) Çà âñÿêî M ∈ Λ, ñúùåñòâóâà M ′ α
= M , òàêà ÷å M ′[x ↪→ N ] å äåôèíè-

ðàíà.

(2) Àêî M
α
=M ′ ∈ Λ, N

α
= N ′ ∈ Λ è M [x ↪→ N ] è M ′[x ↪→ N ′] ñà äåôèíèðà-

íè åäíîâðåìåííî, òî M [x ↪→ N ]
α
=M ′[x ↪→ N ′].

Çàäà÷à 2.5. (3 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà îïåðàöèÿòà ñóáñ-
òèòóöèÿ, êîÿòî ïðè íóæäà ïðåèìåíóâà ñâúðçàíèòå ïðîìåíëèâè ïî ïîäõîäÿù
íà÷èí ïðè ïðèëàãàíå, çà äà îñèãóðè êîðåêòíîñò.

2.2. Áåçèìåííè òåðìîâå.

Çàäà÷à 2.6. (3 ò.) Äà ñå äåôèíèðà ïî ïîäõîäÿù íà÷èí ôîðìàëíî ïîíÿòèåòî
�ãðàô, ñúîòâåòñòâàù íà λ-òåðì�, òàêà ÷å äà ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å äâà
λ-òåðìà ñà α-åêâèâàëåíòíè òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúîòâåòíèòå èì
ãðàôè ñà èçîìîðôíè.

Äåôèíèöèÿ 2.7 (Áåçèìåííè òåðìîâå, Λn, Λ
∗). Ñ åäíîâðåìåííà èíäóêöèÿ çà

âñè÷êè n ∈ N äåôèíèðàìå ìíîæåñòâàòà Λn îò áåçèìåííè òåðìîâå ñ íå ïîâå÷å
îò n ðàçëè÷íè ñâîáîäíè ïðîìåíëèâè.

(1) i ∈ Λn çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî i, çà êîåòî 0 ≤ i < n.
(2) Àêî M,N ∈ Λn, òî (MN) ∈ Λn å àïëèêàöèÿòà íà M íàä N .
(3) Àêî M ∈ Λn+1, òî (λM) ∈ Λn å àáñòðàêöèÿòà íàä ïðîìåíëèâàòà ñ

èíäåêñ 0 â M .

Ñ Λ∗ :=
⋃∞

n=0 Λn îòáåëÿçâàìå ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè áåçèìåííè λ-òåðìîâå.

Çàäà÷à 2.7. (1 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà m < n å âÿðíî, ÷å Λm ⊊ Λn.

Äåôèíèöèÿ 2.8. Íåêà X ⊆ V å ìíîæåñòâî îò ïðîìåíëèâè. Äåôèíèðàìå
ΛX := {M ∈ Λ | FV(M) ⊆ X}.

Çàäà÷à 2.8. (3 ò.) Äà ñå äåôèíèðàò ôàìèëèèòå îò èçîáðàæåíèÿ
♯Γ : Λ|Γ| → ΛdomΓ è ♭Γ : ΛdomΓ → Λ|Γ| çà äàäåí êîíòåêñò îò èìåíà Γ :=
xn−1, . . . , x0, êîèòî èçâúðøâàò ïðåâîä ìåæäó òåðìîâå ñ èìåíà è áåçèìåííè
òåðìîâå. Äà ñå ïîêàæå, ÷å
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(1) ♯Γ(♭Γ(M))
α
=M çà âñåêè òåðì M ∈ ΛdomΓ

(2) ♭Γ(♯Γ(M)) ≡M çà âñåêè òåðì M ∈ Λ|Γ|

Çàäà÷à 2.9. (5 ò.) Äà ñå ðåàëèçèðà ïðîãðàìà, êîÿòî ïîçâîëÿâà âúâåæäàíåòî
è èçâåæäàíåòî íà λ-òåðìîâå â äâà ôîðìàòà: ñ èìåíà (Λ) è áåç èìåíà (Λ∗)
íà ïðîìåíëèâèòå. Çà ïðåîáðàçóâàíåòî ìåæäó äâàòà ôîðìàòà äà ñå èçïîëçâà
àâòîìàòè÷íî ãåíåðèðàí êîíòåêñò îò èìåíà îò âèäà Γ := xn−1, . . . , x0.

Äåôèíèöèÿ 2.9 (Èçìåñòâàíå). Äåôèíèðàìå ↑dc (M) : Λn → Λn+d ñ èíäóêöèÿ
ïî ïîñòðîåíèåòî íà òåðìà M ∈ Λn.

(1) ↑dc (k) :=

{
k, çà 0 ≤ k < c,

k + d, çà c ≤ k < n.

(2) ↑dc (MN) := (↑dc (M))(↑dc (N))
(3) ↑dc (λM) := λ ↑dc+1 (M)

Äåôèíèðàìå ↑d (M) :=↑d0 (M).

Äåôèíèöèÿ 2.10 (Ñóáñòèòóöèÿ íà áåçèìåííè òåðìîâå). Íåêà M,N ∈ Λn è
k ∈ N. Ñ èíäóêöèÿ ïî M äåôèíèðàìå ñóáñòèòóöèÿòà M [k 7→ N ] ∈ Λn.

(1) k[k 7→ N ] := N
(2) i[k 7→ N ] := i çà i ̸= k
(3) (M1M2)[k 7→ N ] := (M1[k 7→ N ])(M2[k 7→ N ])
(4) (λM)[k 7→ N ] := λ(M [k + 1 7→↑1 (N)])

Çàäà÷à 2.10. (3 ò.) Äà ñå ïðîâåðè, ÷å äâåòå äåôèíèöèè çà ñóáñòèòóöèè
ñà ñúãëàñóâàíè îòíîñíî èçîáðàæåíèÿòà ♯Γ è ♭Γ. Çà öåëòà, íåêà ôèêñèðàìå
êîíòåêñò îò èìåíà Γ := xn−1, . . . , x0. Äà ñå ïîêàæå, ÷å

(1) ♯Γ(M)[xi 7→ ♯Γ(N)]
α
= ♯Γ(M [i 7→ N ]) çà ïðîèçâîëíè M,N ∈ Λn,

(2) ♭Γ(M)[i 7→ ♭Γ(N)] ≡ ♭Γ(M [xi 7→ N ]) çà ïðîèçâîëíè M,N ∈ ΛdomΓ.

Çàäà÷à 2.11. (3 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçèàöèÿ íà ñóáñòèòóöèÿ
íàä áåçèìåííè òåðìîâå.

Äåôèíèöèÿ 2.11 (Ïîäòåðì). Äåôèíèðàìå èíäóêòèâíî ôóíêöèÿòà Sub : Λ⇒
2Λ, êúäåòî Sub(M) å ìíîæåñòâîòî íà ïîäòåðìîâåòå íà M èíäóêòèâíî:

(1) Sub(x) := {x}
(2) Sub(MN) := Sub(M) ∪ Sub(N) ∪ {MN}
(3) Sub(λxM) := Sub(M) ∪ {λxM}

Äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà �M å ïîäòåðì íà N � ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:M ≤ N :=M ∈
Sub(N).

Çàäà÷à 2.12. (3 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåëàöèÿòà ≤ å ÷àñòè÷íà íàðåäáà, ò.å.
÷å å ðåôëåêñèâíà, òðàíçèòèâíà è àíòèñèìåòðè÷íà. Óïúòâàíå: ïîêàæåòå, ÷å
M ≤ N ⇐⇒ Sub(M) ⊆ Sub(N).

Çàäà÷à 2.13. (1 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà ðåëàöèÿòà çà
ïîäòåðì.

Äåôèíèöèÿ 2.12 (Ïîäòåðì, àëòåðíàòèâíà äåôèíèöèÿ �1).

(1) M ⪯M
(2) Àêî MN ⪯ P , òî M ⪯ P è N ⪯ P
(3) Àêî λxM ⪯ N , òî M ⪯ N



6 ÒÐÈÔÎÍ ÒÐÈÔÎÍÎÂ

Äåôèíèöèÿ 2.13 (Ïîäòåðì, àëòåðíàòèâíà äåôèíèöèÿ �2).

(1) M ⊴M
(2) Àêî M ⊴ N è P ∈ Λ, òî M ⊴ NP è M ⊴ PN
(3) Àêî M ⊴ N è x ∈ V , òî M ⊴ λxN

Çàäà÷à 2.14. (3 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å òðèòå äåôèíèöèè çà ïîäòåðì ñà åê-
âèâàëåíòíè, ò.å. M ≤ N ⇐⇒ M ⪯ N ⇐⇒ M ⊴ N .

Äåôèíèöèÿ 2.14 (λ-êîíòåêñò). λ-êîíòåêñò íàðè÷àìå λ-òåðì, â êîéòî èìà òî÷-
íî åäíî ñðåùàíå íà ñïåöèàëíà ïðîìåíëèâà, êîÿòî ùå íàðè÷àìå �äóïêà� è ùå
îçíà÷àâàìå ñ []. Ôîðìàëíî ìîæåì äà äåôèíèðàìå λ-êîíòåêñòè èíäóêòèâíî ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

(1) [] å λ-êîíòåêñò
(2) Àêî E å λ-êîíòåêñò, à M å λ-term, òî (ME) è (EM) ñà λ-êîíòåêñòè
(3) Àêî E å λ-êîíòåêñò, à x å ïðîèçâîëíà ïðîìåíëèâà, òî λxE å λ-êîíòåêñò

Çàìåñòâàíå íà λ-òåðìM â êîíòåêñò E äåôèíèðàìå êàòî ñóáñòèòóöèÿ íà äóï-
êàòà [] â êîíòåêñòà E ñ êîíêðåòíèÿ òåðìM . Òàêîâà çàìåñòâàíå ùå îòáåëÿçâàìå
ñ E[M ], êîåòî âñúùíîñò ùå ñúîòâåòñòâà íà E[[] 7→ M ]. Ïðè òàêîâà çàìåñòâàíå
ùå ñå îòêàæåì îò êîíâåíöèÿòà, êîÿòî çàáðàíÿâà ïðèõâàùàíåòî íà ñâîáîäíèòå
ïðîìåíëèâè è ùå ïîçâîëèì òîâà äà ñå ñëó÷âà.

Çàäà÷à 2.15. (1 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å:

(1) M ≤ E[M ] çà ïðîèçâîëíè M ∈ Λ è E ∈ Λ[]

(2) Àêî M ≤ N , òî ñúùåñòâóâà E ∈ Λ[] òàêîâà, ÷å E[M ] ≡ N

Çàäà÷à 2.16. (2 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å (M,N) ∈ Rλ òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî ñúùåñòâóâàò λ-êîíòåêñò E, è äâà ïîäòåðìà M ′ ≤M è N ′ ≤ N , òàêà
÷å

(1) E[M ′] ≡M
(2) E[N ′] ≡ N
(3) (M ′, N ′) ∈ R.

Èíòóèòèâíî, òîâà ñâîéñòâî èçðàçÿâà ôàêòà, ÷å äâà òåðìà ñà â ðåëàöèÿ Rλ

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òå ñå ðàçëè÷àâàò ñàìî íà åäíî ìÿñòî â ñòðóê-
òóðàòà ñè, è íà òîâà ìÿñòî ñúîòâåòíèòå òåðìîâå ñà â ðåëàöèÿ R.

Çàäà÷à 2.17. (3 ò.) Äà ñå äåôèíèðà ôîðìàëíî ðåëàöèÿòà
β→ çà ìíîæåñò-

âîòî áåçèìåííèòå òåðìîâå Λ∗ è äà ñå äîêàæå, ÷å äâåòå β-ðåäóêöèè ñà ñúãëà-
ñóâàíè, ò.å. çà ïðîèçâîëåí êîíòåêñò îò èìåíà Γ

(1) ♭Γ(M)
β→ ♭Γ(N), àêî M,N ∈ Λ, FV(MN) ⊆ domΓ è M

β→ N .

(2) ♯Γ(M)
β→ P , àêî M,N ∈ Λ|Γ|, M

β→ N è P
α
= ♯Γ(N).

Äåôèíèöèÿ 2.15 (Àïëèêàòèâíè òåðìîâå). Äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî îò àï-
ëèêàòèâíè λ-òåðìîâå AΛ ⊆ Λ èíäóêòèâíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

(1) Àêî x ∈ V , òî x ∈ AΛ.
(2) Àêî M,N ∈ AΛ, òî MN ∈ AΛ.

Çàäà÷à 2.18. (3 ò.) Íåêà k è s ñà äâå ôèêñèðàíè ïðîìåíëèâè îò V . Äà ñå
äåôèíèðà èçîáðàæåíèå Φ : Λ ⇒ AΛ, êîåòî ïðåâåæäà ïðîèçâîëåí λ-òåðì â
àïëèêàòèâåí òåðì (ïðåâîä íà λ-ñìÿòàíå â êîìáèíàòîðíà ëîãèêà), òàêà ÷å
çà ïðîèçâîëíî M ∈ Λ:
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(1) FV(Φ(M)) = FV(M) ∪ {k, s} è
(2) M

β
= Φ(M)[k 7→ K][s 7→ S].

Åêñòðà êðåäèò: (2 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà èçîáðàæåíè-
åòî Φ.

Äåôèíèöèÿ 2.16 (åêñòåíñèîíàëíî ðàâåíñòâî). Êàçâàìå, ÷å M è N ñà åêñòåí-
ñèîíàëíî ðàâíè è áåëåæèì λ+ ext |=M = N , àêî

(1) M
β
= N ,

(2) çà ïðîèçâîëíî x /∈ FV(MN) å âÿðíî, ÷å λ+ ext |=Mx = Nx.

Çàäà÷à 2.19. (2 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å ðåëàöèÿòà λ + ext |= M = N å λ-
ñúâìåñòèìà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

2.3. Èç÷èñëåíèÿ â λ-ñìÿòàíåòî.

Çàäà÷à 2.20. Äà ñå äåôèíèðàò ñëåäíèòå êîìáèíàòîðè è ñ ïîìîùòà íà èí-
äóêöèÿ äà ñå äîêàæå ôîðìàëíî òÿõíàòà êîðåêòíîñò:

• (1 ò.) c+, òàêúâ ÷å c+cmcn
β
= cm+n çà m,n ∈ N.

• (1 ò.) c∗, òàêúâ ÷å c∗cmcn
β
= cmn çà m,n ∈ N.

• (1 ò.) cexp, òàêúâ ÷å cexpcmcn
β
= cmn çà m,n ∈ N.

• (2 ò.) chyp, òàêúâ ÷å chypcmcn
β
= cp, êúäåòî p = mm··

·m︸ ︷︷ ︸
n

çà m,n ∈ N.

Çàäà÷à 2.21. (1 ò.) Íåêà ñà äàäåíè ñëåäíèòå äåôèíèöèè:

• c′+ := λm,n,f,xmf(nfx)
• c′′+ := λm,nmcSn

Äà ñå ïîêàæàò òåðìîâå M è N , çà êîèòî c′+MN
β

̸= c′′+MN .

Çàäà÷à 2.22. (1 ò.) Íåêà äåôèíèðàìå cI := λnncSc0.

(1) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðîèçâîëíî n ∈ N å èçïúëíåíî CIcn
β
= cn.

(2) Âÿðíî ëè å, ÷å CI
βη
= I? Äà ñå äîêàæå èëè äà ñå ïîêàæå êîíòðàïðèìåð.

Çàäà÷à 2.23. (2 ò.) Íåêà äåôèíèðàìå

ctt := λx,yx
cff := λx,yy
c⟨⟩ := λx,y,zzxy
c⌞ := λppctt
c⌟ := λppcff
cP := λnc⌟

(
n(λzc⟨⟩(cS(c⌞z))(c⌞z))(c⟨⟩c0c0)

)
.

Äà ñå äîêàæå, ÷å cP c0
β
= c0 è cP cn

β
= cn−1 çà n > 0.

Çàäà÷à 2.24. (2 ò.) Íåêà äåôèíèðàìå

c! := λnc⌟
(
n(λzc⟨⟩(cS(c⌞z))(c∗(cS(c⌞z))(c⌟z)))(c⟨⟩c0c1)

)
.

Äà ñå äîêàæå, ÷å c!cn = cn! çà ïðîèçâîëíî n ∈ N.

Çàäà÷à 2.25. (2 ò.) Äà ñå äåôèíèðàò êîìáèíàòîðè c= è c<, çà êîèòî çà
ïðîèçâîëíè m,n ∈ N:
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• c=cmcn
β
= cm=n

• c<cmcn
β
= cm<n.

Äà ñå äîêàæå ôîðìàëíî êîðåêòíîñòòà íà äåôèíèðàíèòå êîìáèíàòîðè.
Åêñòðà êðåäèò: (1 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ.

Çàäà÷à 2.26. (2 ò.) Äà ñå äåôèíèðàò êîìáèíàòîðè cquot è crem, òàêà ÷å çà
ïðîèçâîëíè m,n ∈ N, n > 0:

• c+(c∗(cquotcmcn)cn)(cremcmcn)
β
= cm,

• c<(cremcmcn)cn
β
= ctt.

Äà ñå äîêàæå ôîðìàëíî êîðåêòíîñòòà íà äåôèíèðàíèòå êîìáèíàòîðè.
Åêñòðà êðåäèò: (1 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ.

Çàäà÷à 2.27. (3 ò.) Äà ñå äåôèíèðàò êîìáèíàòîðè c/ è cprime, òàêà ÷å çà
ïðîèçâîëíè m,n ∈ N:

• c/cmcn
β
= c∃k(km=n);

• cprimecn
β
= c¬∃k,l>1(kl=n).

Äà ñå äîêàæå ôîðìàëíî êîðåêòíîñòòà íà äåôèíèðàíèòå êîìáèíàòîðè.
Åêñòðà êðåäèò: (1 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ.

Çàäà÷à 2.28. (3 ò.) Äà ñå ïðåäëîæè äåôèíèöèÿ íà ñïèñúöè â áåçòèïîâîòî
λ-ñìÿòàíå. Ñ ïðåäëîæåíàòà äåôèíèöèÿ äà ñå ðåàëèçèðàò:

• ñòàíäàðòíèòå ôóíêöèè length, append è member

• ôóíêöèèòå îò ïî-âèñîê ðåä map, foldr è filter.

Åêñòðà êðåäèò: (2 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 2.17 (λ-îïðåäåëèìîñò). Íåêà f : Nn −→◦ N å ÷àñòè÷íà ôóíêöèÿ
íàä åñòåñòâåíèòå ÷èñëà. Êàçâàìå, ÷å f å λ-îïðåäåëèìà, àêî ñúùåñòâóâà êîìáè-
íàòîð F òàêúâ, ÷å çà âñÿêà n-òîðêà ÷èñëà x1, . . . , xn èìàìå:

(1) àêî f(x1, . . . , xn) å äåôèíèðàíà è èìà ñòîéíîñò y, òî Fcx1
. . . cxn

β
= cy;

(2) àêî f(x1, . . . , xn) íå å äåôèíèðàíà, òî Fcx1
. . . cxn

å íåðåøèì.

Çàäà÷à 2.29. (3 ò.) Àêî f(x⃗) è g(x⃗, y, z) ñà òîòàëíè è λ-îïðåäåëèìè, äà ñå
ïîêàæå, ÷å ôóíêöèÿòà h ñúùî å λ-îïðåäåëèìà:

(ïðèìèòèâíà ðåêóðñèÿ)
h(x⃗, 0) := f(x⃗)
h(x⃗, y + 1) := g(x⃗, y, h(x⃗, y))

Åêñòðà êðåäèò: (1 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ.

Çàäà÷à 2.30. (1 ò.) Äà ñå äåôèíèðà êîìáèíàòîð A, êîéòî ðåàëèçèðà ôóíê-
öèÿòà íà Àêåðìàí, ò.å. çà êîéòî

• Ac0 cn
β
= cn+1,

• Acm+1 c0
β
= Acm c1,

• Acm+1 cn+1
β
= Acm (Acm+1 cn).

Äà ñå äîêàæå ôîðìàëíî, ÷å ïðåäëîæåíèÿò êîìáèíàòîð λ-îïðåäåëÿ ôóíêöèÿ-
òà íà Àêåðìàí. Åêñòðà êðåäèò: (2 ò.) Êîìáèíàòîðúò A äà ñå äåôèíèðà áåç
èçïîëçâàíå íà îïåðàòîð çà íàìèðàíå íà íàé-ìàëêà íåïîäâèæíà òî÷êà. Åêñòðà
êðåäèò: (1 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ.
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Çàäà÷à 2.31. (2 ò.) Äà ñå äåôèíèðà êîìáèíàòîð M , êîéòî ñèìóëèðà îïåðà-
öèÿòà �ìèíèìèçàöèÿ�, ò.å. àêî t å êîìáèíàòîð, çà êîéòî ñúùåñòâóâà ÷èñëî
n, òàêîâà ÷å

(1) tcn
β
= c0

(2) ∀m<n∃k(tcm
β
= ck+1),

òî Mt
β
= cn. Äà ñå äîêàæå ôîðìàëíî êîðåêòíîñòòà íà äåôèíèðàíèÿ êîìáè-

íàòîð M .
Åêñòðà êðåäèò: (1 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ.

2.4. Íîðìàëèçàöèÿ è êîíôëóåíòíîñò.

Çàäà÷à 2.32. (2 ò.) Íåêà D ⊆ Λ2 å ïðîèçâîëíà ðåäóêöèÿ. Òîãàâà àêî (N,N ′) ∈
Dλ,R,T , òî (M [x 7→ N ],M [x 7→ N ′]) ∈ Dλ,R,T çà ïðîèçâîëåí òåðì M ∈ Λ.

Çàäà÷à 2.33. (2 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî M
β→M ′, òî M [x 7→ N ]

β→M ′[x 7→
N ]

Äåôèíèöèÿ 2.18. Ðåëàöèÿòà
1→ ñå äåôèíèðà èíäóêòèâíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(1) M
1→M çà âñÿêî M ∈ Λ

(2) àêî M
1→M ′, òî λxM

1→ λxM
′

(3) àêî M
1→M ′ è N

1→ N ′, òî MN
1→M ′N ′

(4) àêî M
1→M ′ è N

1→ N ′, òî (λxM)N
1→M ′[x 7→ N ′]

Çàäà÷à 2.34. (2 ò.) Äà ñå ïîêàæe, ÷å
β→⊆ 1→⊆

β
↠, ò.å. ÷å M

β→ N âëå÷å

M
1→ N è ÷å M

1→ N âëå÷å M
β
↠ N .

Çàäà÷à 2.35. (2 ò.) Àêî M
η
↠M ′, òî M [x 7→ N ]

η
↠M ′[x 7→ N ].

Çàäà÷à 2.36. (5 ò.)
η→ å êîíôëóåíòíà.

Íåêà D1, D2 ⊆ Λ2 ñà áèíàðíè ðåëàöèè.

Äåôèíèöèÿ 2.19 (êîìóòèðàùè ðåäóêöèè). Êàçâàìå, ÷å D1 è D2 êîìóòèðàò
(ñèëíî), àêî

∀x,y,z
(
(x, y) ∈ D1 ∧ (x, z) ∈ D2 → ∃t

(
(y, t) ∈ D2 ∧ (z, t) ∈ D1

))
.

Â ÷àñòíîñò, D å ⋄ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî êîìóòèðà ñúñ ñåáå ñè. Êàçâàìå,
÷å D1 è D2 êîìóòèðàò ñëàáî, àêî

∀x,y,z
(
(x, y) ∈ D1 ∧ (x, z) ∈ D2 → ∃t

(
(y, t) ∈ DR,T

2 ∧ (z, t) ∈ DR,T
1

))
.

Çàäà÷à 2.37. (3 ò.)
β
↠ êîìóòèðà ñ

η
↠. Óïúòâàíå: Äîñòàòú÷íî å äà âèäèì, ÷å

β→ êîìóòèðà ñëàáî ñ
η→.

2.5. Ðåøèìè òåðìîâå.

Äåôèíèöèÿ 2.20 (ðåøèìîñò). Êàçâàìå, ÷å åäèí çàòâîðåí òåðì M å ðåøèì,

àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëî n ∈ N è òåðìîâå Ni çà 1 ≤ i ≤ n, òàêà ÷åMN1 . . . Nn
β
= I.
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Çàäà÷à 2.38. (13 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å âñÿêà ôóíêöèÿ, èç÷èñëèìà ñ ìàøèíà
íà Òþðèíã å λ-îïðåäåëèìà.

Åêñòðà êðåäèò: (8 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà ïðåâîäà îò
ìàøèíà íà Òþðèíã êúì λ-òåðì.

Äåôèíèöèÿ 2.21 (Ãëàâíà ðåäóêöèÿ).

λx⃗(λyP )QN⃗
h→ λx⃗P [y 7→ Q]N⃗ .

h
↠:= (

h→)R,T .

Çàäà÷à 2.39. (1 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà ãëàâíà ðåäóêöèÿ.

Çàäà÷à 2.40. (2 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî M
h→M ′, òî M [x 7→ N ]

h→M ′[x 7→
N ].

Çàäà÷à 2.41. (1 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî M ̸ h→ è M
β
↠ N , òî N ̸ h→.

Äåôèíèöèÿ 2.22 (Èíäóêòèâíà äåôèíèöèÿ íà òåðìîâå â íîðìàëíà ôîðìà).
Äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî NF ⊆ Λ:

(1) àêî x ∈ V, M⃗ ∈ NF , òî xM⃗ ∈ NF ,
(2) àêî M ∈ NF , òî λxM ∈ NF .

Çàäà÷à 2.42. (2 ò.) NF =
{
M ∈ Λ |M ̸ β→

}
.

2.6. Ñòðàòåãèè çà ðåäóêöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 2.23 (Ñòðàòåãèÿ çà ðåäóêöèÿ). Íåêà Λ⊥ := Λ ∪ {⊥}, êúäåòî
⊥ /∈ Λ. Íåêà Φ : Λ→ Λ⊥ å òàêàâà, ÷å:

• àêî Φ(M) ̸≡⊥, òî M β→ Φ(M),

• àêî Φ(M) ≡ ⊥, òî M ̸ β→,

òîãàâà Φ íàðè÷àìå ñòðàòåãèÿ çà ðåäóêöèÿ.
Äåôèíèðàìå ÷àñòè÷íàòà ôóíêöèÿ Φ∗(M) : Λ −→◦ Λ

Φ∗(M) :=

{
Φ∗(Φ(M)), àêî Φ(M) ̸≡⊥,
M, àêî Φ(M) ≡ ⊥

Äåôèíèöèÿ 2.24 (Íîðìàëíà ñòðàòåãèÿ). Äåôèíèðàìå

NR(M) :=



⊥, àêî M ̸ β→,
λxNR(N), àêî M ≡ λxN,NR(N) ̸≡⊥
P [x 7→ Q], àêî M ≡ (λxP )Q,(
NR(P )

)
Q, àêî M ≡ PQ,P ̸≡λxP ′,NR(P ) ̸≡⊥,

P
(
NR(Q)

)
, àêî M ≡ PQ,NR(P ) ≡ ⊥,NR(Q) ̸≡⊥.

Çàäà÷à 2.43. (3 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å NR(·) å ñòðàòåãèÿ çà ðåäóêöèÿ è äà
ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà NR(·).
Äåôèíèöèÿ 2.25 (Àïëèêàòèâíà ñòðàòåãèÿ). Äåôèíèðàìå

AR(M) :=



⊥, àêî M ̸ β→,
λxAR(N), àêî M ≡ λxN,AR(N) ̸≡⊥(
AR(P )

)
Q, àêî M ≡ PQ,AR(P ) ̸≡⊥,

P
(
AR(Q)

)
, àêî M ≡ PQ,AR(P ) ≡ ⊥,AR(Q) ̸≡⊥,

P [x 7→ Q], àêî M ≡ (λxP )Q,AR(P ) ≡ AR(Q) ≡ ⊥.
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Çàäà÷à 2.44. (3 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å AR(·) å ñòðàòåãèÿ çà ðåäóêöèÿ è äà
ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà AR(·).

3. Òèïîâî λ-ñìÿòàíå

3.1. Ñèíòàêñèñ íà òèïîâîòî λ-ñìÿòàíå.

Çàäà÷à 3.1. (1 ò.) Àêî Γ ⊢M : τ è N ≤M , òî ∃∆,σ òàêèâà, ÷å ∆ ⊢ N : σ.

Çàäà÷à 3.2. (2 ò.) Γ ⊢ M : τ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà
òèïîâ èçâîä ñ êîðåí M : τ , ÷èèòî íåçàäðàñêàíè ëèñòà ñà â Γ è ñúäúðæàò
ñàìî ïðîìåíëèâè îò FV(M).

Çàäà÷à 3.3. (2 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî Γ, x : ρ ⊢ M : σ è Γ ⊢ N : ρ, òî
Γ ⊢M [x 7→ N ] : σ.

Çàäà÷à 3.4. Äà ñå äîêàæå, ÷å:

• (2 ò.) àêî Γ ⊢M : τ è M
β→ N , òî Γ ⊢ N : τ

• (2 ò.) àêî Γ ⊢M : τ è M
η→ N , òî Γ ⊢ N : τ

Äåôèíèöèÿ 3.1 (Òèïîâà ñóáñòèòóöèÿ). Òèïîâà ñóáñòèòóöèÿ íàðè÷àìå âñÿêî
èçîáðàæåíèå ξ : TV → T . Àêî τ å òèï, äåôèíèðàìå èíäóêòèâíî τξ � ïðèëàãà-
íåòî íà ξ êúì τ :

• αξ := ξ(α),
• (ρ⇒ σ)ξ := (ρξ ⇒ σξ).

Êàçâàìå, ÷å τ å ïî-îáù îò σ (îòáåëÿçâàìå τ ⊇ σ) àêî èìà ñóáñòèòóöèÿ ξ, òàêà
÷å τξ ≡ σ.
Çàäà÷à 3.5. (2 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ⊢M : τ è τ ⊇ σ, òî ⊢M : σ.

Çàäà÷à 3.6. (1 ò.) Äà ñå êàæå, ÷å çà âñÿêî n ∈ N è ïðîèçâîëåí òèï τ å
âÿðíî, ÷å ⊢ cn : (τ ⇒ τ)⇒ τ ⇒ τ .

Çàäà÷à 3.7. (2 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å ⊇ å ÷àñòè÷íà ïðåäíàðåäáà, ò.å. å ðåô-
ëåêñèâíà è òðàíçèòèâíà ðåëàöèÿ.

Åêñòðà êðåäèò: (1 ò.) Äà ñå ïîêàæå ïðèìåð, ÷å ⊇ íå å àíòèñèìåòðè÷íà
ðåëàöèÿ.

Äåôèíèöèÿ 3.2 (Èçòðèâàíå íà òèï). Äåôèíèðàìå èíäóêòèâíî èçîáðàæåíèå
|·| : ΛT → Λ, êîåòî èçîáðàçÿâà òèïèçèðàíè λ-òåðìîâå â Church ñòèë â ñúîòâåò-
íèòå áåçòèïîâè λ-òåðìîâå êàòî èçòðèâà òèïà.

• ∥xτ∥ := x,
• ∥(Mρ⇒σNρ)σ∥ := ∥Mρ⇒σ∥ ∥Nρ∥,
• ∥(λxρMσ)ρ⇒σ∥ := λx ∥Mσ∥.

Çàäà÷à 3.8. Äà ñå ïîêàæå, ÷å

(1) (2 ò.) çà âñåêè çàòâîðåí òèïèçèðàí òåðì Mτ ∈ ΛT ìîæå äà ñå íà-
ìåðè òèïîâ èçâîä íà òèïîâîòî ñúæäåíèå ∥Mτ∥ : τ .

(2) (2 ò.) çà âñåêè áåçòèïîâ òåðì M ∈ Λ, çà êîéòî èìàìå òèïîâ èçâîä
íà òèïîâîòî ñúæäåíèåM : τ , ñúùåñòâóâà òèïèçèðàí òåðì Nτ â ñòèë
Church, òàêà ÷å ∥N∥ ≡M .

Åêñòðà êðåäèò: (3 ò.) Äà ñå ðåàëèçèðàò òèïèçèðàíè λ-òåðìîâå â ñòèë
Church è äà ñå ðåàëèçèðà êîíâåðòèðàíåòî íà íåòèïèçèðàíè â òèïèçèðàíè λ-
òåðìîâå è îáðàòíî.
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Çàäà÷à 3.9. (8 ò.) Äà ñå äàäå äåôèíèöèÿ íà áåçèìåííè òèïèçèðàíè λ-òåðìîâå.
Èìåíåí êîíòåêñò íàðè÷àìå ñïèñúê îò ïðîìåíëèâè. Äà ñå äåôèíèðàò ñëåäíè-
òå äâå ôàìèëèè îò èçîáðàæåíèÿ, èíäåêñèðàíè ïî òèïîâå τ :

• Φτ , êîåòî ïî èìåíåí êîíòåêñò Γ è òèïèçèðàí λ-òåðì tτ , òàêèâà ÷å Γ
ñúäúðæà âñè÷êè ñâîáîäíè ïðîìåíëèâè íà t ïîëó÷àâà áåçèìåíåí λ-òåðì
Φτ (Γ, t

τ ) îò òèï τ , è
• Ψτ , êîåòî ïî èìåíåí êîíòåêñò Γ è áåçèìåíåí òèïèçèðàí λ-òåðì Mτ

ïîëó÷àâà îáèêíîâåí λ-òåðì ψτ (Γ,M
τ ) îò òèï τ ñúñ ñâîáîäíè ïðîìåí-

ëèâè èçìåæäó Γ,

òàêèâà ÷å çà âñåêè òèï τ å èçïúëíåíî, ÷å

• Φτ (Γ,Ψτ (Γ,M
τ )) =Mτ è

• Ψτ (Γ,Φτ (Γ, t
τ )) = tτ .

Åêñòðà êðåäèò: (5 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà áåçèìåííè
òèïèçèðàíè λ-òåðìîâå.

Äåôèíèöèÿ 3.3 (Ñëàáî òèïèçèðàíè òåðìîâå). Äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî íà
ñëàáî òèïèçèðàíèòå òåðìîâå ΛWT èíäóêòèâíî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

• Àêî x ∈ V , òî x ∈ ΛWT ,
• Àêî M,N ∈ ΛWT , òî (MN) ∈ ΛWT ,
• Àêî x ∈ V , τ ∈ T è M ∈ ΛWT , òî (λx:τM) ∈ ΛWT .

Òèïîâ èçâîä çà ñëàáî òèïèçèðàíè òåðìîâå ñå äåôèíèðà àíàëîãè÷íî íà òèïîâ
èçâîä íà áåçòèïîâè òåðìîâå, ñ îãðàíè÷åíèåòî, ÷å äúðâî ñ êîðåí (λx:τM) : ρ⇒ σ
ìîæå äà ñúùåñòâóâà ñàìî, àêî τ ≡ ρ.

Çàäà÷à 3.10. (2 ò.) Äà ñå ïîêàæå, ÷å àêîM ∈ ΛWT å ñëàáî òèïèçèðàí òåðì
è Γ ⊢M : σ è Γ ⊢M : τ , òî σ ≡ τ .

Çàäà÷à 3.11. (5 ò.) Äà ñå ôîðìóëèðà è äîêàæå åêâèâàëåíòíîñòòà ìåæäó
ΛWT è ΛT .

Çàäà÷à 3.12. (5 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà ñëàáî òèïèçè-
ðàíè λ-òåðìîâå.

Äåôèíèöèÿ 3.4 (Íèâî íà òèï). Çà ïðîèçâîëåí òèï τ ∈ T äåôèíèðàìå èíäóê-
òèâíî íèâî íà òèïà τ , êîåòî áåëåæèì ñ lvl(τ):

• lvl(α) := 0
• lvl(ρ⇒ σ) := max

(
lvl(ρ) + 1, lvl(σ)

)
.

Çàäà÷à 3.13. (1 ò.) Äà ñå ïîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n:

(1) ñúùåñòâóâà òèï σn îò íèâî n, êîéòî å îáèòàåì;
(2) ñúùåñòâóâà òèï τn îò íèâî n, êîéòî íå å îáèòàåì.

3.2. Òèïîâè ñèñòåìè.

Çàäà÷à 3.14. (2 ò.) Äà ñå ðåàëèçèðàò âñè÷êè îïåðàöèè çà ñðàâíåíèå íà åñ-
òåñòâåíè ÷èñëà â ñèñòåìèòå T èëè PCF .

Åêñòðà êðåäèò: (1 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ.

Çàäà÷à 3.15. (3 ò.) Äà ñå ðåàëèçèðàò îïåðàöèèòå çà ÷àñòíî è îñòàòúê îò
öåëî÷èñëåíî äåëåíèå â ñèñòåìèòå T èëè PCF .

Åêñòðà êðåäèò: (1 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ.
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Çàäà÷à 3.16. (3 ò.) Äà ñå ðåàëèçèðàò ïðåäèêàòèòå çà ïðîâåðêà çà äåëèìîñò
è ïðîâåðêà çà ïðîñòîòà íà ÷èñëî â ñèñòåìèòå T èëè PCF .

Åêñòðà êðåäèò: (1 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ.

Çàäà÷à 3.17. (3 ò.) Äà ñå ðåàëèçèðà ôóíêöèÿòà íà Àêåðìàí â ñèñòåìàòà
T .

Åêñòðà êðåäèò: (1 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ.

Çàäà÷à 3.18. (8 ò.) Äà ñå ðàçøèðè ñèñòåìàòà T ñ òèï çà ïîëèìîðôíè ñïè-
ñúöè L(ρ) ñ åëåìåíòè îò òèï ρ, êàòî ñå äåôèíèðàò ïîäõîäÿùè êîíñòðóêòîðè,
ðåêóðñîð, è ïðàâèëà çà ðåäóêöèÿ.

Åêñòðà êðåäèò: (3 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ.

3.3. Íîðìàëèçàöèÿ ÷ðåç îöåíÿâàíå.

Äåôèíèöèÿ 3.5 (λ-îöåíêà). Íåêà å äàäåíà λ-èíòåðïðåòàöèÿ íà òèïîâåòå. Ôà-
ìèëèÿòà îò ôóíêöèè ξ := {ξτ}τ∈T , çà êîèòî ξτ : V τ → [[τ ]] íàðè÷àìå λ-îöåíêà.

Äåôèíèöèÿ 3.6 (ñòîéíîñò ïðè îöåíêà). Íåêà ξ å λ-îöåíêà â òåîðåòèêî-ìíî-
æåñòâåíàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà òèïîâåòå. Äåôèíèðàìå èíäóêòèâíî [[Mτ ]]ξ ∈ [[τ ]]
(ñòîéíîñò íà òåðìà Mτ ïðè îöåíêà ξ):

• [[x]]ξ := ξ(x),
• [[M1M2]]ξ := [[M1]]ξ([[M2]]ξ),
• [[λxρNσ]]ξ := f : [[ρ]]→ [[σ]], êúäåòî f(a) := [[N ]]ξax .

Çàäà÷à 3.19. (2 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ξ(x) = ν(x) çà âñÿêî x ∈ FV(M),
òî [[M ]]ξ = [[M ]]ν .

Çàäà÷à 3.20. (3 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåíàòà èíòåðï-
ðåòàöèÿ å λ-ìîäåë.

Óïúòâàíå: Èíäóêöèÿ ïî
βη
=, ñ äîêàçâàíå íà ïîìîùíà Ëåìà çà ñóáñòèòóöèÿòà:

[[M [x 7→ N ]]]ξ = [[M ]]
ξ
[[N]]ξ
x

.

Äåôèíèöèÿ 3.7 (η-äúëãà íîðìàëíà ôîðìà íà òåðì). Íåêà Mτ ∈ NF å òåðì
â β-íîðìàëíà ôîðìà. Äåôèíèðàìå lnf(Mτ ) ñ åäíîâðåìåííà èíäóêöèÿ ïî M ∈
NF è τ :

• àêî M ≡ xN⃗ , íåêà N ′
i := lnf(Ni):

� àêî τ ≡ α, òî lnf(xN⃗) := xN⃗ ′,

� àêî τ ≡ ρ⇒ σ, òî lnf(xN⃗) := λyρ lnf
(
xN⃗y

)
çà ñâåæà yρ ∈ V T ,

• àêî M ≡ λxN , òî lnf(λxN) := λxlnf(N).

Çàäà÷à 3.21. (2 ò.) Äà ñå ïîêàæå, ÷å lnf : NF → NF , ò.å. lnf çàïàçâà
β-íîðìàëíàòà ôîðìà.

Äåôèíèöèÿ 3.8 (Èíäóêòèâíà äåôèíèöèÿ íà òåðìîâå â äúëãà íîðìàëíà ôîð-
ìà). Äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî LNF ⊆ ΛT

(1) àêî x ∈ V T , M⃗ ∈ LNF è (xM⃗)α, òî xM⃗ ∈ LNF ,
(2) àêî M ∈ LNF , òî λxM ∈ LNF .

Çàäà÷à 3.22. (3 ò.) LNF =
{
M ∈ ΛT | lnf(M) ≡M

}
.

Çàäà÷à 3.23. (3 ò.) Äà ñå äåôèíèðà lnf : ΛT∗ → NF ∗ çà áåçèìåííè òåðìîâå.

Çàäà÷à 3.24. (8 ò.) Äà ñå íàïðàâè ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà àëãîðèòúìà çà
íîðìàëèçàöèÿ ÷ðåç îöåíÿâàíå íà áåçòèïîâî λ-ñìÿòàíå.
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4. Òåîðèÿ íà äîêàçàòåëñòâàòà

4.1. Ñèñòåìè çà èçðàçÿâàíå íà äîêàçàòåëñòâà.

Çàäà÷à 4.1. Äà ñå ðåàëèçèðà ïðîãðàìà, êîÿòî ïîçâîëÿâà äåôèíèðàíå íà äîêà-
çàòåëñòâà â íÿêîÿ îò ñëåäíèòå ñèñòåìè:

• (8 ò.) Õèëáåðòîâà ñèñòåìà H[mic]
• (13 ò.) ñåêâåíöèàëíî ñìÿòàíå G[123][mic]
• (13 ò.) ñèñòåìà çà åñòåñòâåí èçâîä N [mic]

Âúçìîæíè ñà äâà âàðèàíòà çà ðåàëèçàöèÿ:

(1) äîêàçàòåëñòâàòà âèíàãè ñà êîðåêòíè ïî ïîñòðîåíèå;
(2) ïîçâîëåíî å äà áúäàò ïîñòðîåíè íåêîðåêòíè äîêàçàòåëñòâà, íî å ðåà-

ëèçèðàíà ôóíêöèÿ çà ïðîâåðêà çà êîðåêòíîñò.

Çàäà÷à 4.2 (òåîðåìà çà ãåíåðàëèçàöèÿòà). (1 ò.) Àêî x /∈ FV[Γ], òî Γ ⊢ ∀xA
òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî Γ ⊢ A.

Çàäà÷à 4.3. (2 ò.) Äà ñå äîêàæàò Õèëáåðòîâèòå àêñèîìè íà Hm â G[123]m
èëè Nm.

Çàäà÷à 4.4. (1 ò.) Êàòî ñå èçïîëçâà ïðåäèøíàòà çàäà÷à, äà ñå äîêàæå ÷å

Γ
H[mic]

A⇒ Γ
G1[mic]

A.

Çàäà÷à 4.5. (2 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî G1[mic] ⊢ A, òî ìîæå äà ñå ïîñòîðè
äîêàçàòåëñòâî íà A, â êîåòî âñè÷êè àêñèîìè ñà àòîìàðíè ôîðìóëè, ò.å. ñà
îò âèäà pt⃗⇒ pt⃗.

Çàäà÷à 4.6. Äà ñå äîêàæàò çàêîíèòå íà de Morgan â G[123]c èëè Nc, à êú-
äåòî å âúçìîæíî â G[123]m è Nm, ÷å:

(1) (1 ò.) ¬(A ∧B)↔ ¬A ∨ ¬B
(2) (1 ò.) ¬(A ∨B)↔ ¬A ∧ ¬B
(3) (1 ò.) ¬∀xA↔ ∃x¬A
(4) (1 ò.) ¬∃xA↔ ∀x¬A

Åêñòðà êðåäèò: (ïî 1 ò.) Äîêàçàòåëñòâàòà äà ñå îïèøàò â λ-ñèíòàêñèñ
èëè â ñèñòåìèòå Agda, Coq èëè Minlog.

Çàäà÷à 4.7. (2 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å: i (¬¬A→ ¬¬B)→ ¬¬(A→ B).

Çàäà÷à 4.8. Äà ñå äîêàæå â G[123]c èëè Nc, ÷å

(1) (1 ò.) (A→ ∃xB)→ ∃x(A→ B), àêî x /∈ FV(A).
(2) (1 ò.) ((A→ B)→ C)→ (A→ C)→ C
(3) (1 ò.) (A→ B) ∨ (B → A)
(4) (1 ò.) ((A→ B)→ A)→ A (çàêîí íà Peirce)

(5) (2 ò.) ∀x(¬¬D(x)→ D(x))→ ∃̃x(D(x)→ ∀xD(x)) â Nm (ñëàá âàðèàíò
íà ôîðìóëàòà çà ïèÿíèöèòå)

Åêñòðà êðåäèò: (ïî 1 ò.) Äîêàçàòåëñòâàòà äà ñå îïèøàò â λ-ñèíòàêñèñ
èëè â ñèñòåìèòå Agda, Coq èëè Minlog.

Çàäà÷à 4.9. Äà ñå äîêàæå, ÷å:

• (2 ò.) Ni ⊢ (A→ B) ∨̃(A→ C)→ A→ B ∨̃C
• (1 ò.) Nm ⊢ (A ∨B → C)→ (A→ C) ∧ (B → C)

• (2 ò.) Ni ⊢ (A→ ∃̃xB)→ ∃̃x(A→ B), àêî x /∈ FV(A)
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• (1 ò.) Nm ⊢ ∃x(A→ B)→ ∀xA→ B, àêî x /∈ FV(B).

Åêñòðà êðåäèò: (ïî 1 ò.) Äîêàçàòåëñòâàòà äà ñå îïèøàò â λ-ñèíòàêñèñ
èëè â ñèñòåìèòå Agda, Coq èëè Minlog.

Çàäà÷à 4.10. (5 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ñúùåñòâóâà èçâîä íà Γ ⇒ ∆ â
G2[mic] ñ äúëáî÷èíà n, òî çà ïðîèçâîëíè Γ′ è ∆′ ñúùåñòâóâà èçâîä íà ΓΓ′ ⇒
∆∆′ â G2[mic] ñ äúëáî÷èíà n.

Çàäà÷à 4.11. (5 ò.) Äà ñå ïîêàæå, ÷å
G1[mic]

Γ ⇒ ∆ ⇐⇒
G2[mic]

Γ ⇒ ∆.

Óïúòâàíå: (⇐) å òðèâèàëíà; çà (⇒) åëèìèíèðàìå ïîñëåäîâàòåëíî ïðèëàãàíèÿòà
íà LW è RW îòãîðå íàäîëó èçïîëçâàéêè ïðåäèøíîòî òâúðäåíèå.

Äåôèíèöèÿ 4.1 (Îáðàòèìî ïðàâèëî). Ïðàâèëîòî
S1

S2
íàðè÷àìå îáðàòèìî,

àêî ⊢ S1 ⇐⇒ ⊢ S2.

Çàäà÷à 4.12 (Îáðàòèìîñò â G3). (5 ò.) Äà ñå ïîêàæå, ÷å âñè÷êè ïðàâèëà â
G3[mic] ñà îáðàòèìè, ñ èçêëþ÷åíèå íà L→ â G3[mi], çà êîåòî ñàìî äåñíèÿò
êëîí å îáðàòèì.

Çàäà÷à 4.13 (Ñèìóëàöèÿ íà êîíòðàêöèÿ). (8 ò.) Äà ñå ïîêàæå, ÷å LC å
èçâîäèìî â G3[mic] è RC å èçâîäèìî â G3c.

Çàäà÷à 4.14. (8 ò.) Äà ñå íàïèøàò äîêàçàòåëñòâà â HAω, ÷å îïåðàöèèòå
îò çàäà÷à 3.14 çà ñðàâíåíèå ñà ñúîòâåòíî ñòðîãà/÷àñòè÷íà íàðåäáà (çà <, >,
≤, ≥) è ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåííîñò (çà =).

Åêñòðà êðåäèò: (2 ò.) Äîêàçàòåëñòâàòà äà ñå îïèøàò â λ-ñèíòàêñèñ èëè
â ñèñòåìèòå Agda, Coq èëè Minlog.

Çàäà÷à 4.15. (5 ò.) Äà ñå íàïèøàò äîêàçàòåëñòâà â HAω, êîèòî äîêàç-
âàò êîðåêòíîñòòà íà îïåðàöèèòå îò çàäà÷à 3.15 çà íàìèðàíå íà ÷àñòíî è
îñòàòúê ïðè öåëî÷èñëåíî äåëåíèå.

Åêñòðà êðåäèò: (2 ò.) Äîêàçàòåëñòâàòà äà ñå îïèøàò â λ-ñèíòàêñèñ èëè
â ñèñòåìèòå Agda, Coq èëè Minlog.

4.2. Âëàãàíå íà êëàñè÷åñêà â ìèíèìàëíà ëîãèêà.

Çàäà÷à 4.16. Äà ñå äîêàæå â G[123]c èëè Nc, à êúäåòî å âúçìîæíî â G[123]m
èëè Nm, ÷å

(1) (2 ò.) A ∨̃B ↔ A ∨B
(2) (2 ò.) A ∧̃B ↔ A ∧B
(3) (2 ò.) ∃̃xA↔ ∃xA

Åêñòðà êðåäèò: (ïî 1 ò.) Äîêàçàòåëñòâàòà äà ñå îïèøàò â λ-ñèíòàêñèñ
èëè â ñèñòåìèòå Agda, Coq èëè Minlog.

Çàäà÷à 4.17. (3 ò.) Äà ñå ïîêàæå, ÷å çà âñÿêà ôîðìóëà A îò àêñèîìèòå
efqp∀x⃗(⊥ → px⃗) â Nm å èçâîäèìà ôîðìóëàòà ⊥ → A.

Åêñòðà êðåäèò: (1 ò.) Äà ñå äàäå ïðèìåð çà ôîðìóëà A, çà êîÿòî ôîðìó-
ëàòà ¬¬A → A íå å èçâîäèìà â Nm îò àêñèîìèòå ∀x⃗(¬¬P (x⃗) → P (x⃗)) è äà
ñå îáÿñíè çàùî.

Çàäà÷à 4.18. (3 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å HAω
m F → A.

Çàäà÷à 4.19. (3 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å HAω
m
→∀

((A→ F )→ F )→ A.
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Çàäà÷à 4.20. (5 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å

(1) Ïðàâèëàòà ∨̃+1,2, ∧̃
+
è ∃̃+ ñà èçâîäèìè â G[123]m èëè Nm.

(2) Ïðàâèëàòà ∨̃−, ∧̃− è ∃̃− ñà èçâîäèìè â G[123]c èëè Nc.

Åêñòðà êðåäèò: (2 ò.) Äîêàçàòåëñòâàòà äà ñå îïèøàò â λ-ñèíòàêñèñ èëè
â ñèñòåìèòå Agda, Coq èëè Minlog.

Çàäà÷à 4.21. (13 ò.) Ïðåâîäúò íà Kuroda e òðàíñôîðìàöèÿ íà ôîðìóëè A
äî Aq, êúäåòî Aq := ¬¬Aq, à Aq ñå äåôèíèðà èíäóêòèâíî òàêà:

• P (x⃗)q := P (x⃗)
• (A→ B)q := Aq → Bq

• (A ∨B)q := Aq ∨Bq

• (A ∧B)q := Aq ∧Bq

• (∀xA)q := ∀x¬¬Aq

• (∃xA)q := ∃xAq

Äà ñå ïîêàæå, ÷å

(1) ⊢c A↔ Aq

(2) Γ ⊢c A òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî Γq ⊢m Aq

4.3. Íîðìàëíè äîêàçàòåëñòâà.

Çàäà÷à 4.22. (2 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å âñÿêà ôîðìóëà â äàäåíî íîðìàëíî
äîêàçàòåëñòâî M â Nm(→∀) ïðèíàäëåæè íà íÿêîÿ ïúòåêà.

Äåôèíèöèÿ 4.2 (Ïîäôîðìóëà). Çà äâå ôîðìóëè A è B äåôèíèðàìå èíäóê-
òèâíî ðåëàöèÿòà �A å ïîäôîðìóëà íà B� ' (áåëåæèì A ≤ B):

• A ≤ A.
• Àêî A ∧B ≤ C, A ∨B ≤ C èëè A→ B ≤ C, òî A ≤ C è B ≤ C.
• Àêî ∀xA ≤ B èëè ∃xA ≤ B, à t å ïðîèçâîëåí òåðì, òî A[x 7→ t] ≤ B.

Çàäà÷à 4.23. (5 ò.) Íåêà å äàäåíî íîðìàëíî äîêàçàòåëñòâîM â Nm(→∀) íà
ôîðìóëàòà C îò äîïóñêàíèÿòà Aui

i . Ñ èíäóêöèÿ ïî ïúòåêèòå äà ñå äîêàæå,
÷å òî âñÿêî ñðåùàíå íà ôîðìóëà â äîêàçàòåëñòâîòî å ïîäôîðìóëà íà íÿêîå
îò C èëè Ai.

Çàäà÷à 4.24. (5 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å β-ðåäóêöèÿòà â Nm(→∀) å ëîêàëíî
êîíôëóåíòíà, ò.å. àêî M1

β← M
β→ M2, òî ñúùåñòâóâà äîêàçàòåëñòâî N , çà

êîåòî M1

β
↠ N

β
↞M2.

Çàäà÷à 4.25. (13 ò.) Äà ñå ðåàëèçèðà ïðîãðàìà, êîÿòî íîðìàëèçèðà äàäåíî
äîêàçàòåëñòâî â Nm(→∀) ÷ðåç îöåíÿâàíå (NbE).

Çàäà÷à 4.26. (3 ò.) Äà ñå ðàçïèøàò âñè÷êè 15 ïåðìóòèðàùè ðåäóêöèè çà
ïðàâèëàòà, ïîðîäåíè îò àêñèîìèòå ∧−, ∨−, ∃− íàä ïðàâèëàòà, ïîðîäåíè îò
àêñèîìèòå →−, ∀−, ∧−, ∨−, ∃− â äâàòà çàïèñà: äúðâî íà èçâîä è òåðìîâ
ñèíòàêñèñ.

Çàäà÷à 4.27. (3 ò.) Äà ñå äîêàæå, ÷å âñÿêà ôîðìóëà â äàäåíî äîêàçàòåëñòâî
M â Nm(→∧∨∀∃) ïðèíàäëåæè íà íÿêîÿ ïúòåêà.
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