
Ïëàíàðíè ãðà�è.Ìèíêî Ìàðêîâ18 íîåìâðè 2013 ã.Èçëîæåíèåòî å áàçèðàíî äîíÿêúäå íà èçëîæåíèåòî íà ïëàíàðíîñò íà ãðà�è â [Gib85℄.1 Ïëàíàðíè âïèñâàíèÿ íà ãðà�è.Òúé êàòî ïî îòíîøåíèå íà ïëàíàðíîñòòà ìíîæåñòâåíèòå ðåáðà, îðèåíòàöèÿòà íà ðåáðàòàè íàëè÷èåòî íà ïðèìêè íÿìàò çíà÷åíèå, à ñâúðçàíèòå êîìïîíåíòè ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàòåäíà ñëåä äðóãà, ùå ðàçãëåæäàìå íåîðèåíòèðàíè (êðàéíè) ñâúðçàíè ãðà�è áåç ìíîæåñòâåíèðåáðà è ïðèìêè, îñâåí àêî èçðè÷íî íå êàæåì îáðàòíîòî. Íåêà G = (V, E) å ãðà�, êúäåòî
V = {v1, v2, . . . , vn} è E = {e1, e2, . . . , em}. Ïëàíàðíî âïèñâàíå íà G, àêî èçîáùî ñúùåñòâóâà, åñúâêóïíîñòòà îò:� ìíîæåñòâî V = {u1, u2, . . . , un} òî÷êè â Åâêëèäîâàòà ðàâíèíà, íàðå÷åíè ïëàíàðíè âúð-õîâå. Íåêà f å áèåêöèÿ f : V → V.� ìíîæåñòâî ïðîñòè îòâîðåíè êðèâè E = {s1, s2, . . . , sm}, íàðå÷åíè ïëàíàðíè ðåáðà, âñÿêîîò êîèòî ñâúðçâà äâà ïëàíàðíè âúðõà. Ñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ ñà èçïúëíåíè:� ñúùåñòâóâà áèåêöèÿ g : E → E , òàêàâà ÷å ∀e ∈ E, x è y ñà êðàèùàòà íà e â ãðà�àòîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f(x) è f(y) ñà êðàèùàòà íà g(e) â ðàâíèíàòà.� ïëàíàðíèòå ðåáðà íå ñå ïðåñè÷àò, îñâåí ìîæå áè â êðàéíèòå ñè òî÷êè.Êàêòî ùå äîêàæåì ñëåä ìàëêî, íå âñåêè ãðà� èìà ïëàíàðíî âïèñâàíå. �ðà�èòå, êîèòî èìàòïëàíàðíî âïèñâàíå, ñå íàðè÷àò ïëàíàðíè ãðà�è. Ïîëó-�îðìàëíî êàçàíî, ãðà� å ïëàíàðåí,àêî ìîæå äà áúäå íàðèñóâàí â ðàâíèíàòà òàêà, ÷å êðèâèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà ðåáðàòà, äà íåñå ïðåñè÷àò (îñâåí åâåíòóàëíî â îáùè êðàèùà).Òîâà, ÷å íÿêîé ãðà� å íàðèñóâàí ñ ïðåñè÷àíå íà (ïëàíàðíèòå ñè) ðåáðà íå îçíà÷àâà, ÷åíÿìà äðóã íà÷èí äà áúäå íàðèñóâàí, êîéòî îòãîâàðÿ íà èçèñêâàíèÿòà çà ïëàíàðíî âïèñâàíå.Ïðèìåðíî, åòî äâå ðèñóíêè íà K4, êàòî â ëÿâàòà èìà ïðåñè÷àíå íà ðåáðà, ñëåäîâàòåëíî òÿ íåñúîòâåòñòâà íà ïëàíàðíî âïèñâàíå, à â äÿñíàòà ñúîòâåòñòâà íà ïëàíàðíî âïèñâàíå:

Âúïðîñúò äàëè äàäåí ãðà� å ïëàíàðåí èëè íå, òîåñò äàëè ìîæå äà ñå íàðèñóâà â ðàâíèíàòàáåç ïðåñè÷àíå íà ðåáðà èëè íå, íå å òðèâèàëåí. Ñëåäíèÿò ïðèìåð ïîêàçâà òîâà. Èçâåñòíî å,÷å K5 íå å ïëàíàðåí ãðà���àêò, êîéòî ùå äîêàæåì ñëåä ìàëêî�à ãðà�úò K5−e å ïëàíàðåí,êúäåòî �K5 − e� îçíà÷àâà K5 áåç êîå äà å ðåáðî. Äà ñå îïèòàìå äà íàðèñóâàìå K5 − e áåçïðåñè÷àíå íà ïëàíàðíè ðåáðà, êàòî ïúðâî ñëîæèì ïåðè�åðèÿ îò 5 ïëàíàðíè ðåáðà:



x

u v

y zè ïîñëå ñëîæèì îùå 4 ïëàíàðíè ðåáðà-äèàãîíàëè. Çà îïðåäåëåíîñò, íåêà ëèïñâàùîòî ðåáðî åìåæäó âúðõîâåòå u è v. Àêî ïúðâî ñëîæèì ïëàíàðíèòå ðåáðà (x, y) è (x, z) êàòî äèàãîíàëè:
x

u v

y zî÷åâèäíî íÿìà êàê äà ñëîæèì îñòàíàëèòå äâå ïëàíàðíè ðåáðà (u, z) è (v, y) áåç ïðåñè÷àíåíà ïëàíàðíè ðåáðà:
x

u v

y zÀêî îáà÷å çàïî÷íåì ñ (u, z) è (x, z) êàòî äèàãîíàëè:
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x

u v

y zìîæåì äà äîáàâèì è îñòàíàëèòå (x, y) è (y, v) áåç ïðåñè÷àíå:
x

u v

y z

2 Ëèöà íà ïëàíàðíèòå âïèñâàíèÿ.Îïðåäåëåíèå 1. Íåêà G å ïëàíàðåí ãðà� è G å íÿêîå íåãîâî ïëàíàðíî âïèñâàíå. Äà ìàõ-íåì îò ðàâíèíàòà âñè÷êè ïëàíàðíè âúðõîâå è ðåáðà. Òàçè îïåðàöèÿ âîäè äî ðàçïàäàíåòîíà ðàâíèíàòà íà ñâúðçàíè ðàéîíè, êîèòî íàðè÷àìå ëèöàòà íà G. Òî÷íî åäíî îò ëèöàòà åíåîãðàíè÷åíî � òîâà å âúíøíîòî ëèöå, à îñòàíàëèòå ñà âúòðåøíèòå ëèöà.Ïðèìåðíî, ñëåäíîòî ïëàíàðíî âïèñâàíå íà K5−e èìà ëèöà f1, . . . , f6. Âúíøíîòî ëèöå å f1:
x

f6 f5f4
f3f1

u v

y z

f2
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Î÷åâèäíî å, ÷å ïðè âïèñâàíèÿòà íà ñâúðçàíè ïëàíàðíè ãðà�è, âñÿêî ëèöå èìà òî÷íî åäèíîãðàæäàù öèêúë†. Îãðàæäàùèÿò öèêúë å öèêúëúò îò òî÷íî òåçè ïëàíàðíè ðåáðà è âúðõîâå,êîèòî ó÷àñòâàò â ãðàíèöàòà íà ëèöåòî. Â ïîñëåäíèÿ ïðèìåð, îãðàæäàùèÿò öèêúë íà f1 åöèêúëúò (x, y, v, x). Íàäîëó ùå âèäèì, ÷å îãðàæäàùèÿò öèêúë ìîæå äà å ïðîñò èëè äà íåå ïðîñò. Ïðè íåñâúðçàíèòå ïëàíàðíè ãðà�è, åäíî ëèöå ìîæå äà èìà íÿêîëêî îãðàæäàùèöèêúëà. Êàòî ïðèìåð äà ðàçãëåäàìå ñëåäíîòî ïëàíàðíî âïèñâàíå íà ãðà� ñ ÷åòèðè ñâúðçàíèêîìïîíåíòè. Ëèöåòî f' èìà 3 îãðàæäàùè öèêúëà: (a, b, c, d, a), (p, q, r, s, p) è (x, y, z, x), àëèöåòî f ′′ èìà äâà îãðàæäàùè öèêúëà (p, q, r, s, p) è (l, m, n, l):
l

b

d p

q

s x z

y

n

m
f ′ f ′′

c r

a

Äå�èíèöèÿòà íà ïëàíàðíî âïèñâàíå ãîâîðè çà òî÷êè è êðèâè â ðàâíèíàòà, à òîâà ñà ãåî-ìåòðè÷íè ïîíÿòèÿ. Íèå ùå ãëåäàìå íà ïëàíàðíèòå âïèñâàíèÿ íå íà íèâî ãåîìåòðèÿ, à íàïî-âèñîêî íèâî‡. Êîíêðåòíèòå êîîðäèíàòè íà ïëàíàðíèòå âúðõîâå è êîíêðåòíèòå �îðìè íàïëàíàðíèòå ðåáðà íÿìà äà íè èíòåðåñóâàò. Ñëåäíèòå òðè ïëàíàðíè âïèñâàíèÿ íà K4 ùå ñ÷è-òàìå çà åêâèâàëåíòíè, òîåñò åäíî è ñúùî âïèñâàíå, íàðèñóâàíî ïî òðè ðàçëè÷íè íà÷èíà:
w

x

u

u v xw
u

x
v

v

wÂñÿêà îò òåçè òðè ðèñóíêè ìîæå äà ñå ïîëó÷è îò êîÿ äà å äðóãà ÷ðåç íåïðåêúñíàòà (êîíòèíó-àëíà) òðàíñ�îðìàöèÿ � �ïëúçãàíå� íà ïëàíàðåí âðúõ â ðàâíèíàòà è ñúîòâåòíà ìîäè�èêàöèÿíà ïëàíàðíèòå ðåáðà, òàêàâà ÷å â íèòî åäèí ìîìåíò ïëàíàðíèòå ðåáðà íå ñå ïðåñè÷àò.Ñ äðóãè äóìè, íà ëèöàòà íÿìà äà ãëåäàìå êàòî íà êîíêðåòíè ãåîìåòðè÷íè �èãóðè, àïî-îáùî, êàòî íà öèêëè, íî öèêëè â äàäåíà ïîñîêà. Äà èçáåðåì åäíà ïîñîêà íà âúðòåíå âðàâíèíàòà, ïðèìåðíî îáðàòíàòà íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà. Òîãàâà âñÿêî ëèöå îïèñâàìå ÷ðåçèçðåæäàíå íà âúðõîâåòå íà îãðàæäàùèÿ ãî öèêúë âúâ âå÷å èçáðàíàòà ïîñîêà§. Äàëè ïîñîêàòàå ïî èëè ñðåùó ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà å áåç çíà÷åíèå, âàæíîòî å çà âñè÷êè ëèöà ïîñîêàòàäà å åäíà è ñúùà. Âñÿêî ïëàíàðíî âïèñâàíå ùå ñ÷èòàìå çà îïðåäåëåíî, àêî çà âñÿêî ëèöå åêàçàíî êîé å îãðàæäàùèÿò ãî öèêúë (îïèñàí â èçáðàíàòà ïîñîêà). Çà ïðîñòîòà ùå ñ÷èòàìå,÷å ëèöå è íåãîâèÿò îãðàæäàù öèêúë ñà ñèíîíèìè.Òàêîâà îïèñàíèå íà âïèñâàíåòî íå å ãåîìåòðè÷íî, à å ÷èñòî êîìáèíàòîðíî. Äà íàïðàâèìêîíêðåòíà ðèñóíêà ñ êîíêðåòíà ãåîìåòðèÿ íà òî÷êèòå è ëèíèèòå îò êîìáèíàòîðíî îïèñàíèåáè áèëî çàäà÷à íà èç÷èñëèòåëíàòà ãåîìåòðèÿ. Îùå åäèí ïðèìåð � ïëàíàðíîòî âïèñâàíå íà
†Òîâà å â ñèëà è çà ñâúðçàíèòå ïëàíàðíè ìóëòèãðà�è ñ ïðèìêè.
‡Ïî-âèñîêîòî íèâî å òîïîëîãèÿòà.
§Àêî íå èçïîëçâàìå òåðìèíà �öèêúë�, ìîæåì äà êàæåì íå�îðìàëíî, ÷å çà âñÿêî ëèöå îïèñàíèåòî å ïîñ-ëåäîâàòåëíîñòòà îò âúðõîâå, êîèòî áè âèäÿëî �äâóìåðíî ñúùåñòâî� (æèâååùî â ðàâíèíàòà), êîåòî îáèêàëÿñèñòåìàòè÷íî äàäåíî ëèöå ïî ãðàíèöàòà â èçáðàíàòà ïîñîêà, äîêàòî íå ñå âúðíå òàì, îòêúäåòî å çàïî÷íàëîîáèêîëêàòà. 4



K4 =
(

{u, v, w, x}, {(u, v), (u, w), (u, x), (v,w), (v, x), (w, x)}
) ñå èäåíòè�èöèðà ÷ðåç ÷åòèðèòå ñèëèöà:f1 = (u, x, v, u)f2 = (v, x, w, v)f3 = (u, w, x, u)f4 = (u, w, v, u)Çà äà ñå óáåäèì, ÷å ëèöàòà èìàò òàêèâà îïèñàíèÿ, äà ãè ðàçãëåäàìå ïîäðîáíî åäíî ïî åäíî:
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x

f1 f2 f3 f4
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x
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u

x
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u

x

Äàëè â îïèñàíèåòî íà ëèöàòà ùå çàïèñâàìå íà÷àëíèÿ âðúõ äâà ïúòè, êàêòî ïðàâèì òóê, èëèâåäíúæ, ïðèìåðíî f1 = (u, x, v), íå å ñúùåñòâåíî, à å âúïðîñ íà èçáîð.Çàñëóæàâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å ïî îòíîøåíèå íà êîìáèíàòîðíîòî îïèñàíèå íà âïèñâàíèÿòà,âúíøíîòî ëèöå íå ñå îòëè÷àâà îò äðóãèòå ëèöà ïî íèùî. Òîåñò, àêî èñêàìå îò êîìáèíàòîð-íîòî îïèñàíèå äà íàïðàâèì ãåîìåòðè÷íî îïèñàíèÿ, ìîæåì äà èçáåðåì êîåòî èñêàìå ëèöå çàâúíøíî. Òîçè �àêò èìà è äðóãà èíòåðïðåòàöèÿ. Ïëàíàðíèòå ãðà�è ñà òî÷íî ãðà�èòå, êîèòîìîãàò äà áúäàò âïèñàíè â ñ�åðà � òîâà ñå äîêàçâà òðèâèàëíî ñúñ ñòåðåîãðà�ñêà ïðîåêöèÿ†ìåæäó ðàâíèíàòà è ñ�åðà. Òúé êàòî âúðõó ñ�åðà çà âúíøíî ëèöå íå ìîæå äà ñå ãîâîðè,î÷åâèäíî âúíøíîòî ëèöå â ðàâíèíàòà íå å ñúùåñòâåíî ðàçëè÷íî îò äðóãèòå ëèöà è âñÿêîëèöå îò ñ�åðè÷íîòî âïèñâàíå ìîæå äà áúäå ïðîåêòèðàíî âúðõó âúíøíî ëèöå â ðàâíèíàòàïðè ïîäõîäÿùà ñòåðåîãðà�ñêà ïðîåêöèÿ.×èòàòåëÿò ìîæå äà îñòàíå ñ âïå÷àòëåíèåòî, ÷å:1. çà âñåêè ïëàíàðåí ãðà�, ëèöàòà ñà âèíàãè åäíàêúâ áðîé,2. çà âñåêè ïëàíàðåí ãðà�, ëèöàòà ñà âèíàãè åäíè è ñúùè, è3. ëèöàòà âèíàãè èìàò ïðîñòè îãðàæäàùè öèêëè.Êàêòî ùå âèäèì, ïúðâîòî îò òåçè òâúðäåíèÿ å âÿðíî, à âòîðîòî è òðåòîòî, íå. Äà ðàçãëåäàìåòðåòîòî òâúðäåíèå. Âñÿêî ëèöå èìà ïðîñò îãðàæäàù öèêúë òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòîãðà�úò èìà ïîíå òðè âúðõà è íÿìà ñðÿçâàùè âúðõîâå. Ùå îñòàâèì òîçè �àêò áåç äîêàçà-òåëñòâî, êàòî ñàìî ùå äàäåì äâà ïðèìåðà çà ïëàíàðíè ãðà�è H ′ è H ′′, âñåêè îò êîèòî èìàïîíå åäèí ñðÿçâàù âðúõ. Ùå íàðèñóâàìå ïëàíàðíèòå èì âïèñâàíèÿ, H ′ è H ′′ ñ âúíøíè ëèöàñúîòâåòíî f' è f�.
†Âèæ http://en.wikipedia.org/wiki/Stereographi_projetion
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v4

u2 u5

u4u3

H ′ f ′′ v8

v6

v2 v7

v3 v5

H ′′f ′ v1
u1 u6

u7

Î÷åâèäíî
f ′ = (u1, u7, u2, u3, u7, u4, u5, u7, u6, u1)

f ′′ = (v1, v2, v3, v4, v3, v5, v6, v5, v7, v8, v7, v2, v1)òîåñò îãðàæäàùèòå ãè öèêëè íå ñà ïðîñòè.Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å íà åäèí è ñúùè ïëàíàðåí ãðà� ìîæå äà ñúîòâåòñòâàò ðàçëè÷íè ïëàíàðíèâïèñâàíèÿ. Ïðè òîâà, ðàçëè÷íè íå êàòî ãåîìåòðèÿ, à êàòî êîìáèíàòîðíè îïèñàíèÿ íà ëèöàòà.Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå äâå ïëàíàðíè âïèñâàíèÿ íà åäèí è ñúùè ïëàíàðåí ãðà�:
u6

u1 u2

u8 u9

u3 u4

u6

u5

u7

u1 u2

u8 u9

u3

u7

u4

u5Çà äà ñå óáåäèì, ÷å âïèñâàíèÿòà ñà ðàçëè÷íè, äîñòàòú÷íî å äà çàáåëåæèì, ÷å âúâ âïèñâàíåòîîòëÿâî èìà ëèöå, â êîåòî ïðèñúñòâàò u8 è u6, à âúâ âïèñâàíåòî îòäÿñíî íÿìà òàêîâà ëèöå.Ïîñëåäíèÿò ïðèìåð ïîêàçâà ðàçëè÷íè âïèñâàíèÿ íà åäèí è ñúùè ãðà�, íî åäíîòî îò òÿõìîæå äà áúäå ïîëó÷åíî îò äðóãîòî ÷ðåç ïðåèìåíóâàíå íà âúðõîâå: àêî ðàçìåíèì ìåñòàòà íàèìåíàòà u2 è u8 âúâ âïèñâàíåòî âäÿñíî, ùå ïîëó÷èì âïèñâàíåòî âëÿâî. Ìîæå äà ñå äàäàòïðèìåðè çà ðàçëè÷íè âïèñâàíèÿ íà åäèí è ñúùè ãðà�, êîèòî íå ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíèåäíî îò äðóãî ÷ðåç ïðîñòî ïðåèìåíóâàíå, ïðèìåðíî:
f ′
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�ðà�úò å åäèí è ñúù è â äâåòå äâåòå âïèñâàíèÿ, è áðîÿò íà ëèöàòà å 6, íî âïèñâàíåòî âëÿâîèìà ëèöå f ′ ñ 10 âúðõà, à íèòî åäíî îò øåñòòå ëèöà âäÿñíî íå å ñ 10 âúðõà.Ïîêàçàõìå, ÷å ëèöàòà ìîæå äà ñúîòâåòñòâàò íà öèêëè, êîèòî íå ñà ïðîñòè, êàêòî è ÷å åäèíè ñúùè ïëàíàðåí ãðà� ìîæå äà èìà ðàçëè÷íè ïëàíàðíè âïèñâàíèÿ. Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷åáðîÿò íà ëèöàòà å èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèå íà èçáîðà íà âïèñâàíå.3 Ôîðìóëà íà Euler. Ñëåäñòâèÿ îò �îðìóëàòà íà Euler.Òåîðåìà 1 (Euler). Çà âñåêè ñâúðçàí ïëàíàðåí ìóëòèãðà� G ñ n âúðõà è m ðåáðà å âÿðíî, ÷åâñÿêî ïëàíàðíî âïèñâàíå íà G èìà åäèí è ñúùè áðîé ëèöà, äà ðå÷åì f ëèöà, êàòî å èçïúëíåíî
n − m + f = 2 (1)Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíî âïèñâàíå G íà G. Ùîì G å ñâúðçàí, òîé èìàïîíå åäíî ïîêðèâàùî äúðâî D. Äà ðàçãëåäàìå ïëàíàðíîòî âïèñâàíå D íà D, èíäóöèðàíî îò

G. Î÷åâèäíî D èìà n − 1 ðåáðà, à D èìà òî÷íî åäíî ëèöå è n − 1 ïëàíàðíè ðåáðà.
D ñå ïîëó÷àâà îò G ÷ðåç ïðåìàõâàíå íà m−(n−1) = m−n+1 ðåáðà � �àêò, êîéòî ëåñíîìîæå äà áúäå äîêàçàí ÷ðåç èçñëåäâàíå íà ïðîöåäóðà, êîÿòî ïîñëåäîâàòåëíî ïðåìàõâà ðåáðà,ó÷àñòâàùè â öèêëè, äîêàòî íå îñòàíå ñâúðçàí ãðà� áåç öèêëè, òîåñò äúðâî. Àíàëîãè÷íî, Dñå ïîëó÷àâà îò G ÷ðåç ïðåìàõâàíå íà m − n + 1 ïëàíàðíè ðåáðà. Ïðè âñÿêî ïðåìàõâàíå íàïëàíàðíî ðåáðî, òî÷íî äâå ëèöà íà âïèñâàíåòî ñå ñëèâàò â òî÷íî åäíî ëèöå, çíà÷è áðîÿò íàëèöàòà íàìàëÿâà ñ åäèíèöà. Òúé êàòî D èìà åäíî ëèöå, ñëåäâà, ÷å G èìà òî÷íî

1︸︷︷︸áðîÿò íà ëèöàòà íà D

+ m − n + 1︸ ︷︷ ︸áðîÿò íà ïðåìàõíàòèòå ðåáðà îò G

= m − n + 2ëèöà. Òúé êàòî òîçè ðåçóëòàò íå çàâèñè îò èçáîðà íà ïëàíàðíî âïèñâàíå, ñëåäâà ÷å áðîÿò íàëèöàòà f = m − n + 2 å èíâàðèàíòà íà ãðà�à, íåçàâèñåùà îò êîíêðåòíîòî âïèñâàíå. Ùîì
f = m − n + 2, î÷åâèäíî n − m + f = 2. �Îïðåäåëåíèå 2. Çà âñÿêî ïëàíàðíî âïèñâàíå G íà ïðîèçâîëåí ïëàíàðåí ãðà� G, çà âñÿêîëèöå t íà G, ñòåïåíòà íà t å äúëæèíàòà íà öèêúëà, îãðàæäàù t. Ñòåïåíòà íà t áåëåæèìñ d(t). �Êàòî ïðèìåð ùå ðàçãëåäàìå ñòåïåíèòå íà äâåòå ëèöà f ′ è f ′′ â ñëåäíîòî âïèñâàíå:f ′′f ′u v w a

b

d

cÑòåïåíòà íà f ′′ å î÷åâèäíî 4. Ñòåïåíòà íà f ′ å 10, òúé êàòî îãðàæäàùèÿò öèêúë (u, v, w, a, b,

c, d, a, w, v, u), êîéòî íå å ïðîñò, èìà äúëæèíà 10.Ëåìà 1. Çà âñåêè ïëàíàðåí (ìóëòè) ãðà� G ñ m ðåáðà, àêî G å ïðîèçâîëíî ïëàíàðíî âïèñâàíåíà G ñ f íà áðîé ëèöà t1, t2, . . . , tf, â ñèëà å:
f∑

i=1

d(ti) = 2m 7



Äîêàçàòåëñòâî: Âñÿêî ðåáðî ñå áðîè òî÷íî äâà ïúòè ïðè ñóìèðàíåòî íà ñòåïåíèòå íàëèöàòà. �Òåîðåìà 2. Çà âñåêè ïëàíàðåí (íå ìóëòè) ãðà� G, ìîæå è äà íå å ñâúðçàí, ñ ïîíå äâå ðåáðà,àêî n å áðîÿò íà âúðõîâåòå è m å áðîÿò íà ðåáðàòà, òî
m ≤ 3n − 6Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà G å ñâúðçàí � àêî íå å ñâúðçàí, äîêàçâàìå íåðàâåíñòâîòî çà ñâúð-çàíèòå êîìïîíåíòè è ñóìèðàìå ïî êîìïîíåíòèòå. È òàêà, G å ñâúðçàí ïëàíàðåí ãðà�. Íåêàëèöàòà ñà f íà áðîé, íàðå÷åíè t1, t2, . . . , tf. Èìàìå:
n − m + f = 2 ñúãëàñíî Òåîðåìà 1

n − 2 = m − f î÷åâèäíî
3n − 6 = 3m − 3f î÷åâèäíî
3n − 6 = m + 2m − 3f î÷åâèäíî
3n − 6 = m +

f∑

i=1

d(ti) − 3f Ñúãëàñíî Ëåìà 1Çàáåëåæåòå, ÷å ∑f

i=1 d(ti) − 3f å íåîòðèöàòåëíî êîëè÷åñòâî çà âñåêè ïëàíàðåí ãðà� ñ ïîíåäâå ðåáðà, çàùîòî âñÿêî ëèöå èìà îãðàæäàù öèêúë ñ äúëæèíà ïîíå 3, òîåñò d(ti) ≥ 3 çàâñÿêî i. Ùîì ∑f

i=1 d(ti) − 3f ≥ 0, ñëåäâà, ÷å 3n − 6 ≥ m. ��îðíàòà ãðàíèöà 3n − 6 çà áðîÿ íà ðåáðàòà å äîñòèæèìà. Âñåêè ïëàíàðåí ãðà� ñ ïîíå òðèâúðõà, çà êîéòî m < 3n − 6, èìà ïîíå åäíî ëèöå îò ñòåïåí ≥ 4. Òðèàíãóëèðàíå å ïðîöåäóðà,êîÿòî âçåìà êàòî âõîä ïðîèçâîëíî ïëàíàðíî âïèñâàíå, â êîåòî èìà ëèöå îò ñòåïåí ≥ 4, è âúââñÿêî ëèöå îò ñòåïåí ≥ 4 ñëàãà ïî ïðîèçâîëåí íà÷èí ðåáðà ìåæäó íåñúñåäíè âúðõîâå, äîêàòîòîâà ëèöå ñå �ðàçäðîáè� íà ëèöà îò ñòåïåí 3. Èçõîäúò îò òðèàíãóëèðàíåòî å ïëàíàðíî âïèñâà-íå, â êîåòî âñÿêî ëèöå å îò ñòåïåí 3. Òàêèâà ïëàíàðíè âïèñâàíèÿ ñå íàðè÷àò òðèàíãóëàöèè.Ïðè òðèàíãóëàöèèòå èìàìå m = 3n − 6.Ñëåäñòâèå 1. K5 íå å ïëàíàðåí ãðà�.Äîêàçàòåëñòâî: Äèðåêòíî îò Òåîðåìà 2: K5 èìà 10 ðåáðà, 5 âúðõà, è 10 6≤ 3.5 − 6. �Òåîðåìà 3. Çà âñåêè ïëàíàðåí (íå ìóëòè) äâóäåëåí ãðà� G ñ ïîíå äâå ðåáðà, àêî n å áðîÿòíà âúðõîâåòå è m å áðîÿò íà ðåáðàòà, òî
m ≤ 2n − 4Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà G å ñâúðçàí � àêî íå å ñâúðçàí, äîêàçâàìå íåðàâåíñòâîòî çà ñâúðçà-íèòå êîìïîíåíòè è ñóìèðàìå ïî êîìïîíåíòèòå. È òàêà, G å ñâúðçàí ïëàíàðåí äâóäåëåí ãðà�.8



Íåêà ëèöàòà ñà f íà áðîé, íàðå÷åíè t1, t2, . . . , tf. Èìàìå:
n − m + f = 2 ñúãëàñíî Òåîðåìà 1

n − 2 = m − f î÷åâèäíî
2n − 4 = 2m − 2f î÷åâèäíî
2n − 4 = m +

2m − 4f

2
î÷åâèäíî

2n − 4 = m +

∑f

i=1 d(ti) − 4f

2
Ñúãëàñíî Ëåìà 1Çàáåëåæåòå, ÷å ∑f

i=1 d(ti)−4f å íåîòðèöàòåëíî êîëè÷åñòâî çà âñåêè ïëàíàðåí äâóäåëåí ãðà�ñ ïîíå äâå ðåáðà, çàùîòî âñÿêî ëèöå èìà îãðàæäàù öèêúë ñ äúëæèíà ïîíå 4, òîåñò d(ti) ≥ 4çà âñÿêî i. Ùîì ∑f

i=1 d(ti) − 4f ≥ 0, ñëåäâà, ÷å 2n − 4 ≥ m. �Ñëåäñòâèå 2. K3,3 íå å ïëàíàðåí ãðà�.Äîêàçàòåëñòâî: Äèðåêòíî îò Òåîðåìà 3: K3,3 èìà 9 ðåáðà, 6 âúðõà, è 9 6≤ 2.6 − 4. �Îïðåäåëåíèå 3 (ïîäðàçäåëÿíå, ñâèâàíå). Íåêà G = (V, E) å ïðîèçâîëåí ãðà� è e = (v, w) eïðîèçâîëíî ðåáðî â G. Ïîäðàçäåëÿíåòî íà e† å òðàíñ�îðìèðàíåòî íà G â
G ′ =

(

V ∪ {u}, (E \ {e}) ∪ {(v, u), (u, w)}
)êúäåòî u å âðúõ, òàêúâ ÷å u 6∈ V.Îáðàòíàòà îïåðàöèÿ íà ïîäðàçäåëÿíåòî å ñâèâàíå íà äâå ðåáðà ÷ðåç âðúõ îò ñòåïåí 2‡.Íåêà x å ïðîèçâîëåí âðúõ îò ñòåïåí 2 â G, òàêúâ ÷å àêî y è z ñà ñúñåäèòå íà x, òî (y, z) 6∈ E.Íåêà e1 = (y, x) è e2 = (x, z). Ñâèâàíåòî íà äâåòå ðåáðà e1 è e2 ÷ðåç âðúõ x, èëè ïðîñòîñâèâàíåòî íà x, å òðàí�îðìèðàíåòî íà G â

G ′′ =
(

V \ {x}, (E \ ({e1} ∪ {e2})) ∪ {e3}
)êúäåòî e3 å ðåáðî ñ êðàèùà y è z, òàêîâà ÷å e3 6∈ E. �Â îïðåäåëåíèåòî íà ñâèâàíå íà ðåáðî èñêàìå äâàòà ñúñåäà y è z íà x äà íå ñà ñúñåäè ïîìåæäóñè ïðåäè ñâèâàíåòî. Áåç òîâà îãðàíè÷åíèå ìîæå äà èìàìå ïðîáëåì: àêî y è z ñà ñúñåäè ïðåäèñâèâàíåòî è ðåáðîòî ìåæäó òÿõ å e ′, ñëåä ñâèâàíåòî ùå èìàìå äâå ðåáðà, e ′ è e3, ìåæäó y è

z:
zyzy

x

e2e1

e3

e′ e′Àêî äîïóñêàìå ìóëòèãðà�è, ïðîáëåì íÿìà, ñòåïåíèòå íà y è z ñà ñúùèòå êàòî ïðåäè ñâèâà-íåòî è áðîÿò íà ëèöàòà�àêî ãîâîðèì çà ïëàíàðíî âïèñâàíå�îñòàâà ñúùèÿò. Íî îáèêíîâåíîâ ïðèëîæåíèÿòà íà òàçè òåîðèÿ ãîâîðèì çà íå-ìóëòè ãðà�è, ñëåäîâàòåëíî âñÿêî ðåáðî ñå
†Íà àíãëèéñêè òåðìèíúò å egde subdivision.
‡Íà àíãëèéñêè òåðìèíúò å edge ontration through a vertex of degree 2.9



èäåíòè�èöèðà ñ êðàèùàòà ñè. Òîâà îçíà÷àâà äà ñëååì e ′ è e3 â åäíî ðåáðî, ñ êîåòî íàìàëÿ-âàìå ñòåïåíèòå íà y è z ñ åäèíèöà. Íàìàëÿâàíåòî íà ñòåïåíèòå íà âúðõîâå, êîèòî íå áèâàòñâèâàíè, å íåæåëàíî, ïîíåæå èäåÿòà íà ñâèâàíåòî íà âðúõ îò ñòåïåí 2 å îñòàíàëàòà ÷àñò íàãðà�à äà íå áúäå çàñåãíàòà. Îñâåí òîâà, ïðè òàêîâà ñëèâàíå íà ïàðàëåëíè ðåáðà, àêî ãîâîðèìçà ïëàíàðíî âïèñâàíå, áðîÿò íà ëèöàòà íàìàëÿâà. Çà äà èçáåãíåì âñè÷êî òîâà, èñêàìå äâàòàâúðõà-ñúñåäè íà ñâèâàíèÿ âðúõ, äà íå ñà ñúñåäè ïîìåæäó ñè.Îïðåäåëåíèå 4 (õîìåîìîð�èçúì). Äâà ãðà�à ñà õîìåîìîð�íè, àêî åäèíèÿò ìîæå äà áúäåïîëó÷åí îò äðóãèÿ ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ïîäðàçäåëÿíèÿ è ñâèâàíèÿ íà ðåáðà. �Òåîðåìà 4 (Kuratowski). �ðà� å ïëàíàðåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íå ñúäúðæà ïîäã-ðà�, õîìåîìîð�åí íà K5 èëè K3,3.Äîêàçàòåëñòâî: Â åäíàòà ïîñîêà, äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà âåäíàãà îò Ñëåäñòâèå 1, Ñëåäñò-âèå 2 è î÷åâèäíèÿ �àêò, ÷å àêî ãðà� å ïëàíàðåí, âñåêè íåãîâ ïîäãðà� ñúùî å ïëàíàðåí. Âäðóãàòà ïîñîêà, äîêàçàòåëñòâîòî å äúëãî è ìíîãî òåõíè÷åñêî, ïîðàäè êîåòî ãî ïðåñêà÷àìå.Ïúëíîòî äîêàçàòåëñòâî ìîæå äà áúäå íàìåðåíî â [Gib85, pp. 77�80, Theorem 3.5℄. �Äà ðàçãëåäàìå ãðà�à íà Petersen. Òîé íå å ïëàíàðåí. Äà äîêàæåì òîâà ñ òåîðåìàòà íàKuratowski. Åñòåñòâåíî å äà ñå îïèòàìå äà äîêàæåì òîâà ÷ðåç K5, ïîíåæå ãðà�úò íà Petersenñúäúðæà, â íÿêàêúâ ñìèñúë, K5 â ñåáå ñè � àêî íà ñëåäíàòà ðèñóíêà íà ãðà�à íà Petersen�êîëàáèðàìå� ïåòòå ÷åðâåíè ðåáðà, çà âñÿêî îò òÿõ èäåíòè�èöèðàéêè äâàòà ìó êðàÿ, ùåïîëó÷èì òî÷íî K5:

K5�ðà�úò íà PetersenÍî ãðà�úò íà Petersen íå ñúäúðæà ïîäãðà�, õîìåîìîð�åí íà K5. Çà äà âèäèì, ÷å å òàêà,äà ñúîáðàçèì, ÷å â ãðà�à íà Petersen âñè÷êè âúðõîâå ñà îò ñòåïåí 3, à â K5, îò ñòåïåí 4 � àî÷åâèäíî äâà õîìåîìîð�íè ãðà�à ñúäúðæàò åäèí è ñúùè áðîé âúðõîâå îò âñÿêà ñòåïåí, ðàç-ëè÷íà îò 2. Ñëåäîâàòåëíî, êîëàáèðàíåòî íà ðåáðà â ïîñî÷åíèÿ ñìèñúë å ðàçëè÷íà îïåðàöèÿîò ñâèâàíåòî íà ðåáðà.Äîêàçàòåëñòâîòî ñ òåîðåìàòà íà Kuratowski, ÷å ãðà�úò íà Petersen íå å ïëàíàðåí, èçïîëçâà
K3,3, à íå K5. Äåéñòâèòåëíî, ãðà�úò íà Petersen ñúäúðæà ïîäãðà�, õîìåîìîð�åí íà K3,3. Íà10



ñëåäíàòà ðèñóíêà å ïîêàçà åäèí òàêúâ ïîäãðà�, íàðèñóâàí âúðõó ãðà�à íà Petersen. Íåãîâèòåâúðõîâå îò ñòåïåí, ðàçëè÷íà îò äâå, 2 ñà îçíà÷åíè ñ ÷åðâåí è ñèí öâÿò (î÷åâèäíî, âúðõîâåòåîò åäèíèÿ äÿë ñà ÷åðâåíè, à îò äðóãèÿ ñà ñèíè). Ñ æúëòî ñà îçíà÷åíè ïðîñòèòå íåïðåñè÷àùèñå ïúòèùà â òîçè ïîäãðà� � àêî â òÿõ ñâèåì âúðõîâåòå îò ñòåïåí 2 (òîâà ñà áåëèòå âúðõîâå),äåéñòâèòåëíî ùå ïîëó÷èì K3,3.

Ëåìà 2. Âúâ âñåêè ïëàíàðåí ãðà� èìà âðúõ îò ñòåïåí, íå ïî-ãîëÿìà îò 5.Äîêàçàòåëñòâî: Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî: ñúùåñòâóâà ïëàíàðåí ãðà� G = (V, E), òàêúâ ÷å
∀v ∈ V(d(v) ≥ 6). Íåêà |V | = n è |E| = m. Òîãàâà

∑

v∈V

d(v) ≥ 6n ↔
∑

v∈V

d(v) = 6n + k çà íÿêîå íåîòðèöàòåëíî kÈçâåñòíî å, ÷å ∑
v∈V d(v) = 2m. Ñëåäîâàòåëíî,

2m = 6n + k ↔ m = 3n +
k

2Íî òúé êàòî k

2
å íåîòðèöàòåëíî, òîçè èçâîä ïðîòèâîðå÷è íà Òåîðåìà 2 íà ñòð. 8. �Òåîðåìà 5. Âñåêè ïëàíàðåí ãðà� å 5-îöâåòèì.Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà öâåòîâåòå ñà æúëò, çåëåí, ñèí, ÷åðâåí è êà�ÿâ. Ñ öåë ïî-êðàòêîèçëîæåíèå íÿìà äà ïðàâèì ñòðîãà ðàçëèêà ìåæäó ïëàíàðåí ãðà�, íåãîâèòå âúðõîâå è ðåáðà,îò åäíà ñòðàíà, è ïëàíàðíîòî ìó âïèñâàíå ñúñ ñâîèòå ïëàíàðíè âúðõîâå è ðåáðà, îò äðóãàñòðàíà.Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà ñ èíäóêöèÿ ïî áðîÿ íà âúðõîâåòå. Çà áàçà ùå âçåìåì ïëàíàðíèòåãðà�è ñ íå ïîâå÷å îò 5 âúðõà. Òå ñà î÷åâèäíî 5-îöâåòèìè. Äà äîïóñíåì, ÷å âñåêè ïëàíàðåíãðà� ñ ≤ n âúðõà å 5-îöâåòèì. Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëåí ïëàíàðåí ãðà� G = (V, E) ñ n + 1âúðõà. Ñúãëàñíî Ëåìà 2, ∃v ∈ V(d(v) ≤ 5). Íåêà G−u å ãðà�úò, ïîëó÷åí îò G ñëåä èçòðèâàíåíà u. Î÷åâèäíî G−u ñúùî å ïëàíàðåí, îñâåí òîâà G−u èìà n âúðõà. Ñúãëàñíî èíäóêòèâíîòî11



ïðåäïîëîæåíèå, G−u å 5-îöâåòèì. Íåêà Adj(u) îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî îò ñúñåäèòå íà u â G.Ïî êîíñòðóêöèÿ, |Adj(u)| ≤ 5.Àêî |Adj(u)| ≤ 4, òî î÷åâèäíî ñúùåñòâóâà ïîíå åäèí öâÿò èçìåæäó ïåòòå, áåç îãðàíè÷åíèåíà îáùíîñòòà íåêà òîâà å çåëåíèÿò öâÿò, êîéòî íå ñå èçïîëçâà îò íèêîé âðúõ â Adj(u). Òîãàâàîöâåòÿâàìå u â çåëåíî è ñìå ãîòîâè. Íåêà |Adj(u)| = 5. Àêî èìà ïîíå åäèí öâÿò èçìåæäó ïåòòå,êîéòî íå ñå èçïîëçâà îò íèêîé âðúõ â Adj(u), äîêàçàòåëñòâîòî ñå èçâúðøâà àíàëîãè÷íî. Íåêàâñè÷êèòå ïåò öâÿòà ñå ïîëçâàò îò ïåòòå âúðõà íà Adj(u).Íåêà Adj(u) = {v1, v2, v3, v4, v5}. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà, íåêà â ïëàíàðíîòî âïèñ-âàíå íà G, òåçè âúðõîâå ñå ñðåùàò â ïîñëåäîâàòåëíîñò
(v1, v2, v3, v4, v5)àêî îáèêàëÿìå îêîëî u â äàäåíà ïîñîêà, äà ðå÷åì, ïî ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà, è íåêà öâåòîâåòåèì ñà, êàêòî å ïîêàçàíî íà ñëåäíàòà ðèñóíêà:

u

v5 v2

v3v4

v1

Ìåæäó âñåêè äâà îò âúðõîâåòå {v1, v2, v3, v4, v5} ìîæå äà èìà èëè äà íÿìà ðåáðî, íî òåçèâúçìîæíîñòè íå ñà íåçàâèñèìè. Äà ðàçãëåäàìå äåñåòòå íåíàðåäåíè äâîéêè {v1, v2}, {v1, v3},
{v1, v4}, {v1, v5}, {v2, v3}, {v2, v4}, {v2, v5}, {v3, v4}, {v3, v5}, {v4, v5}. Äà íàðå÷åì òåçè äâîéêè, ïî-òåíöèàëíèòå ðåáðà. Îò òÿõ, {v1, v2}, {v2, v3}, {v3, v4}, {v4, v5}, {v1, v5} ñà êúñèòå ïîòåíöèàëíèðåáðà, à îñòàíàëèòå, äúëãèòå. Ïîä÷åðòàâàìå, ÷å òîâà ðàçãðàíè÷åíèå ìåæäó êúñè è äúëãèïîòåíöèàëíè ðåáðà å âúçìîæíî ñàìî ñëåä óêàçâàíåòî íà ðàçïîëîæåíèåòî íà âúðõîâåòå â ðàâ-íèíàòà; àêî ðàçñúæäàâàõìå íà íèâî ãðà� (à íå íà íèâî ïëàíàðíî âïèñâàíå) áåç äà óòî÷íèìíÿêàêâà êðúãîâà ïîäðåäáà ìåæäó {v1, v2, v3, v4, v5}, òàêîâà ðàçáèâàíå íà ïîòåíöèàëíèòå ðåáðàáè áèëî íåâúçìîæíî. Îùå äå�èíèðàìå, ÷å êîå äà å ïîòåíöèàëíî ðåáðî ïðèñúñòâà â G, àêî â
G èìà ðåáðî ñ êðàèùà ñúîòâåòíèòå äâà âúðõà.Òðèâèàëíî å äà ñå ïîêàæå, ÷å ïîíå åäíî îò ïîòåíöèàëíèòå ðåáðà íå ïðèñúñòâà â G. Àêîäîïóñíåì îáðàòíîòî, â G áè èìàëî ïîäãðà�†, èçîìîð�åí íà K5. Ñåãà ùå ïîêàæåì ïî-ñèëíîòâúðäåíèå: ïîíå òðè îò äúëãèòå ïîòåíöèàëíè ðåáðà íå ïðèñúñòâàò â G, íåçàâèñèìî îò òîâàäàëè è êîëêî êúñè ïîòåíöèàëíè ðåáðà ïðèñúñòâàò. Äîêàçàòåëñòâîòî ñå îñíîâàâà íà íàëè÷èåòîíà ïåòòà ðåáðà (u, v1), . . . , (u, v5) â (ïëàíàðíîòî âïèñâàíå íà) G. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å íàé-ìíîãîäâå äúëãè ïîòåíöèàëíè ðåáðà ìîæå äà ñå ðàçïîëîæàò â ðàâíèíàòà, òàêà ÷å äà íÿìà ïðåñè÷àíåíèòî íà äúëãè ðåáðà, íèòî íà äúëãî ðåáðî ñ íÿêîå îò (u, vi) çà 1 ≤ i ≤ 5. Ñëåäíàòà ðèñóíêàîíàãëåäÿâà âúçìîæíîñòòà äà èìà äâå äúëãè ðåáðà, èíöèäåíòíè ñ v1:

†Ñòàâà äóìà çà èíäóöèðàíèÿ îò {v1, v2, v3, v4, v5} ïîäãðà�.
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v5 v2

v3v4

v1

u

Ñëåäîâàòåëíî, çà ïîíå äâà âúðõà îò {v1, v2, v3, v4, v5}, áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà íåêàòîâà ñà v2 è v4, å âÿðíî, ÷å òå íå ñà ñúñåäè â G. Îñòàíàëàòà ÷àñò íà äîêàçàòåëñòâîòî èçïîëçâàäîïóñêàíåòî, ÷å ìåæäó v2 è v4 íÿìà ðåáðî. Ïîä÷åðòàâàìå, ÷å íèêúäå íàäîëó íÿìà äà èçïîëç-âàìå äîïóñêàíå, ÷å èìà ðåáðà (v1, v3) è (v1, v4). Ïîñëåäíàòà ðèñóíêà èìàøå çà öåë äà ïîêàæå,÷å íå ìîæå äà èìà ïîâå÷å îò äâå äúëãè ðåáðà. Äúëãè ðåáðà ìîæå èçîáùî äà íÿìà.Öâåòîâåòå íà v2 è v4 ñà çåëåíî è ÷åðâåíî. Íåêà H å ïîäãðà�úò íà G, èíäóöèðàí îò çåëåíèòåè ÷åðâåíèòå âúðõîâå.Ñëó÷àé I: v2 è v4 ñå íàìèðàò â ðàçëè÷íè ñâúðçàíè êîìïîíåíòè íà H. Íåêà H ′ å ñâúðçàíàòàêîìïîíåíòà íà H, êîÿòî ñúäúðæà v2. Ïðèìåðíî:
u

v5

v3v4

v1

v2 H ′

Ïðàâèì ñëåäíàòà ñìÿíà íà öâåòîâå íà âúðõîâå:� âñåêè âðúõ íà H ′, êîéòî å áèë çåëåí ïðåäè ñìÿíàòà íà öâåòîâå, ñòàâà ÷åðâåí,� âñåêè âðúõ íà H ′, êîéòî å áèë ÷åðâåí ïðåäè ñìÿíàòà íà öâåòîâå, ñòàâà çåëåí,� öâåòúò íà âñåêè âðúõ â G, êîéòî íå å â H ′, íå ñå ïðîìåíÿ.Ùå äîêàæåì, ÷å òàçè ñìÿíà íà öâåòîâå ïðåäñòàâëÿâà ëåãàëíî îöâåòÿâàíå íà âúðõîâåòå íàãðà�à. Òîåñò, ÷å íå ìîæå äà ñå ïîëó÷è ðåáðî, äâàòà êðàÿ íà êîåòî ñà îöâåòåíè â åäèí öâÿò.1. ðåáðàòà, íèòî åäèí âðúõ íà êîèòî íå å îò H ′, î÷åâèäíî íå ìîãàò äà èìàò äâà êðàÿ îòåäèí öâÿò ñëåä ñìÿíàòà;2. äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíî ðåáðî (x, y), òî÷íî åäèíèÿò êðàé íà êîéòî, äà ðå÷åì x, å â H ′.Ïðåäè ñìÿíàòà íà öâåòîâåòå, x å áèë ÷åðâåí èëè çåëåí, y å áèë æúëò, ñèí èëè êà�ÿâ.Ñëåä ñìÿíàòà, x å ïàê â åäèí îò öâåòîâåòå ÷åðâåí èëè çåëåí (îáðàòíèÿ íà ïðåäíèÿ öâÿò),à y ñè îñòàâà â öâÿò, êîéòî íå å íèòî ÷åðâåí, íèòî çåëåí. Ñëåäîâàòåëíî, äâàòà êðàÿ íà
(x, y) íå ñà îöâåòåíè â åäèí öâÿò ñëåä ñìÿíàòà.13



3. äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíî ðåáðî (x, y) îò H ′. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà íåêà xå áèë ÷åðâåí, à y, çåëåí ïðåäè ñìÿíàòà. Òîãàâà ñëåä ñìÿíàòà x å çåëåí, à y, ÷åðâåí.Ñëåäîâàòåëíî, äâàòà êðàÿ íà (x, y) íå ñà îöâåòåíè â åäèí öâÿò ñëåä ñìÿíàòà.Åòî êàê èçãëåæäà ãîðíèÿò ïðèìåð ñëåä ñìÿíàòà íà öâåòîâåòå íà H ′:
u

v5

v3v4

v1

v2 H ′

Ñëåä ñìÿíàòà íà öâåòîâåòå, öâåòúò, â êîéòî å áèë îöâåòåí v2 ïðåäè ñìÿíàòà, à èìåííî çåëåíèÿ,å �ñâîáîäåí� â ñìèñúë, ÷å íèòî åäèí ñúñåä íà u íå ãî ïîëçâà. Îöâåòÿâàìå u â íåãî è ïîëó÷àâàìå
5-îöâåòÿâàíå íà G:

u

v5

v3v4

v1

v2

Ñëó÷àé II: v2 è v4 ñå íàìèðàò â åäíà è ñúùà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà íà H. Íåêà òàçè ñâúð-çàíàòà êîìïîíåíòà íà H áúäå íàðå÷åíà H ′′. Ïðèìåðíî:
u

v3v4

v1

v2 H ′′

v5
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Â òîçè ñëó÷àé å áåçñìèñëåíî äà ñìåíÿìå îöâåòÿâàíåòî íà âúðõîâåòå îò H ′′ êàòî â Ñëó÷àé I�÷åðâåíî â çåëåíî è îáðàòíî�çàùîòî íÿìà äà �îñâîáîäèì� íèòî ÷åðâåíèÿ, íèòî çåëåíèÿ öâÿòçà u; u áè èìàë è ÷åðâåí, è çåëåí ñúñåä ñëåä ñìÿíàòà. Íî çàáåëÿçâàìå, ÷å v1 è v3 â òîçè ñëó÷àéñà, â íÿêàêúâ ñìèñúë, èçîëèðàíè åäèí îò äðóã. Ôîðìàëíî, â G íå ñúùåñòâóâà àëòåðíèðàùæúëòî-ñèí ïúò ñ êðàèùà v1 è v3. Ñåãà ùå äîêàæåì òîçè �àêò. Òúé êàòî H ′′ å ñâúðçàí,ñúùåñòâóâà àëòåðíèðàù çåëåíî-÷åðâåí ïðîñò ïúò ìåæäó v1 è v3 â H ′′. Íà ñëåäíàòà ðèñóíêàå ïîêàçàí òàêúâ ïðèìåðåí ïúò p, î÷åðòàí â ïóðïóðíî:
p

u

v5

v3v4

v1

v2 H ′′

Çàåäíî ñ ðåáðàòà (u, v4) è (u, v2) è âðúõ u, ïúòÿò p îáðàçóâà ïðîñò öèêúë c â G:
c

u

v5

v3v4

v1

v2

Ñïðÿìî öèêúëà c èìà òî÷íî äâà ðàéîíà íà ðàâíèíàòà è î÷åâèäíî âñåêè âúðõîâåòå v1 è v3 ñåíàìèðà â åäèí îò òåçè ðàéîíè. Ñëåäîâàòåëíî:� íèòî ìîæå äà èìà ðåáðî ñ êðàèùà v1 è v3 â G, çàùîòî òàêîâà ðåáðî áè ïðåñè÷àëî ðåáðîîò c, à ïî êîíñòðóêöèÿ G å ïëàíàðåí;� íèòî ìîæå äà èìà àëòåðíèðàù æúëòî-ñèí ïúò ñ êðàèùà v1 è v3. Àêî äîïóñíåì, ÷å èìàòàêúâ ïúò q è òîé íÿìà îáù âðúõ ñ c, áè èìàëî íåïîçâîëåíî ïðåñè÷àíå íà ðåáðà è G íåáè áèë ïëàíàðåí (q å î÷åðòàí â ñâåòëî ñèíüî):
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q

u

v5

v3v4

v1

v2

Äà äîïóñíåì, ÷å õèïîòåòè÷íèÿò ïúò q èìà ïîíå åäèí îáù âðúõ ñ c. Âúðõîâåòå íà qñà îöâåòåíè â æúëòî è ñèíüî. Âúðõîâåòå íà c ñà îöâåòåíè â òðè öâÿòà: çåëåí, ÷åðâåíè áÿë (òîâà å öâåòúò íà u â ìîìåíòà, u îùå íå å îöâåòåí â íèòî åäèí îò ïåòòå öâÿòà,òàêà ÷å ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å å îöâåòåí â íÿêàêúâ øåñòè âðåìåíåí öâÿò, ïðèìåðíî áÿë).Ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå � îáùèÿò âðúõ òðÿáâà äà å îò åäíà ñòðàíà ñèí èëè æúëò, àîò äðóãà, çåëåí, ÷åðâåí èëè áÿë.
q

u

v5

v3v4

v1

v2

Äîêàçàõìå, ÷å ïðè òåêóùèòå äîïóñêàíèÿ íå ñúùåñòâóâà àëòåðíèðàù æúëòî-ñèí ïúò ìåæäó
v1 è v3. Íåêà J å ïîäãðà�úò íà G, èíäóöèðàí îò æúëòèòå è ñèíèòå âúðõîâå. Ùîì â G íÿìààëòåðíèðàù æúëòî-ñèí ïúò ìåæäó v1 è v3, òî v1 è v3 ñà â ðàçëè÷íè ñâúðçàíè êîìïîíåíòè íà
J. Íåêà v3 ñå íàìèðà â ñâúðçàíàòà êîìïîíåíòà J ′ íà J:
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J ′

v3v4

v1

v2
u

v5

Èçâúðøâàìå ñìÿíà íà öâåòîâåòå æúëòî â ñèíüî è ñèíüî â æúëòî âúðõó J ′, îñòaâÿéêè äðóãèòåâúðõîâå íà G â ñúùèòå öâåòîâå êàòî ïðåäè.
J ′

v3v4

v1

v2
u

v5

Ïî íà÷èí íàïúëíî àíàëîãè÷åí íà Ñëó÷àé I äîêàçâàìå, ÷å ñëåä òàçè ñìÿíà íà öâåòîâåòå íåìîæå äà ïîëó÷èì ðåáðî, ÷èèòî äâà êðàÿ ñà îöâåòåíè â åäèí è ñúùè öâÿò. Íî òîãàâà âðúõ v3ñå îêàçâà æúëò. Ïî òîçè íà÷èí ñè �îñâîáîæäàâàìå� ñèíèÿ öâÿò è îöâåòÿâàìå u â ñèíüî.
v5

v3v4

v1

v2
u
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