
��������� �� ����������

������ �� �� ����� a ∈ Z� ��� a2 � ������ �� a � ������

���� ����������� ���� �� �� ������ ����

(∀a ∈ Z)[a2 � ����� → a � �����].

�� �������� ����������� ����

(∃a ∈ Z)[a2 � ����� ∧ a �� � �����].

�� ������ ���� ������ a� ������ a = 2k + 1� �� ����� k ∈ Z �

a2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1,

����� �������� � ������� ������ �� ��� ����������� �� a2 � ������ ����
��������� �� ������������� ������������ ������ ��������� � ������ �

(∀a ∈ Z)[a2 � ����� → a � �����].

������ �� ��������� ���

��
√
2,
√
3,
√
6 �� �� ���������� ������

��
√
pq �

�
p
q �� �� ���������� ������ ������ p � q �� ������ ������

�� log23 �� � �����������

����

�� �� ��������� ��
√
2 � ���������� ������ ������ ����������� a, b ∈ Z�

������ ��� √
2 =

a

b
.

��� ������������ ����� �� �������� �� a � b �� ���������� ������ �����
����� ���� ��������� ���� �� ����� �� �������� ������ a

b � �����������
��

2b2 = a2.

������ a2 � ����� ����� � ������������ a � ����� ������ ������ ��������
����� �� ��� ������� ����� � ������� ������ ���� a = 2k� �����������
��

2b2 = 4k2,

�� ����� ������� ��
b2 = 2k2.

���� ��������� �� b ���� � ����� ������ b = 2n� ������������� a � b
�� ����� ����� � ���� ��� ������� 2� ����� � ������������ � ������
���������� ���� ��������� �� ������������� ������ ������������ ��√
2 �� � ���������� ������

��



�������� ����� N
��������������� � �������� �� N ������������ �������� ������

P (0) (∀x ∈ N)[P (x) → P (x+ 1)]

(∀x ∈ N)P (x)

���� ��������� �� ��� ������ �� �������� �� ���������� P (x) � �����
�� ����� x ∈ N� �� ������ �� ������� ������ �� P (0) � ���� ���� ��� P (x)
������ �� ���� ���� � ����� P (x+ 1)�

������ �� ��������� ���

�� 3n � ��������

�� n < 2n�

�� 2n < n! �� n ≥ 4�

�� 3|(n3 − n)� a|b ↔ (∃c ∈ N)(b = c · a)

�� 6|(n3 + 11n)�

�� 9|(22n + 15n− 1)�

�� 57|(7n+2 + 82n+1)�

�� �� ����� ������ ��������� A� ��� |A| = n� �� |P(A)| = 2n� P(A) = {B | B ⊆ A}
|A| � ���� �������� �� A

|P(A)| � ���� ��

�������������� �� A

�� C \�n
i=0 Ai =

�n
i=0(C \Ai)�

�� C \�n
i=0 Ai =

�n
i=0(C \Ai)�

�� ��� (∀i ≤ n)[Ai ⊆ Bi]� ��
�n

i=0 Ai ⊆
�n

i=0 Bi�

�� ��� (∀i ≤ n)[Ai ⊆ Bi]� ��
�n

i=0 Ai ⊆
�n

i=0 Bi�

�� (
�n

i=0 Ai) ∪B =
�n

i=0(Ai ∪B)�

�� (
�n

i=0 Ai) ∩B =
�n

i=0(Ai ∩B)�

��
�n

i=0(Ai \B) = (
�n

i=0 Ai) \B�

�� ¬(p1 ∨ p2 ∨ · · · ∨ pn) ↔ (¬p1 ∧ ¬p2 ∧ · · · ∧ ¬pn)�

�� ¬(p1 ∧ p2 ∧ · · · ∧ pn) ↔ (¬p1 ∨ ¬p2 ∨ · · · ∨ ¬pn)�

��
�n

i=0 2
i = 2n+1 − 1�

��
�n

i=0 ar
i = arn+1−a

r−1 �� r �= 1�

��
�n

i=1 i =
n(n+1)

2 �

��
�n

i=1 i
2 = n(n+1)(2n+1)

6 �

��
�n

i=1 i
3 = n2(n+1)2

4 �

��
�n

i=1 i
4 = n(n+1)(2n+1)(3n2+3n−1)

30 �

��



��
�n

i=0(2i+ 1)2 = (n+1)(2n+1)(2n+3)
3 �

��
�n

i=1
1

i(i+1) =
n

n+1 �

��
�n

i=0(− 1
2 )

i = 2n+1+(−1)n

3·2n �

������ ��� ���� �� ������� Hn =
�n

i=1
1
i � ���������� ������� �� ����������

�����

��
�n

i=1 Hi = (n+ 1)Hn − n�

�� H2k ≥ 1 + k/2� �� ����� k ≥ 0�

����� �������� ����� N
������������� � ����� �������� �� N �� ���������� P ������������ �����
���� ������

(∀x ∈ N)[(∀y ∈ N)[y < x → P (y)] → P (x)]

(∀x ∈ N)P (x)

���� �� �������� �������� �� ����� ��������� �� ��������� �� ���������
�� � ������ ���� �� ����� �������� P � ���������� ��

(∀x ∈ N)[(∀y ∈ N)[y < x → P (y)] → P (x)] ∧ (∃x ∈ N)¬P (x).

�� ������ ���������� ������� x0� �� ����� ¬P (x0)� ������

(∀y ∈ N)[y < x0 → P (y)]

� �������������

(∀y ∈ N)[y < x0 → P (y)]

(∀x ∈ N)[(∀y ∈ N)[y < x → P (y)] → P (x)]

(∀y ∈ N)[y < x0 → P (y)] → P (x0)

P (x0)

���� ��������� �� ������������� ������ ����������� �� P (x0) ∧ ¬P (x0)�

������ ��� ��������� �� �� ����� x, y ∈ N

f(x, y) = xy,

������

f(x, y) =





1, x �= 0 ∧ y = 0

f(x, y − 1) ∗ x, x �= 0 ∧ y � �������

f(x, y/2) ∗ f(x, y/2), x �= 0 ∧ y � �����

������ ��� ����� ���������� ����� n ≥ 2 ���� �� �� ������ ���� ������
������� �� ������ ������

����

�� �� n = 2 � �����

��



�� ��� n+ 1 � ������ ������ �� ������ � ����� ��� n+ 1 � ��������� ��

n+ 1 = n1 · n2.

������ n1 = pn1
1 · · · pnk

k � n2 = qm1
1 · · · qmr

r � ������ p1, . . . , pk � q1, . . . , qr ��
������ ������ ������ � ����� �� n ���� � ������������ �� ������ ������

������ ��� ���� ��������� f : N → N � ���������� ����

f(x) = x− 10,x > 100

f(x) = f(f(x+ 11)),x < 100.

��������� �� (∀x ≤ 100)[f(x) = 91]�

�������� ����� N× N
����������� �� ���������� ���������������� ������� ≺ ����� N × N
����

�x, y� ≺ �x�, y�� ↔ x < x� ∨ (x = x� ∧ y < y�).

�������� �������� �x0, y0� ��������� �� ����������� A ⊆ N× N� ���

�x0, y0� ∈ A ∧ (∀�x, y� ∈ A)[�x, y� �≺ �x0, y0�].
��������� �� ����� �������� ������������ A ⊆ N × N ��������� ����
���� ��������� ��������

��������� �� �� ����������� ��������� ������ ���������� ������ ���
����� � � N× N� ���� �� ����������

�x0, y0� � �x1, y1� � �x2, y2� � · · · � �xn, yn� � . . .

����������� �� ��������������� � �������� ����� N × N ������������
�������� ������

(∀�x, y�)[(∀�x�, y��)[�x�, y�� ≺ �x, y� → P (x�, y�)] → P (x, y)]

∀�x, y�P (x, y)

�� �������� �������� �� ��������� �� �� �� � ������ ���� �� ����� ������
��� P � ���������� ��

(∀�x, y�)[(∀�x�, y��)[�x�, y�� ≺ �x, y� → P (x�, y�)] → P (x, y)],

��
∃�x, y�¬P (x, y),

���� ���������� �x, y� ∈ N× N� �� ����� ¬P (x, y)� �� ����������

A = {�x, y� ∈ N× N | ¬P (x, y)}.
��� A � ��������� �� A ��� ��������� ������� �x0, y0�� ������

(∀�x�, y��)[�x�, y�� ≺ �x0, y0� → P (x�, y�)].

�� ��� ������ ��

(∀�x�, y��)[�x�, y�� ≺ �x0, y0� → P (x�, y�)] → P (x0, y0).

���� ��������� �� P (x0, y0)� ����� � �������������

��



���������� �� �� ������� ���� �������� P � �������� �� �������������
���� ������� ����� N×N� ����� ��������� P �� ����������� ������ �0, 0��
���� ���� ���������� �� ��� P � ����� �� ������ ������ �x�, y�� ≺ �x, y�� ��
P � ����� � �� �x, y��

������ ��� ��������� �� f(x, y) = |x− y|� ������

f(x, y) =





y, x = 0

x, y = 0

f(x− 1, y − 1), �����

���� �������� �� (N2,≺)� ������ ≺ � ���������������� �������� �����
���� ��������� ������� (0, 0)�

f(0, 0) = 0 = |0− 0|.

�� ��������� �� �� ����� (u, v) ≺ (x, y)�

f(u, v) = |u− v|.

������ ��� x > 0, y = 0� ��

f(x, 0) = x = |x− 0|.

��� x > 0, y > 0� ��

f(x, y) = f(x− 1, y − 1) = |x− 1− y + 1| = |x− y|.

������ ��� ��������� �� f(x, y) = ���(x, y)� ������ �� x, y ∈ N�

f(x, y) =





f(x− y, y), x > y

f(y, x), x < y

x, x = y.

������ ��� �� ��������� �������� ������� ����� �� ��������

F0 = 0, F1 = 1, . . . , Fn+2 = Fn + Fn+1.

����������

��
�n

i=0 F
2
i = FnFn+1�

��
�n

i=1 F2i−1 = F2n�

��
�2n

i=1 Fi−1Fi = F 2
2n�

�� ���������� ��������� �� ���� F3n �� ������

�� �� n > 0� Fn+1Fn−1 − F 2
n = (−1)n�

�� Fm+n = Fm−1 · Fn + Fm · Fn−1�

�� ��� m|n� �� Fm|Fn�

��



�� ��� n ≥ 3� �� Fn > φn−2� ������ φ = 1+
√
5

2 � ������������ �� φ2 = φ + 1

������ ��� ���� �������
�
n
m

�
= n!

(n−i)!i! � ���������� ������� �����

�� 2n =
�n

i=0

�
n
i

�
�

�� (x+ y)n =
�n

i=0

�
n
i

�
xn−iyi�

��
�
n+1
m+1

�
=

�
n
m

�
+
�

n
m+1

�
�

������ ��� ��������� �� �� ����� m,n ∈ N ����������� p, q ∈ Z� ������
��

p ·m+ q · n = ���(m,n).

��


