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4.2 Кодиране

Разглежзаме LpPAq. Нека z1, z2 . . . е едно фиксирано изреждане на променливите. Полагаме SNpziq “ 2i. Полагаме

още SNp“q “ 1, SNp q “ 3, SNp_q “ 5, SNpDq “ 7, SNp0q “ 9, SNpSq “ 11, SNp`q “ 13, SNp.q “ 15 и SNp†q “ 17.
Дефинираме код xay на терма a чрез

xay “

$
’’’’’’&

’’’’’’%

xSNpxqy, a ” x, x е променлива;

xSNp0qy, a ” 0;

xSNpSq, xa1yy, a ” Sa1;

xSNp`q, xa1y, xa2yy, a ” `a1a2;

xSNp.q, xa1y, xa2yy, a ” .a1a2.

Дефинираме код xAy на формула A чрез

xAy “

$
’’’’’’&

’’’’’’%

xSNp“q, xa1y, xa2yy, A ”“ a1a2;

xSNp†q, xa1y, xa2yy, a ”† a1a2;

xSNp q, xByy, A ”  B;

xSNp_q, xBy, xCyy, A ” _BC;

xSNpDq, xxy, xByy, A ” DxB.

Дефинираме следните изчислими функции и предикати, свързани с кодовете на термовете и формулите.

(i) V blepaq ñ seqpaq & Dxx†apa “ 2xq. Тогава

V blepaq ñ a “ xxy за някоя променлива x.

(ii) Termpaq ñ

$
’’’&

’’’%

0 “ 0, a “ xSNp0qy;

Termppaq1q, a “ xpSNpSq, paq1y;

Termppaq1q & Termppaq2q, a “ xSNp`q, paq1, paq2y _ a “ xSNp.q, paq1, paq2y

V blepaq, иначе.

. Тогава

Termpaq ñ a “ xay за някой терм a.

(iii) AForpaq ñ a “ xpaq0, paq1, paq2y & ppaq0 “ SNp“q _ paq0 “ SNp†qq & Termppaq1q & Termppaq2q. Тогава

AForpaq ñ a “ xAy за някоя атомарна формула A

(iv) Forpaq ñ

$
’’’&

’’’%

Forppaq1q, a “ xSNp q, paq1q;

Forppaq1q & Forppaq2q, a “ xpSNp q, paq1, paq2y;

V bleppaq1q & Forppaq2q, a “ xpSNpDq, paq1, paq2y;

AForpaq, иначе.

. Тогава

Forpaq ñ a “ xAy за някоя формула A.

(v) Subpa, b, cq “

$
’’’’’’&

’’’’’’%

c, V blepaq & a “ b;

xpaq0, Subppaq1, b, cqy, a “ xpaq0, paq1y

xpaq0, Subppaq1, b, cq, Subppaq2, b, cqy, a “ xpaq0, paq1, paq2y & paq0 ‰ SNpDq;

xpaq0, paq1, Subppaq2, b, cqy, a “ xpaq0, paq1, paq2y & paq0 “ SNpDq & paq1 ‰ b;

a, иначе.

. Тогава

Subpxay, xxy, xbyq “ xaxrbsy, за всеки два терма a,b и всяка променлива x

SubpxAy, xxy, xayq “ xAxrasy, за всяка формула A, всяка променлива x и всеки терм a, подходящ за замяна.

(vi) Frpa, bq ñ

$
’’’&

’’’%

a “ b, V blepaq;

Frppaq1, bq, a “ xpaq0, paq1y

Frppaq1, bq _ Frppaq2, bq, a “ xpaq0, paq1, paq2y & paq0 ‰ SNpDq;

Frppaq2, bq & paq1 ‰ b, иначе

. Тогава за всеки терм a и всяка

променлива x е в сила

Frpxay, xxyq ñ x е променлива на a,
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а за всяка формула A и всяка променлива x е в сила

FrpxAy, xxyq ñ x участва свободно в A.

(vii) Subtlpa, b, cq ñ

$
’’’&

’’’%

Subtlppaq1, b, cq, a “ xpaq0, paq1y;

Subtlppaq1, b, cq & Subtlppaq2, b, cqq, a “ xpaq0, paq1, paq2y & paq0 ‰ SNpDq;

Subtlppaq2, b, cq &  Frpc, paq1qq, a “ xpaq0, paq1, paq2y & paq0 “ SNpDq & paq1 ‰ b

0 “ 0, иначе

. Тогава

за всяка формула A, всяка променлива x и всеки терм a е в сила

SubtlpxAy, xxy, xayq ñ a е подходящ за замяна на x в A.

(viii) PAxpaq ñ a “ xSNp_q, xSNp q, paq2y, paq2y & Forppaq2q. Тогава

PAxpaq ñ a “ x A _ Ay за някоя формула A,

т.е. a е код на съждителна аксиома.

(ix) SAxpaq ñ Dxx†aDyy†aDzz†apa “ xSNp_q, xSNp q, Subpx, y, zqy, xSNpDq, y, xy & Forpxq & V blepyq & Termpzq &
Subtlpx, y, zqq. Тогава

SAxpaq ñ a е код на аксиома за субституцията.

(x) EAxpaq, където

EAxpaq ñ a е код на аксиома за равенството.

(xi) LAxpaq ñ PAxpaq _ SAxpaq _ EAxpaq. Тогава

LAxpaq ñ a е код на логическа аксиома.

Нелогическите аксиоми N1�N9 на PA са конкретни формули, имащи конкретни кодове. Нека тези кодове са

a1, . . . a9.

(xii) NAxPApaq ñ

™

1§i§9

a “ ai _ Dxx†aDyy†apa “ xSNp_q, xSNp q, Subpx, y, xSNp0qyy,

xSNp_q, xSNp q, xSNpDq, y, xSNp q, xSNp_q, xSNp q, xy, Subpx, y, xSNpSq, yyyyy, xyy & Forpxq & V blepyqq. То-

гава

NAxpaq ñ a е код на нелогическа аксиома на PA.

(xiii) AxPApaq ñ LAxpaq _ NAxPApaq. Тогава

AxPApaq ñ a е код на аксиома на PA.

(xiv) ERpa, bq ñ b “ xSNp_q, pbq1, ay. Тогава за всеки две формули A и B е в сила ERpxAy, xByq тогава и само

тогава, когато B се получава от A чрез (ПР).

Дефинираме съответните предикати за (ПСв), (ПА), (ПС) и (ПD)

(xv) CRpa, bq ñ a “ xSNp_q, b, by

(xvi) ARpa, bq ñ paq0 “ SNp_q & paq2,0 “ SNp_q & b “ xSNp_q, xSNp_q, a1, a2,1y, a2,2y

(xvii) TRpa, b, cq ñ paq0 “ SNp_q & pbq0 “ SNp_q & pbq1 “ xSNp q, pa1qy & c “ xpSNp_q, paq2, pbq2y.

(xviii)
IRpa, bq ñ paq0 “ SNp_q & paq1,0 “ SNp q &  Frppaq2, pbq1,1,1 &

b “ xSNp_q, xSNp q, xSNpDq, pbq1,1,1, paq1yy, paq2y
.

Кодът на редицата от изрази u1, . . . ,un е xxu1y, . . . , xunyy.

(xix) PrfPApaq ñ seqpaq & lhpaq ‰ 0 & @ii†lhpaqpForppaqiq & pAxPAppaqiq_Djj†iDkk†ipERppaqj , paqiq_CRppaqj , paqiq_

ARppaqj , paqiq _ TRppaqj , paqk, paqiq _ IRppaqj , paqiqqq. Тогава

PrfPApaq ñ a “ xxA1y, . . . , xAnyy за някое доказателство A1, . . . ,An в PA.

(xx) PrPApa, bq ñ PrfPApbq & a “ pbqlhpbq´1. Тогава

PrPApxAy, bq ñ b е код на доказателство на A.

Дефинираме още предиката

ThmPApaq ñ DxPrPApa, xq.

Тогава

ThmPApxAyq ñ $PA A.


