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4.6 Втора теорема за непълнота
Да напомним, че една функция наричаме изчислима, ако тя може да се получи от функциия In

k
, 1 § k § n, `, .,

K† чрез краен брой суперпозииции и прилагане на µ-оператори. Така

C1. Функциите In
k
, 1 § k § n, `, ., K† са изчислими.

C2. Ако F е k-местна функция изчислима функция, а G1, . . . , Gk са изчислими n-местни функции, то функцията

H : Nn
Ñ N, действаща по правилото

Hpaq “ F pG1paq, . . . , Gkpaqq.

също е изчислима.

C3. Ако G е n ` 1 местна изчислима функция и @aDxpGpa, xq “ 1q, то n-местната функция F , действаща по

правилото

F paq “ µxrGpa, xq “ 1s

също е изчислима.

Ще казваме, че предикатът P е изчислим, ако KP и изчислима функция.

C4. Ако Q е изчислим, k-местен предикат и F1, . . .Fk са n-местни изчислими функции, то n местната релация P ,

дефинирана чрез

P paq ñ QpF1paq, . . . , Fkpaqq

също е изчислима.

C5. Ако P е n ` 1-местен изчислим предикат, такъв че @aDxP pa, xq, то n-местната функция F , действаща по

правилото

F paq “ µxrP pa, xqs

също е изчислима.

В общия случай, ако една функция или предикат е дефинирана чрез явна дефиниция, в която участват само

променливи, (символи за) изчислими функии и предикати, и µ-оператори (приложени, така че резултатът да бъде

тотална функция), то тя е изчислима.

C6. Константните функции са изчислими.

C7. Нека P и Q са изчислими предикати. Тогава  P , P _ Q, P & Q, P Ñ Q, P Ø Q са изчислими.

C8. Предикатите †, §, •, ° и “ са изчислими.

С9. Ако P е n ` 1-местен изчислим предикат, то n ` 1-местната функция F , дефинирана чрез

F pb, aq “ µxx†bP pa, xq

е изчислима.

С10. Нека P е n ` 1-местен изчислим предикат. Тогава n ` 1-местните предикати Q и R, дефинирани чрез

Qpb, aq ñ Dxx†bP pa, xq,

Rpb, aq ñ @xx†bP pa, xq

са изчислими.

С11. Функцията ´ е изчислима.

С12. Нека G1, . . . , Gk са n-местни изчислими функции, R1, . . . , Rk са n-местни изчислими предикати, такива че

за всяко a, точно едно от R1paq, . . . , Rkpaq е вярно. Тогава n-местната функция F , дефинирана чрез

F paq “

$
’’’’&

’’’’%

G1paq, R1paq;

G2paq, R2paq;
.
.
.

Gkpaq, Rkpaq

е изчислима.
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С13. Нека Q1, . . . , Qk са n-местни изчислими предикати, а R1, . . . , Rk са n-местни изчислими предикати, такива

че за всяко a, точно едно от R1paq, . . . , Rkpaq е вярно. Тогава n-местният предикат P , дефиниран чрез

P paq ñ

$
’’’’&

’’’’%

Q1paq, R1paq;

Q2paq, R2paq;
.
.
.

Qkpaq, Rkpaq

е изчислим.

OP pa, bq “ pa ` bqpa ` bq ` a ` 1,

�pa, iq “ µxx†a´1 rDyy†aDzz†apa “ OP py, zq & pyOP px, iq ` 1q | zqs .

Теорема 4.16. (i) �pa, iq § a ´ 1 за всяко a и i;

(ii) за всяка редица a0, a1, . . . , ak съществува a, такова че

�pa, iq “ ai, 0 § i § k.

lhpaq “ �pa, 0q,

paqi “ �pa, i ` 1q,

xa0, . . . , an´1y “ µxrlhpxq “ n & pxq0 “ a0 & . . .& pxqn “ ans,

Seqpaq ñ @xx†aplhpxq ‰ lhpaq _ Dii†lhpaqppxqi ‰ paqiqq,

Inpa, kq “ µxrlhpxq “ k & @ii†kppxqi “ paqiqs,

a ˚ b “ µxrlhpxq “ lhpaq ` lhpbq & @ii†lhpaqppxqi “ paqiq & @ii†lhpbqppxqi`lhpaq “ pbqiqs,

F pa, nq “ µxrlhpxq “ n & pxq0 “ F pa, 0q & @ii†nppxqi “ F pa, iqqs.

За всяко фиксирано n имаме F pa, nq “ xF pa, 0q, . . . , F pa, n ´ 1qy. При това F pa, nq “ pF pa, n ` 1qqn.

C14. Ако G е n ` 2-местна изчислима функция и F е n ` 1-местна функция, дефинирана чрез рекурсията

F pa, aq “ Gpa, a, F pa, aqq,

то F е изчислима.

Разглеждаме LpPAq. Нека z1, z2 . . . е едно фиксирано изреждане на променливите. Полагаме SNpziq “ 2i.
Полагаме още SNp“q “ 1, SNp q “ 3, SNp_q “ 5, SNpDq “ 7, SNp0q “ 9, SNpSq “ 11, SNp`q “ 13, SNp.q “ 15 и

SNp†q “ 17. Дефинираме код xay на терма a чрез

xay “

$
’’’’’’&

’’’’’’%

xSNpxqy, a ” x, x е променлива;

xSNp0qy, a ” 0;

xSNpSq, xa1yy, a ” Sa1;

xSNp`q, xa1y, xa2yy, a ” `a1a2;

xSNp.q, xa1y, xa2yy, a ” .a1a2.

Дефинираме код xAy на формула A чрез

xAy “

$
’’’’’’&

’’’’’’%

xSNp“q, xa1y, xa2yy, A ”“ a1a2;

xSNp†q, xa1y, xa2yy, a ”† a1a2;

xSNp q, xByy, A ”  B;

xSNp_q, xBy, xCyy, A ” _BC;

xSNpDq, xxy, xByy, A ” DxB.

Дефинираме следните изчислими функции и предикати, свързани с кодовете на термовете и формулите.
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(i) V blepaq ñ seqpaq & Dxx†apa “ 2xq. Тогава

V blepaq ñ a “ xxy за някоя променлива x.

(ii) Termpaq ñ

$
’’’&

’’’%

0 “ 0, a “ xSNp0qy;

Termppaq1q, a “ xpSNpSq, paq1y;

Termppaq1q & Termppaq2q, a “ xSNp`q, paq1, paq2y _ a “ xSNp.q, paq1, paq2y

V blepaq, иначе.

. Тогава

Termpaq ñ a “ xay за някой терм a.

(iii) AForpaq ñ a “ xpaq0, paq1, paq2y & ppaq0 “ SNp“q _ paq0 “ SNp†qq & Termppaq1q & Termppaq2q. Тогава

AForpaq ñ a “ xAy за някоя атомарна формула A

(iv) Forpaq ñ

$
’’’&

’’’%

Forppaq1q, a “ xSNp q, paq1q;

Forppaq1q & Forppaq2q, a “ xpSNp q, paq1, paq2y;

V bleppaq1q & Forppaq2q, a “ xpSNpDq, paq1, paq2y;

AForpaq, иначе.

. Тогава

Forpaq ñ a “ xAy за някоя формула A.

(v) Subpa, b, cq “

$
’’’’’’&

’’’’’’%

c, V blepaq & a “ b;

xpaq0, Subppaq1, b, cqy, a “ xpaq0, paq1y

xpaq0, Subppaq1, b, cq, Subppaq2, b, cqy, a “ xpaq0, paq1, paq2y & paq0 ‰ SNpDq;

xpaq0, paq1, Subppaq2, b, cqy, a “ xpaq0, paq1, paq2y & paq0 “ SNpDq & paq1 ‰ b;

a, иначе.

. Тогава

Subpxay, xxy, xbyq “ xaxrbsy, за всеки два терма a,b и всяка променлива x

SubpxAy, xxy, xayq “ xAxrasy, за всяка формула A, всяка променлива x и всеки терм a, подходящ за замяна.

(vi) Frpa, bq ñ

$
’’’&

’’’%

a “ b, V blepaq;

Frppaq1, bq, a “ xpaq0, paq1y

Frppaq1, bq _ Frppaq2, bq, a “ xpaq0, paq1, paq2y & paq0 ‰ SNpDq;

Frppaq2, bq & paq1 ‰ b, иначе

. Тогава за всеки терм a и всяка

променлива x е в сила

Frpxay, xxyq ñ x е променлива на a,

а за всяка формула A и всяка променлива x е в сила

FrpxAy, xxyq ñ x участва свободно в A.

(vii) Subtlpa, b, cq ñ

$
’’’&

’’’%

Subtlppaq1, b, cq, a “ xpaq0, paq1y;

Subtlppaq1, b, cq & Subtlppaq2, b, cqq, a “ xpaq0, paq1, paq2y & paq0 ‰ SNpDq;

Subtlppaq2, b, cq &  Frpc, paq1qq, a “ xpaq0, paq1, paq2y & paq0 “ SNpDq & paq1 ‰ b

0 “ 0, иначе

. Тогава

за всяка формула A, всяка променлива x и всеки терм a е в сила

SubtlpxAy, xxy, xayq ñ a е подходящ за замяна на x в A.

(viii) PAxpaq ñ a “ xSNp_q, xSNp q, paq2y, paq2y & Forppaq2q. Тогава

PAxpaq ñ a “ x A _ Ay за някоя формула A,

т.е. a е код на съждителна аксиома.

(ix) SAxpaq ñ Dxx†aDyy†aDzz†apa “ xSNp_q, xSNp q, Subpx, y, zqy, xSNpDq, y, xy & Forpxq & V blepyq & Termpzq &
Subtlpx, y, zqq. Тогава

SAxpaq ñ a е код на аксиома за субституцията.
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(x) EAxpaq, където

EAxpaq ñ a е код на аксиома за равенството.

(xi) LAxpaq ñ PAxpaq _ SAxpaq _ EAxpaq. Тогава

LAxpaq ñ a е код на логическа аксиома.

Нелогическите аксиоми N1�N9 на PA са конкретни формули, имащи конкретни кодове. Нека тези кодове са

a1, . . . a9.

(xii) NAxPApaq ñ

™

1§i§9

a “ ai _ Dxx†aDyy†apa “ xSNp_q, xSNp q, Subpx, y, xSNp0qyy,

xSNp_q, xSNp q, xSNpDq, y, xSNp q, xSNp_q, xSNp q, xy, Subpx, y, xSNpSq, yyyyy, xyy & Forpxq & V blepyqq. То-

гава

NAxpaq ñ a е код на нелогическа аксиома на PA.

(xiii) AxPApaq ñ LAxpaq _ NAxPApaq. Тогава

AxPApaq ñ a е код на аксиома на PA.

(xiv) ERpa, bq ñ b “ xSNp_q, pbq1, ay. Тогава за всеки две формули A и B е в сила ERpxAy, xByq тогава и само

тогава, когато B се получава от A чрез (ПР).

Дефинираме съответните предикати за (ПСв), (ПА), (ПС) и (ПD)

(xv) CRpa, bq ñ a “ xSNp_q, b, by

(xvi) ARpa, bq ñ paq0 “ SNp_q & paq2,0 “ SNp_q & b “ xSNp_q, xSNp_q, a1, a2,1y, a2,2y

(xvii) TRpa, b, cq ñ paq0 “ SNp_q & pbq0 “ SNp_q & pbq1 “ xSNp q, pa1qy & c “ xpSNp_q, paq2, pbq2y.

(xviii)
IRpa, bq ñ paq0 “ SNp_q & paq1,0 “ SNp q &  Frppaq2, pbq1,1,1 &

b “ xSNp_q, xSNp q, xSNpDq, pbq1,1,1, paq1yy, paq2y
.

Кодът на редицата от изрази u1, . . . ,un е xxu1y, . . . , xunyy.

(xix) PrfPApaq ñ seqpaq & lhpaq ‰ 0 & @ii†lhpaqpForppaqiq & pAxPAppaqiq_Djj†iDkk†ipERppaqj , paqiq_CRppaqj , paqiq_

ARppaqj , paqiq _ TRppaqj , paqk, paqiq _ IRppaqj , paqiqqq. Тогава

PrfPApaq ñ a “ xxA1y, . . . , xAnyy за някое доказателство A1, . . . ,An в PA.

(xx) PrPApa, bq ñ PrfPApbq & a “ pbqlhpbq´1. Тогава

PrPApxAy, bq ñ b е код на доказателство на A.

Дефинираме още предиката

(xxi) ThmPApaq ñ DxPrPApa, xq.

Тогава

ThmPApxAyq ñ $PA A.

Казваме, че A с x1, . . . ,xk,y представя k-местната функция F , ако за всеки избор на естествени числа n1, . . . , nk

e в сила

$PA´ Ax1...xnrn1, . . . , nks Ø y “ F pn1, . . . , nkq,

Казваме, че A с x1, . . . ,xk представя k-местния предикат P , ако за всеки избор на естествени числа n1, . . . , nk

са в сила

P pa1, . . . , anq ùñ $PA´ Ax1...xnrn1, . . . , nks;

 P pa1, . . . , anq ùñ $PA´  Ax1...xnrn1, . . . , nks;

Казваме, че P е представим, ако P може да се представи чрез някоя формула.

Формулите x “ y, x † y с променливите x, y и формулите x ` y “ z, x.y “ z с променливите x, y, z представят

съответно предикатите “, † и функциите `, .. Нека се обедим за формулата x ` y “ z. Трябва да докажем, че за
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произволни естествени m и n е в сила $PA´ m`n “ z Ø z “ n ` m. Предвид транзитивността и симетричността

на равенството, достатъчно е да докажем, че $PA´ m ` n “ n ` m:

x ` 0 “ x
(N3)

m ` 0 “ m
(ПЗ)

x ` Sy “ Spx ` yq

(N4)

m ` 1 “ Spm ` 0q

(ПЗ)

m ` 1 “ m ` 1
(Т=)

.

.

.

.

m ` n ´ 1 “ m ` n ´ 1

x ` Sy “ Spx ` yq

(N4)

m ` n “ Spm ` n ´ 1q

(ПЗ)

m ` n “ m ` n
(Т=)

Използвайки, теоремата за равенството и

$PA´ x † n ` 1 Ñ px “ 0 _ x “ 1 _ ¨ ¨ ¨ _ x “ nq

доказваме, че

1. Ако B с y1, . . . ,ym,y представя G, а Bi с x1, . . . ,xk,yi представя Hi, 1 § i § m, то формулата

A ” Dy1 . . . DympB1 & . . . & Bm & Bq

с x1, . . . ,xk,y представя F , дефинирана чрез

F pa1, . . . , akq “ GpH1pa1, . . . , akq, . . . , Hmpa1, . . . , akqq,

2. Ако B с x1, . . . ,xk,x,y представя G, то формулата

A ” Byr1s & @zpz † x Ñ  Bxyrz, 1sq.

с x1, . . . ,xk,y представя F , дефинирана чрез

F pa1, . . . , akq “ µxpGpa1, . . . , ak, xq “ 1q

Теорема 4.17. Всяка изчислима функция и предикат е представим.
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Лема 4.18 (Пълна индукция). За всяка формула A на PA и всеки две различни променливи x,y, такива че

y не участва в A е в сила

$PA @xp@ypy † x Ñ Axrysq Ñ Aq Ñ @xA.

Доказателство. Нека F се получава от PA добавяйки нови константи и нелогическа аксиома @ypy † x Ñ A
1
xrysq Ñ

A
1
, където A

1
се получава от A, замествайки свободните променливи на A, различни от x, с нови константи.

Ще докажем, че @ypy † x Ñ Axrysq е теорема на F с индукция по x. Първо да отбележим, че $F y �† 0,
откъдето $F y † 0 Ñ A

1
xrys и следователно

$F @ypy † 0 Ñ A
1
xrysq

От друга страна

$F @ypy † x Ñ A
1
xrysq Ñ y † x Ñ A

1
xrys

и

$F @ypy † x Ñ A
1
xrysq Ñ y “ x Ñ A

1
xrys.

Но $F y † Sx Ø py † x _ y “ xq и значи

$F @ypy † x Ñ A
1
xrysq Ñ y † Sx Ñ A

1
xrys,

откъдето

$F @ypy † x Ñ A
1
xrysq Ñ @ypy † Sx Ñ A

1
xrysq.

Следователно $F @ypy † x Ñ A
1
xrysq, откъдето (съгласно теоремата за дедукцията и контстантите)

$PA @xp@ypy † x Ñ Axrysq Ñ Aq Ñ @ypy † x Ñ Axrysq.

Оттук, (TT) и (TЗ),

$PA @xp@ypy † x Ñ Axrysq Ñ Aq Ñ A.

l
От теоремата за пълната индукция и теоремата за тавтологиите получаваме принципа за най-малкия елемент

$PA DxA Ñ DxpA & @ypy † x Ñ  Axrysqq.

В сила е

ppA & @ypy † x Ñ  Axrysqq & pAxrx
1
s & @ypy † x

1
Ñ  Axrysqq Ñ x “ x

1.

Следователно, ако A е формула със свободни променливи x1, . . . ,xn,x от разширение с дефиниции P на PA и

$P DxA,

то можем да въведем нов n-местен функционален символ f чрез аксиомата

fx1 . . .xn “ x Ø pA & @ypy † x Ñ  Axrysqq.

Ще пишем

fx1 . . .xn “ µxA. (1)

Под изчислимо разширение на PA ще разбираме разширение с дефиниции, за което дефиниращите аксиоми

на предикатните символи са безкванторни, а дефиниращите аксиоми на функционалните символи са от вида (1),

където A е безкванторна. Ясно е, че нововъдените функции и предикати в едно изчислимо разширение на PA са

изчислими. Сега ще покажем, че има изчислими разширения със функционални и предикатни символи за всички

функции и предикати от раздел 4.2.

Да отбележим, че условието за тоталност на за дефиниция от вида fx1 . . .xn “ µxpx “ aq, a e терм, е $P Dxpx “

aq, което е в сила съгласно аксиома за субституцията. При това, тази дефинираща аксиома ни дава fx1 . . .xn “ a.

Ако сме въвели предикатът R, то можем да въведем KR, тъй като

KRpa1, . . . , anq “ µxrpRpa1, . . . , anq & x “ 1q _ p Rpa1, . . . , anq & x “ 0qs,

т.е.

KRx1 . . .xn “ µxppRx1 . . .xn & x “ S0q _ p Rx1 . . .xn & x “ 0qq
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като условието за тоталност

DxppRx1 . . .xn & x “ S0q _ p Rx1 . . .xn & x “ 0qq

следва от теоремата за тавтологиите и аксиомата за субституцията. Използвайки дефиниращата аксиома можем

да докажем

Rx1 . . .xn Ñ KRx1 . . .xn “ 1
 Rx1 . . .xn Ñ KRx1 . . .xn “ 0

Обратно, ако KR е въведена, то можем да въведем предиката R, чрез

Rpa1, . . . , anq Ø KRpa1, . . . , anq “ 1.

Функциите In
i

можем да въведем чрез

In
i

pa1, . . . , anq “ ai.

Функциите `, . и предикатът † са първични за PA. В частност можем да въведем K†.

Ако F се дефинира чрез F pa1, . . . , anq “ GpH1pa1, . . . , anq, . . . , Hkpa1, . . . , anqq и G,H1, . . . , Hk са въведени то

можем да въведем F чрез

Fx1 . . .xn “ GH1x1 . . .xn . . .Hkx1 . . .xn

Ако F се дефинира чрез F pa1, . . . , anq “ µxpGpa1, . . . , an, xq “ 1q и G е вече въведена, то можем да въведем F ,

стига DxpGx1 . . .xnx “ S0q да е теорема.

Всяка константна функция може да се въведе чрез

Fmx1 . . .xn “ m.

Ясно е, че ако R и Q са въведени предикати, то  R, R_Q, R Ñ Q, R & Q и R Ø Q също могат да бъдат въведени

и значи и предикатите °,§,•.

Ако F се дефинира чрез F pb, a1, . . . , anq “ µxx†bRpa1, . . . , an, xq, където R е въведен предикат, то можем да

въведем F чрез

Fyx1 . . .xn “ µxpRx1 . . .xnx _ x “ yq, (2)

тъй като условието за тоталност е следствие на аксиомата за тъждеството и аксиомата за субституцията.

Ако предикатът Q се дефинира чрез Qpb, a1, . . . , anq ñ Dxx†bRpa1, . . . , an, xq, където R е въведен предикат,

то можем да въведем Q чрез

Qyx1 . . .xn Ø Fyx1 . . .xn † y,

където F е въведено чрез (2). Тогава Qyx1 . . .xn Ø Dxpx † y & Rx1 . . .xnxq е теорема.

Универсалният ограничен квантор се въвежда на три стъпки възполвзайки се от това, че @xx†b е еквивалентно

на  Dxx†b .

Въвеждаме функция ´ чрез

x ´ y “ µzpy ` z “ x _ x † yq,

като условието за тоталност Dzpy ` z “ x _ x † yq се доказва с индукция по y.

Нека F е дефинирана чрез F pa1, . . . , anq “

$
’’&

’’%

G1pa1, . . . , anq, Q1pa1, . . . , anq

.

.

.

Gkpa1, . . . , anq, Qkpa1, . . . , anq

, където G1, . . . , Gk, Q1, . . . , Qk са

вече въведени. Нека още Q1x1 . . .xn _ . . . _ Qkx1 . . .xn и  pQix1 . . .xn & Qjx1 . . .xnq, 1 § i † j § k са теореми.

Тогава можем да въведем F чрез

Fx1 . . .xn “ µxppQ1x1 . . .xn & x “ G1x1 . . .xnq _ . . . _ pQkx1 . . .xn & x “ Gkx1 . . .xnq.

Условието за тоталност е следствие на Q1x1 . . .xn_ . . ._Qkx1 . . .xn, а от  pQix1 . . .xn & Qjx1 . . .xnq, 1 § i † j § k
можем да докажем, че Qix1 . . .xn Ñ Fx1 . . .xn “ Gix1 . . .xn.

Ако R е предикат, дефиниран чрез Rpa1, . . . , anq ñ

$
’’&

’’%

R1pa1, . . . , anq, Q1pa1, . . . , anq

.

.

.

Rkpa1, . . . , anq, Qkpa1, . . . , anq

, където R1, . . . , Rk, Q1, . . . , Qk

са вече въведени. Нека още Q1x1 . . .xn _ . . . _ Qkx1 . . .xn и  pQix1 . . .xn & Qjx1 . . .xnq, 1 § i † j § k са теореми.

Тогава можем да въведем R чрез

Rx1 . . .xn Ø ppQ1x1 . . .xn & R1x1 . . .xnq _ . . . _ pQkx1 . . .xn & x “ Rkx1 . . .xnq.
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Можем да въведем OP , | и � както в раздел 4.1. Основното свойство на � се изразява чрез формулите Dx@ypy †

z Ñ �xy “ aq, където x,y, z са различни и x, z не участват в терма a. Можем да докажем, че тези формули са

теореми, повтаряйки доказателството от раздел 4.1, като предварително въведем предикати Prime и CoPrime и

докажем техните основни аритметични свойства, които се използват в доказателството. Тези теореми ни дават

условията за тоталност, необходими за въвеждането на xa1, . . . , any. Можем да въведем F и F pa1, . . . , an, bq “

GpF pa1, . . . , an, bq, a1, . . . , an, bq.
Следователно можем да въведем последователно V ble, Term, AFor, For, Sub, Fr, Subtl, PAx, SAx, EAx,LAx,

NAxPA, AxPA, ER, CR, AR, TR, IR, PrfPA и PrPA. Тези предикати и функции са изчислими, така че получаваме

изчислимо разширение на PA. Накрая въвеждаме предиката ThmPA чрез дефиниращата аксиома

ThmPAx Ø DyPrPAxy.

Ако A е формула, използваща въведените изчислими предикати и функции, то xAy е кодът на превода на A в PA,

където за превод на нововъдените предикати и функции се използват съответните представляващи формули от

LpPAq. xThmPAxy “ xSNpDq, SNpyq, xPrPAxyyy.

1. $PA` SubpxAy, xxy, xayq “ xAxrasy.

2. Ако $PA` A, то $PA ThmPAxAy.

3. $PA` ThmPAxAy Ñ ThmPAxThmPA` xAyy.

4. $PA` ThmPAxA Ñ By Ñ ThmPAxAy Ñ ThmPAxBy.

Да разгледаме третото свойство. То е следствие на това, че ако p е дефиниран изчислим предикат, а f е

дефинирана изчислима функция, то

$PA` px1 . . .xn Ñ ThmPASbnpxDpy, Numx1, . . . , Numxnq, (1)

$PA` fx1 . . .xn “ y Ñ ThmPASbn`1pxDf y, Numx1, . . . , Numxn, Numyq, (2)

където Dp чрез x1, . . . ,xn предствавя p, Df чрез x1, . . . ,xn,y предствавя f , а Sbn се получава чрез n последователни

прилагания на Sub. Тогава за дефинирания изчислим предикат PrPAxAyy имаме

$PA` PrPAxAyy Ñ ThmPAxPrPAxAyNum yy

От друга страна

$PA` ThmPAxPrPAxAyNum yy Ñ ThmPAxDyPrPAxAyyy

и следователно

$PA` PrPAxAyy Ñ ThmPAxThmPAxAyy.

По същество (1) и (2) представляват формализация в PA на теоремата за представимост на изчислимите пре-

дикати и функции, като тяхното доказателство е формализация в PA на доказателството на тази теорема. Ще

илюстрираме тази идея за функцията `. За нея трябва да докажем частния случай на (2)

$PA` x ` y “ z Ñ ThmPASb3pxx ` y “ zy, Numx,Numy,Numzq.

Предвид теоремата за равенството достатъчно е да докажем

$PA` ThmPASb3pxx ` y “ zy, Numx,Numy,Numpx ` yqq (3)

Това е формалният еквивалент, на
”
$PA´ m ` n “ m ` n за произволни естествени m и n“, което твърдение

доказахме по следния начин:

x ` 0 “ x
(N3)

m ` 0 “ m
(ПЗ)

x ` Sy “ Spx ` yq

(N4)

m ` 1 “ Spm ` 0q

(ПЗ)

m ` 1 “ m ` 1
(Т=)

.

.

.

.

m ` n ´ 1 “ m ` n ´ 1

x ` Sy “ Spx ` yq

(N4)

m ` n “ Spm ` n ´ 1q

(ПЗ)

m ` n “ m ` n
(Т=)

Тук се срещаме със следния проблем � за да докажем (3) ни трябва едно доказателство, независещо от y, докато

за различни конкретни n горното доказателство е различно. Нека обаче да забележим, че единствената разлика

е в дължината на доказатлеството, а то самото е еднотипно, независимо от стойността на n. Нещо повече, бихме
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могли да съкратим доказателството, използвайки
”
индукция“ по n, а именно: $PA´ m ` 0 “ m ` 0 следва от (N3)

и правилото за замяната. Нека сега n е такова, че $PA´ m ` n “ m ` n. От (N4) и правилото за замяната имаме

$PA´ m ` n ` 1 “ Spm ` nq, откъдето $PA´ m ` n ` 1 “ Sm ` n съгласно теоремата за равенството.

В тази си форма доказателството може да бъде преобразувано до доказателство чрез индукция по y в PA`
на

ThmPASb3pxx ` y “ zy, Numx,Numy,Numpx ` yqq.

Имаме $PA` PrPArSb3pxx ` y “ zy, Numx, Num 0, Numpx`0qqs, bs, където b е кодът на редицата от кодове на фор-

мули, представляваща разписано правило за замяната, чрез което от xx ` 0 “ xy получаваме Sb3pxx ` y “ zy, Numx,
Num 0, Numxq, което пък е равно на Sb3pxx ` y “ zy, Numx, Num 0, Numpx ` 0qq. Следователно

$PA` ThmPASb3pxx ` y “ zy, Numx,Num 0, Numpx ` 0qq.

Нека ↵ и � са нови константи и добавим аксиома PrPArSb3pxx ` y “ zy, Num↵, Numy,Nump↵ ` yqq,�s. Нека b1

е код на редица от кодове на формули, разписавща правилото за замяната и теоремата за равенството, чрез

които от xx ` Sy “ Spx ` yqy и новата аксиома получаваме Sb3pxx ` y “ zy, Num↵, NumpSyq, Nump↵`Syqq. Тогава,

използвайки новата аксиома можем да докажем PrPArSb3pxx ` y “ zy, Num↵, NumSpyq, Nump↵`Syqq,�˚bs. Оттук

и теоремdта за дедукцията и теоремата за константите $PA PrPArSb3pxx ` y “ zy, Numx,Numy,Numpx`yqq, z1
s Ñ

PrPArSb3pxx ` y “ zy, Numx,NumSpyq, Numpx ` Syqq, z1
˚ bs и следователно

$PA ThmPASb3pxx ` y “ zy, Numx,Numy,Numpx`yqq Ñ ThmPASb3pxx ` y “ zy, Numx,NumSpyq, Numpx`Syqq

Теорема 4.19. За всяка формула A с единствена свободна променлива x съществува затворена формула A
1
,

такава че

$PA` B Ø ArxBys.

Доказателство. Нека C е формулата ArSubpx, xxy, Numxqs и нека B е формулата CrxCys. Имаме

$PA` SubpxCy, xxy, NumxCyq “ xCrxCysy, т.е.

$PA` SubpxCy, xxy, NumxCyq “ xBy.

От друга страна

B ” CrxCys ” ArSubpxCy, xxy, NumxCyqs,

и значи от теоремата за равенството получаваме

$PA` B Ø ArxBys.

Нека ConPA е формулата  ThmPAxx ‰ xy

Теорема 4.20 (Gödel). Ако PA е непротиворечива, то &PA` ConPA.

Доказателство. Нека B е затворена формула, такава че

$PA` B Ø  ThmPArxBys.

Последователно получаваме

$PA` B Ñ  ThmPAxBy,
$PA` ThmPAxB Ñ  ThmPAxByy,
$PA` ThmPAxBy Ñ ThmPAx ThmPAxByy.

От друга страна

$PA` ThmPAxBy Ñ ThmPAxThmPAxByy,
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така че

$PA` ThmPAxBy Ñ  ConPA,

и следователно

$PA` ConPA Ñ B.

Да допуснем, че $PA ConPA. Тогава

$PA` B,

откъдето

$PA` ThmPApxByq,

така че

$PA`  ConPA

и следователно PA е противоречива.


