
Глава 3
Модели на формални системи от първи ред

3.1 Структури за езици от първи ред
Нека L е език от първи ред. Всяка структура A за L се състои от

• непразно множество |A|, наричано носител на A;

• n-местна операция fA в |A| (т.е. fA : |A|
n

Ñ |A|) за всеки n-местен функционален символ f на L;

• n-местна релация pA в |A| (т.е. pA Ñ |A|
n
) за всеки нелогически n-местен предикатен символ p на L;

Забележка 1.Бихме могли да разглеждаме и едно малко по-различно понятие за структура, а именно: обобщена

структура A за L се състои от

• носителят |A| на A е непразен клас tx | Au, където A е формула на ZF , в която x е единствената свободна

променлива.

• за всеки n-местен функционален символ f на L, n-местна операция FA (т.е. FA е n-местен функционален

символ на ZF , получен посредством разширение с дефиниции), такава че

$ZF Axrx1s Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ Axrxns Ñ AxrFAx1 . . .xns

• за всеки n-местен нелогически предикатен символ p на L, n-местна релация PA (т.е. PA е n-местен предикатен

символ на ZF , получен посредством разширение с дефиниции).

Ако L е краен език (език с краен брой нелогически символи), а A е конкретна структура (в първоначалния смисъл

на понятието) за L, то тогава можем да дефинираме съответно класът носител на структурата, операциите и

релациите в ZF чрез

• A ” x P |A|;

• FAx1, . . . ,xny Ø ppx1, . . . ,xn,yq P fA & &1§i§n
xi P |A|q _ pH “ y &

ö
1§i§n

xi R |A|q.

• PAx1 . . .xn Ø px1, . . . ,xnq P pA

и следователно можем да разглеждаме A като обощена структура за A. Да отбележим, че ако |A| не е конкретна

структура, то няма да можем да дефинираме FA и PA, тъй като fA и pA не са конкретни множества.

Забележка 2. Обобщените структури са в същност интерпретациите на L в ZF .

Забележка 3. Можем да разглеждаме класът на всички структури за L, но не можем да разглеждаме класът на

всички обобщени структури за L.

Нека A е структура за езика L. С LA ще означаваме езика, който се получава от L, добавяйки нова константа

i↵ за всеки елемент ↵ P |A|. Константата i↵ ще наричаме име на елемента ↵. Дефинираме стойността в A на

затворените термове на LA чрез следната рекурсия:

(i) Api↵q ” ↵;

(ii) Apfa1 . . . anq ” fApApa1q, . . . ,Apanqq, където f е n-местен функционален символ на L, а a1,. . . , an са затворени

термове на LA.

Дефинираме стойността в A на затворените формули на LA чрез следната рекурсия:
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(i) Apa “ bq ” T ñ Apaq ” Apbq, където a и b са затворени термове на LA;

(ii) Appa1 . . . anq ” T ñ pApa1q, . . . ,Apanqq P pA, където p е n-местен нелогически предикате символ на L, а

a1,. . . , an са затворени термове на LA;

(iii) Ap Aq ”

#
T, ако ApAq ” F
F, иначе

, където A е затворена формула на LA.

(iii) ApA _ Bq ”

#
F, ако ApAq ” ApBq ” F
T, иначе

, където A и B са затворена формули на LA.

(iv) ApDxAq ” T ñ ApAxri↵sq ” T за някое ↵ P |A|, където A е формула на LA със свободни променливи

измежду x.

С директна проверка се установява, че

ApA & Bq ”

#
T, ако ApAq ” ApBq ” T
F, иначе

ApA Ñ Bq ”

#
T, ако ApAq ” F
ApBq, иначе

ApA Ø Bq ”

#
T, ако ApAq ” ApBq

F, иначе

Ap@xCq ” T ñ ApCxri↵sq ” T за всяко ↵ P |A|.

за произволни затворени формули A и B на LA, а където C е формула на LA със свободни променливи измежду

x.

Следващата теорема показва, съответствие между затворените термове и техните стойности в структурата.

Твърдение 3.1. Нека A е структура за L и нека b е затворен терм на LA, каго Apbq ” �. Нека a е терм на

LA с променливи измежду x, а A е формула на L с променливи измежду x. Тогава

Apaxrbsq ” Apaxri�sq;

ApAxrbsq ” ApAxri�sq.

Доказателство. Ще докажем първото твърдение с индукция по построението на a. Ако a не съдържа x, твърдени-

ето е очевидно. Нека сега a съдържа x. Ако a ” x, то axrbs ” b, axri�s и твърдението следва директно от условието

на твърдението. Нека, накрая, a ” fa1 . . .an за някой n-местен функционален символ f и термове a1, . . . , an на

LA с променливи измежду x. Тогава предвид дефиницията на стойност на терм и индукционното предположение

имаме

Apaxrbsq ” fApApa1xrbsq, . . . ,Apanxrbsqq

” fApApa1xri�sq, . . . ,Apanxri�sqq ” Apaxri�sq.

Второто твърдение ще докажем с индукция по построението на A. Нека първо A e a “ c за някои термове a и

c на LA с променливи измежду x. Тогава предвид твърдението за термове имаме

ApAxrbsq ” T ñ Apaxrbsq ” Apcxrbsqq

ñ Apaxri�sq ” Apcxri�sqq ñ ApAxri�sq ” T.

Нека сега A е pa1 . . .an за някой n-местен нелогически предикатен символ p и термове a1, . . . , an на LA с промен-

ливи измежду x. Тогава предвид твърдението за термове и дефиницията на стойност на формула имаме

ApAxrbsq ” T ñ pApa1xrbsq, . . . ,Apanxrbsqq P pA

ñ pApa1xri�sq, . . . ,Apanxri�sqq P pA ñ ApAxri�sq ” T.
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Ако A ”  B, то B е формула със свободни променливи измежду x и предвид индукционното предположение

имаме

ApAxrbsq ” T ñ ApBxrbsq ” F
ñ ApBxri�sq ” F ñ ApAxri�sq ” T.

Ако A ” B_C, то B и C са формули със свободни променливи измежду x и предвид индукционното предположение

имаме

ApAxrbsq ” F ñ ApBxrbsq ” ApCxrbsq ” F
ñ ApBxri�sq ” ApCxri�sq ” F ñ ApAxri�sq ” F.

Накрая, нека A ” DyB. Тогава B е формула със свободни променливи измежду x, y. Ако x ” y, то тогава

Axrbs ” A ” Axri�s

и твърдението е очевидно. Ако x ı y, то тогава

ApAxrbsq ” T ñ ApByri↵sxrbsq ” T за някое ↵ P |A|

ñ ApByri↵sxri�sq ” T за някое ↵ P |A|

ñ ApAxri�sq ” T.

l

3.2 Изоморфни структури

Нека A и B са структури за езика L. Ще казваме, че A и B са изоморфни и ще пишем A – B, ако съществува

биекция ' : |A| Ñ |B|, такава че

(i) 'pfAp↵1, . . . ,↵nqq ” fBp'p↵1q, . . . ,'p↵nqq за всеки n-местен функционален символ f на L и ↵1, . . . ,↵n P |A|;

(ii) p↵1, . . . ,↵nq P pA ñ p'p↵1q, . . . ,'p↵nqq P pB за всеки n-местен нелогически предикатен символ f на L и

↵1, . . . ,↵n P |A|

Биекцията ' наричаме изоморфизъм на A върху B. С директна проверка се установява, че idA е изомрфизъм на

A върху A, ако ' е изоморфизъм на A върху B, то '´1
е изоморфизъм на B върху A, и ако ' е изоморфизъм на

A върху B, а  е изоморфизъм на B върху C, то  ˝ ' е изоморфизъм на A върху C. В частност

A – A

A – B ùñ B – A

A – B и B – C ùñ A – C.

Теорема 3.2. Нека A и B са структури за езика L и нека ' е изоморфизъм на A върху B. Нека a е терм на

L с променливи измежду x1,. . . , xn и A e формула на L със свободни променливи измежду x1,. . . , xn. Тогава

за всеки избор на ↵1, . . . ,↵n P |A| е в сила

'pApax1...xnri↵1 , . . . , i↵nsqq ” Bpax1...xnri'p↵1q, . . . , i'p↵nqsq

ApAx1...xnri↵1 , . . . , i↵nsq ” BpAx1...xnri'p↵1q, . . . , i'p↵nqsq

Доказателство. Въвеждаме следните означения. Ще пишем

• ar↵s вместо ax1...xnri↵1 , . . . , i↵ns;

• ar'p↵qs вместо ax1...xnri'p↵1q, . . . , i'p↵nqs;

• Ar↵s вместо Ax1...xnri↵1 , . . . , i↵ns;

• Ar'p↵qs вместо Ax1...xnri'p↵1q, . . . , i'p↵nqs.
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Ще докажем първото твърдение с индукция по построението на a. Ако a ” xk, то тогава

'pApar↵sqq ” 'p↵kq

” Bpar'p↵qsq.

Нека сега a ” fa1 . . . am за някой m-местен функционален символ f и термове a1,. . . , an на L с променливи измежду

x1,. . . , xn. Тогава предвид индукционното предположение

'pApar↵sqq ” 'pfApApa1r↵sq, . . . ,Apamr↵sqq

” fBp'pApa1r↵sqq, . . . ,'pApamr↵sqqq

” fBpBpa1r'p↵qsq, . . . ,Bpamr'p↵qsqq

” Bpar'p↵qsq.

Второто твърдение ще докажем с индукция по построението на A. Нека първоA е a “ b, където a и b са

термове на L с променливи измежду x1,. . . , xn. Тогава предвид свойството на ' по отношение на предикатните

символи и твърдението за термове имаме

ApAr↵sq ” T ñ Apar↵sq ” Apbr↵sq

ñ 'pApar↵sqq ” 'pApbr↵sqq

ñ Bpar'p↵qsq ” Bpbr'p↵qsq

ñ BpAr'p↵qsq ” T.

Нека сега A ” pa1 . . .am за някой m-местен нелогически предикатен символ p и термове a1,. . . , an на L с

променливи измежду x1,. . . , xn. Тогава предвид инективността на ' и твърдението за термове имаме

ApAr↵sq ” T ñ pApa1r↵sq, . . . ,Apamr↵sqq P pA

ñ p'pApa1r↵sqq, . . . ,'pApamr↵sqq P pB

ñ pBpa1r'p↵qsq, . . . ,Bpamr'p↵qsqq P pB

ñ BpAr'p↵qsq ” T.

Нека A ”  B за някоя формула B на L със свободни променливи измежду x1,. . . , xn. Тогава

ApAr↵sq ” T ñ ApBr↵sq ” F
ñ BpBr'p↵qsq ” F
ñ BpAr'p↵qsq ” T.

За A ” B _ C разсъждаваме аналогично. Нека накрая A ” DxB за някоя формула B на L със свободни

променливи измежду x1,. . . , xn и x. Нека първо x е различна от x1,. . . , xn. Тогава

Ar↵s ” DxBr↵s и Ar'p↵qs ” DxBr'p↵qs.

Нека първо ApAr↵sq ” T. Тогава ApBr↵sxri�sq ” T за някое � P |A|. Оттук и индукционното предположение след-

ва, че BpBr'p↵qsxri'p�qsq ” T и значи BpAr'p↵qsq ” T. Обратно, нека BpAr'p↵qsq ” T. Тогава BpBr'p↵qsxri'p�qsq ”

T за някое � P |B|. Тъй като ' е сюрекция, то � “ 'p�q за някое � P |A|, откъдето съгласно индукционното

предположение получаваме ApBr↵sxri�sq ” T и значи ApAr↵sq ” T.

В случай, че x съвпада с, да речем, xi, то махаме xi от списъка x1,. . . , xn, махаме ↵i от списъка ↵1,. . . , ↵n и

разсъждаваме аналогично на предния случай.

l
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3.3 Модели. Теорема за валидност
Нека A е структура за езика L и нека A е формула на L със свободни променливи измежду x1,. . . , xn. Конкрети-

зация на A в A ще наричаме всяка формула A
1
на LA от вида

A
1

” Ax1...xnri↵1 , . . . , i↵ns,

където ↵1, . . . ,↵n P |A|. Ще казваме, че формулата A на L е вярна (валидна) в A и ще пишем

A |ù A,

ако ApA
1
q ” T за всяка конкретизация A

1
на A в A.

1

Лема 3.3. Нека F e формална система и A е структура за LpFq. Тогава всяка логическа аксиома на F е вярна

в A.

Доказателство. Нека първо разгледаме една съждителна аксиома  A _ A. Тогава всяка нейна конкретизация

в A има вида  A
1

_ A
1
, където A

1
е конкретизация на A в A. Но или ApA

1
q ” T, или Ap A

1
q ” T, и значи

Ap A
1
_ A

1
q ” T. Следователно

A |ù  A _ A.

Нека сега разгледаме аксиома за субституцията Axras Ñ DxA. Всяка нейна конкретизация има вида A
1
xra

1
s Ñ DxA

1
,

където A
1
се получава от A, замествайки всички свобдни променливи, различни от x, с имена на елементи на |A|,

а a
1
е затворен терм на LpFqA. Ако стойността на A

1
xra

1
s в A е F, то цялата конкретизация приема стойност T. За

това нека предположим, че ApA
1
xra

1
sq ” T. Нека Apa

1
q ” ↵. Тогава ApA

1
xri↵sq ” T, откъдето ApDxA

1
q ” T и значи

ApA
1
xra

1
s Ñ DxA

1
q ” T. Следователно

A |ù Axras Ñ DxA.

Всяка конкретизация на аксиомата x “ x има вида i↵ “ i↵, която очевидно приема стойност T и следователно

A |ù x “ x.

Нека сега да разгледаме аксиомата

x1 “ y1 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ xm “ ym Ñ fx1 . . . xm “ fy1 . . . ym.

Всяка нейна конкретизация има вида

i↵1 “ i�1 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ i↵m “ i�m Ñ f i↵1 . . . i↵m “ f i�1 . . . i�m

Ако за някое 1 § k § m имаме ↵k ı �k, то Api↵k “ i�kq ” F и тогава цялата конкретизация приема стойност T. За

това нека предположим, че ↵k ” �k за 1 § k § m. Тогава

Apf i↵1 . . . i↵mq ” fAp↵1, . . . ,↵mq ” fAp�1, . . . ,�mq ” Apf i�1 . . . i�mq.

Оттук Apf i↵1 . . . i↵n “ f i�1 . . . i�nq ” T и значи цялата конкретизация приема стойност T. Следователно

A |ù x1 “ y1 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ xm “ ym Ñ fx1 . . . xm “ fy1 . . . ym.

Аналогично се доказва, че

A |ù x1 “ y1 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ xm “ ym Ñ px1 . . . xm Ñ py1 . . . ym.

за всеки нелогически m-местен предикатен символ p на F .

Накрая, да разгледаме аксиомата

x1 “ y1 Ñ x2 “ y2 Ñ x1 “ x2 Ñ y1 “ y2.

Всяка нейна конкретизация има вида

i↵1 “ i�1 Ñ i↵2 “ i�2 Ñ i↵1 “ i↵2 Ñ i�1 “ i�2 .

1A |ù A е еквивалентно на ApA0q ” T, където A0 е универсално затваряне на A. В частност, ако A е затворена, то A |ù A е
еквивалентно на ApAq ” T.
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Ако ↵1 ı �1, или ↵2 ı �2, или ↵1 ı ↵2, то поне една от предпоставките приема стойност F и значи цялата

конкретизация приема стойност T. Ако ↵1 ” �1, ↵2 ” �2 и ↵1 ” ↵2, то �1 ” �2, откъдето заключението на

конкретизацията приема стойност T и следователно цялата конкретизация приема стойност T. Следователно

A |ù x1 “ y1 Ñ x2 “ y2 Ñ x1 “ x2 Ñ y1 “ y2.

l

Дефиниция 3.4. Нека F е формална система. Ще казваме, че структурата A за LpFq е модел на F и ще

пишем

A |ù F ,

ако в A е вярна всяка нелогическа аксиома на F .

Теорема 3.5 (Валидност). Нека A |ù F . Тогава за всяка формула A на F , ако $F A, то A |ù A.

Доказателство. Ще извършим доказателството с индукция по извода на теоремите на F . Ако теоремата е ло-

гическа аксиома, то тя е вярна в A съгласно лемата. Ако теоремата е нелогическа аксиома, то тя е вярна в A
съгласно дефиницията на модел. Нека сега да забележим, че всяка конкретизация на формула  A в A има вида

 A
1
, където A

1
е конкретизация на A в A, а всяка конкретизация на A _ B има вида A

1
_ B

1
, където A

1
и B

1

са конкретизации съответно на A и B в A. Оттук следва, че ако теоремата е получена въз основа на правилата

(ПР), (ПСв), (ПА) или (ПС), то можем да докажем, че теоремата е вярна в A, аналогично на доказателството на

теоремата за валидност на съждителното смятане.

Нека сега теоремата се получава чрез (ПD). Тогава тя има вида DxA Ñ B, където A Ñ B е теорема и x не

участва свободно в B. Всяка конкретизация на DxA Ñ B има вида DxA
1

Ñ B
1
, където B

1
е конкретизация на B, а

A
1
се получава от A замествайки свободните променливи, различни от x, съответно с имената на елементите на A,

с които са заместени свободните променливи на B. Ако ApDxA
1
q ” F, то стойността на DxA

1
Ñ B

1
е T. За това нека

ApDxA
1
q ” T. Тогава ApA

1
xri↵sq ” T за някое ↵ P |A|. Да забележим, че A

1
xri↵s Ñ B

1
е конкретизация на A Ñ B

(защото x не участва свободно в B). Тогава, тъй като A |ù A Ñ B, то ApA
1
xri↵s Ñ B

1
q ” T, откъдето ApB

1
q ” T и

значи

ApDxA
1

Ñ B
1
q ” T.

Следователно

A |ù DxA Ñ B.

l

Следствие 3.6. Ако една формална система F има конкретен краен модел, то F е непротиворечива. В общия

случай, ако F има модел и ZF е непротиворечива, то F е непротиворечива.

Доказателство. Нека A |ù F . Имаме A �|ù x ‰ x. Оттук и теоремата за валидност &F x ‰ x и слеoдователно F е

непротиворечива.

Нека L § L1
и нека A1

е структура за L1
. Ще казваме, че A е обедняване на A1

до езика L, ако A и A1
имат един

и същи носител и интерпретират символите на L по един и същи начин. Ясно е, че всяка затворена формула A
1

на LA е формула и на LA1 (защото L § L1
и |A| ” |A1

|) и

ApA
1
q ” A1

pA
1
q.

Следователно за всяка формула A на L е в сила

A |ù A ñ A1
|ù A.


