
����� �

�������������

������� �������

������� ��������� k ≤ n�

������ ������������ � �������� � � ����������� ���� ���� �� ������� ����
������� � ����������� ���� � ����� Pr(n, k) �� ������ ���� � �������
k ��� n���������� �������

nk

��������� ������ ��������� ���� ��� �������� {a, b, c, d, e} �� 53 ��
�����

������ ������������ � ��������� �� ��� ����������� ���� ���� �� �������
����������� ���� � ����� P (n, k) �� k������������ ��������� �������
��� �� ���� n���������� ����������

P (n, k) =
n!

(n − k)!
= n(n − 1) · · · (n − k + 1).

��������� ������ ��������� ���� ��� ���������� ��� �������� {a, b, c, d, e}
�� 5!4!3! �� �����

������ ������������ ��� �������� � ��� ����������� ���� ���� �� �������
����������� ���� � ����� C(n, k) �� k������������ ������������ �����
���������� �� �� ���������� �� ���� n���������� ���������� �����
�������� ������ � ���������� ��� �����������

P (n, k) = C(n, k) · P (k, k),

�������������

C(n, k) =
P (n, k)

k!
=

n!

(n − k)!k!
=

�
n

k

�
.

��������� ����� �� ������ ���������� �� �������� ��������� ���
���� � ���� � �� �� ��

�
49
6

�
�

��



��� ��� �������������� � ���������� �� ������� � ����� ����������� ������
����� �� ��������� ��������� {3, 1, 1, 2, 3} � ��������������� ������
������� ��� ��������� �� � ����������� ������� �� ��� ����������
� ����������� ���� � ����� �� n������������ ������������������ ��
���� k���������� ��������� � ��� ��

C(n + k − 1, k − 1) =

�
n + k − 1

k − 1

�
.

������ ��� �� ����� ������ ������ � ������� ���� ���� ��� � ���� 28

�� ����� �� ������ ������������ �� ����������� A � 8 �������� �

�� ����� ������ ������ � ������� ���� ���� �������� � � ��������� � ���� 25

�� �

�� ����� ���������� �� ���� ���������� ������� ��� ������� ����� � ���� 62! − 52!

����� ����� � � � �������� ����� ������ � ����� ��� ������ ������
��� ������ ����� ������ ������ �� ������� ���� ���� ������ �����
������ ������ ����

�� �� ����� ������ ����� �� �������� ���������� {a, b, c, d} �

�� ����� ���� ���� �� �� ��������� �� ������� � ABCDEFG� ����� ���
������ ABC�

�� ����� ������� ���� ����� �� �� ��������� ���� ��������� ������� ��
������ MISSISSIPPI�

�� ����� ������� ���� ����� �� �� ��������� ���� ��������� ������� ��
������ TENNESSEE�

�� ����� ������� ���� ����� �� �� ��������� ���� ��������� ������� ��
������ SUCCESS�

�� ����� ������� ���� ����� �� �� ��������� ���� ��������� ������� ��
������ ������������

�� ����� ������� ���� ����� �� �� ��������� ���� ��������� ������� ��
������ �����������

�� � ���������� �������� �� ������� �� ����� ������ ����� �� �� �������
����� ��������� ���������� � ���������� �������

�� ����� �������� ���������� ����� ����� �� �� ��������� ���� �������
����� �� ������� �� ����������

�� �� ����� �������� ������ ����� �� �� �������� ���� �������� � ���
���� ��������� � ����� ��� � ������ ������

�� �� ����� �������� ������ �������� ������� ����� �� ������� �� ����
������ �� n ��������

�� ���� �������� �������� �� ��������� �� ������� ������ ��� ������ ���
������� ��� ��� ����� �� ����� �������� ������ ����� �� �� ��������
�����������

��



�� �� ����� �������� ������ ����� �� �� ����������� �� ����������� � �
���� ����� �� � ��� �� �������� ��������� �� ����� � � �����

�� ����A � ��������� � n ��������� ����� ������� ��� �� ���� f : A → A�

�� ������ � n ������ �������� ������ �� ����� �� ����� �������� ������ ���� (n + 1)! − n! − n!

����� ������ �� ������ ������ �� ���� ���� ���� �� ������ � ������
����� ����� ������ ���������

�� � ������� �� N �������� M �� ���������� �� ����� �������� ������ ����
�m
k

��N−M
n−k

�

����� �� �� ������ �� ��������� n �������� ���� �� ����� k �� ��� ��
����� ��������� �M ≤ N, k ≤ n ≤ N��

�� �� ������ � �� ����� �� �������� � ���������� ����� ��� �������� �� ����
�4
2

��48
4

�

����� �������� ������ ����� �� �� ������� �������� ���� �� ��� �� ���
�� �� �����

�� �� ������ � �� ����� �� �������� � ���������� ����� ��� �������� ��
����� �������� ������ ����� �� �� ������� �������� ���� �� ��� �� ���
�� �� ������ � ��� �������

�� �� ����� �������� ������ ���� �� �� ������� ������ �� �� ����� ��
��� ����� �� �� �� ����� ����� �� ��� ����� �� ��� �� ��� �� ��� �����

�� �� ����� ������ ���� �� �� ����������� � �������� ����� � �����
���� �� ����� �� ������ �� ��� ���������

�� �������� �� �������� � 40 ������������ �� ����� ������ ���� �� ��
������ ������������ �������� � � ������ ��������

������ ��� �� ������ � 52 ����� �� ������� 11� �� ����� �������� ������
����� �� �� ������� �������� � ����� �� �������

�� ����� 1 ��� ����
�48
10

��4
1

�

�� ���� 2 �������

�� ����� 4 �����

�� ��������� 2 �����

�� ����� 2 ��� � 2 ����� ������

�� ����� 2 ��� � �� ������ �� 2 ������

������ ��� �� �� ������� ������ k�������� ���� �� ������ � n ������
k ≤ n� ������

�� ���� ���� ����� �� �� ��������

�� �� ����������� ���� n� k
2
�

�� ���� ��� �������������� ������� ������ ���� nk−1(k − 1)

�� ����� ��� �������������� ������� ������

�� ���������� ��������� ������ ����� �� ��������

�� ���������� ������ ����� �� ��������

��



������� �� ����������� � ������������

��������� �� �� ��� ������ ��������� A � B�

�� A ∩ B = ∅ → |A ∪ B| = |A|+ |B|�

�� A ⊆ B → |B \ A| = |B| − |A|�

�� |A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|�

����

�� �������� �� ���� �� ���������� �� B�

• |B| = 0� �� B = ∅ � ������ �� ���������� ��������� �

|A ∪ B| = |A|+ |B|.

• |B| = 1� �� B = {b} � ������ �� ���������� ������ ��������� A�
�� ����� b �∈ A� � ��������� ��

|A ∪ {b}| = |A|+ 1.

• |B| = n+1� �� B = B� ∪{b}� |B�| = n � ���� A � ���������� ������
���������� �� ����� A ∩ B = ∅�

|A ∪ B| = |(A ∪ B�) ∪ {b}| = |A ∪ B�|+ 1 = |A|+ |B�|+ 1 = |A|+ |B|.

�� ��� A ⊆ B� �� B \ A ∪ A = B � B \ A ∩ A = ∅� ������

|B| = |B \ A ∪ A| = |B \ A|+ |A|.

������
|B \ A| = |B| − |A|.

�� ������ ���

A ∪ B = A \ B ∪ (A ∩ B) ∪ B \ A

= A \ (A ∩ B) ∪ (A ∩ B) ∪ B \ (A ∩ B)

����� ��������� � ������� ������ �� ����������� �� ����������� ���
������

|A ∪ B| = |A \ (A ∩ B)|+ |A ∩ B|+ |B \ (A ∩ B)|
= |A| − |A ∩ B|+ |A ∩ B|+ |B| − |A ∩ B|
= |A|+ |B|+ |A ∩ B|

��������� �� ��������� �� �� ����� ��� ������ ��������� A� B � C�

|A ∪ B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩ B| − |B ∩ C| − |A ∩ C|+ |A ∩ B ∩ C|.

��



����

|(A ∪ B) ∪ C| = |A ∪ B|+ |C| − |(A ∪ B) ∩ C|
= |A|+ |B| − |A ∩ B|+ |C| − |(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)|
= |A|+ |B|+ |C| − |A ∩ B| − (|A ∩ C|+ |B ∩ C| − |(A ∩ C) ∩ (B ∩ C)|)
= |A|+ |B|+ |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩ B ∩ C|

������� �� ���� A1 . . . An �� n �� ���� ������ ��������� � n ≥ 2� ������

|A1∪A2∪· · ·∪An| =
�

1≤i≤n

|Ai|−
�

1≤i1<i2≤n

|Ai1∩Ai2 |+
�

1≤i1<i2<i3≤n

|Ai1∩Ai2∩Ai3 |−

· · ·+ (−1)n−1|A1 ∩ A2 · · · ∩ An|.
������ ��� ����� ������� � ������������ ����� ���� ������������

�� x1 + x2 + x3 = 11� ����
�13

2

�

�� x1 + x2 + x3 = 11� x2 < 3�

�� x1 + x2 + x3 = 11� x2 ≥ 3�

�� x1 + x2 + x3 = 11� x1 ≥ 2� x2 ≥ 3�

�� x1 + x2 + x3 = 11, x1 ≥ 2, x2 ≥ 3, x3 ≤ 8�

����

�� ���� A1 �� ����� ��������� �� ������������ �� ����� x1 < 2� A2 ��
����� ��������� �� ������������ �� ����� x2 < 3� ����� �� ������ ��

|A1| =
�
12

1

�
+

�
11

1

�
= 12 + 11 = 23

|A2| =
�
12

1

�
+

�
11

1

�
+

�
10

1

�
= 12 + 11 + 10 = 33

|A1 ∩ A2| = 6

|A1 ∪ A2| = 23 + 33− 6 = 50.

������������� ��������� �
�
13

2

�
− |A1 ∪ A2| = 78− 50.

�� ���� A3 �� ����� ��������� �� ������������ �� ����� x3 > 8�

|A3| =
�
3

1

�
+

�
2

1

�
+

�
1

1

�
= 3 + 2 + 1 = 6

|A1 ∩ A3| = 6

|A1 ∩ A3| = 5

|A2 ∩ A3| = 6

|A1 ∩ A2 ∩ A3| = 5

��



������������� ����� �� ��������� �� ����������� ���

|A| − |A1 ∪ A2 ∪ A3| = |A| − (|A1|+ |A2|+ |A3| −
�

i�=j

|Ai ∩ Aj |+ |A1 ∩ A2 ∩ A3|)

������ ��� ���� U � ��������� �� n(n ≥ 3) ��������� �� ����� ���������
X ⊆ U � � X ���������� U \ X� �������� ���� ���

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � ���� 4n

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � �� ����� |X| = 1� ���� 2
�n
1

�
2n−1

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � �� ����� |X| = 2� ���� 22
�n
2

�
2n−2

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � �� ����� |X| ≥ 1�

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � �� ����� |X| = k � k < n�

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � �� ����� |X| ≤ 1�

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � �� ����� |X| = 1 � |Y | = 1� ����
�n
1

��n
1

�
= n2

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � �� ����� X ∩ Y = ∅� ���� 3n

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � �� ����� |X ∩ Y | = 1� ����
�n
1

�
3n−1

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � �� ����� |X ∩ Y | = k � k < n�

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � �� ����� |(X \ Y ) ∪ (Y \ X)| = 1�

�� �������� (X,Y ), X, Y ⊆ U � �� ����� X ∩ Y = ∅ � |X| ≥ 1� |Y | ≥ 1�

�� �������� (X,Y ), X, Y ⊆ U � �� ����� X ∩ Y = ∅ � |X| ≥ 2, |Y | ≥ 2�

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � �� ����� |X \ Y | = 1�

�� �������� (X,Y ) �� X,Y ⊆ U � �� ����� |X \ Y | = k � k < n�

�� �������� (X,Y ), X, Y ⊆ U � �� ����� |(X \ Y ) ∪ (Y \ X)| = 1 � |X| ≥
2, |Y | ≥ 2�

�� �������� (X,Y ), X, Y ⊆ U � �� ����� X ∩ Y = ∅� |X| ≥ 2 � |Y | ≥ 3�

�� �������� (X,Y ), X, Y ⊆ U � �� ����� |(X \ Y ) ∪ (Y \ X)| = 1� X ∩ Y = ∅�
|X| ≥ 2 � |Y | ≥ 3�

�� �������� (X,Y, Z) �� X,Y, Z ⊆ U � ���� 8n

�� �������� (X,Y, Z) �� X,Y, Z ⊆ U � �� ����� X ∩ Y = ∅� ���� 6n

�� �������� (X,Y, Z), X, Y, Z ⊆ U � �� ����� X ∪ Y Z = X ∪ Y �

�� �������� (X,Y, Z), X, Y, Z ⊆ U � �� ����� Y ∪ X = Z ∪ Y �

�� �������� (X,Y, Z), X, Y, Z ⊆ U � �� ����� X ∪ Y Z = X ∪ Y � |Z| = 0�

��



�� �������� (X,Y, Z), X, Y, Z ⊆ U � �� �����X∪Y Z = X∪Y � |X| ≥ 1, |Y | ≥
1, |Z| = 1�

�� �������� (X,Y, Z), X, Y, Z ⊆ U � �� �����X∪Y Z = X∪Y � |X| ≥ 1, |Y | ≥
1, |Z| ≤ 1�

������ ��� �� �� ����� ������ ����� �� �� ������� n ������ �� �� �����
��� �� ������� ������ � ������� �� ��� �� � �� ���������

�� �������� ���� �� ���������� ������ �� ������������� �� n ��������

���� ����� � m �������� ������

�� �������� ���� �� ���������� ������ �� ������������� �� n ��������

���� ����� � m �������� ������ ��� ���� ������ ������

�� �������� ���� �� ���������� ������ �� ������������� �� n ������

������ ����� � m �������� ������ ��� ���������� ���� ���� ������
������

�� �� �� ������ ���� �� ���������� ������ �� ������������� �� n ���

��������� ����� � m ����������� ������

������ ��� ����������� �� ������ ������� ������� �� {0, 1}n� ����� ���
��������� n− k ������� ���� ����� ��������� �� �������� k��������� ��
k ≤ n�

�� ����� �������� ������� ��� � ���� k���������

�� ����� �������� k�������� ��� � {0, 1}n�

�� ����� �������� k�������� �������� ����� �������� n������ �������

������ ��� �� ��������� ������������ ����� m � n� ���� �������

f : {1, . . . , n} → {1, . . . ,m}

� ��������� ������������� ���

(∀i∀j)[1 ≤ i < j ≤ n → f(i) ≤ f(j)].

�� ����� ������ ������� ������������

�� ����� �� ���� ������� �� ���������� ��� n ≥ m�

�� ����� �� ���� ������� �� ��������� ��� n ≤ m�

������ ��� ���� (a1, a2, . . . , a12) � ���������� �� ������� �� � �� ��� ��
����� � ��������� ����������

a1 > a2 > a3 > a4 > a5 > a6 < a7 < a8 < a9 < a10 < a11 < a12.

�������� ���� �� ���� �����������

��


