JTBPBETA

B undopmatukaTa 4ecTo ce HM3IMOI3Ba CTPYKTypa OT JIaHHU, HapudaHa O0bpPEo
(B MaremaTuKaTa c€ MNpPEANnoYuTa HAUMMEHOBAHUETO KOPEeHO080 O0bpeo). EnuH BpbX
MMa CIelHaiHa PoJisi — Hapuya Ce€ KOpeH W CIIY>KU 3a MPEJCTaBUTEN HAa JBPBOTO
Kato 1su10. Beeku epwx (6b3e1), BKI. KOPEHBT, ChIAbpPKA HSIKaKBa WHOOpMAITHUS:
JaHHU Ha TOTPEOUTENs IUTIOC ciy)keOHu maHHu. Ciy)KeOHHTE TaHHU C€ ChCTOST
OT CIIUCHK Ha MOJIbPBETATA, TOECT CHUCHK HA MIPEKUTE HacaeOHuyu (MOXKe Mpa3eH),
Y / UM yKazatell KbM (€IMHCTBEHUS) podumeJt (KaTo caMoO KOPEHBT HsIMa POJUTEN).
BposT Ha Bb3MOXKHUTE MPEKU HACTETHUIIA MOXKE JIa HE € OTPAaHUYEH MPEABAPUTEITHO,
HO HaW-4eCTO € OrpaHuYeH OT HIKOE MAJIKO 4uciio. J[bpBO, YUHUTO BHPXOBE MMAT
Hal-MHOTO MO JBa MPEKH HACIEIHUKA, CE HApUYA 08OUUHO OBPEO ; 1BATA HACIIEIHUKA
Ce HapHyarT JiAB U JieceH (JOpU KOraTo HSAKOW BPbX MMa CaMO €IMH MPSK HACIEIHUK,
Ce YTOYHsIBA JaJIU HACICAHUKBT € JISIB, UJIA JIECEH).

BbpxoBere, KOUTO HAMAT HACJIEIHUIIM, C€ HapuyaT aucma. OCTaHAINTE BbPXOBE
ce HapuyaT @bmpeutHu 6bpPX06e Ha IbPBOTO.

Besiko 1bpBO ce npencTaBs upe3 CBOsl KOPEH (MJIM 4Ype3 ykazaTesl KbM KOpPEHA).
3a ynoOCTBO ce omycKa IbPBOTO Jia € TPa3Ho, TOSCT Jla HsIMa BBPXOBE, BKJI. KOPEH.
Ilpa3no 0vpeo ce npescTaBs C HYJIEB yKa3aTel — TaKbB, KOUTO HE COYM HAHUKB/IC.
Jlucrara Ha JBOMYHO IHPBO MUMAT MPa3HU MOJAbPBETA 3a JISIB U JIECEH HACIEIHUK.

OcBeH TOBa BCEKU BPBHX Ha ABPBOTO ChIbpKa HIKAKBU JaHHU HA MOTPEOUTENS,
HYKHU 32 pelIaBaHe Ha KOHKpPETHA 3ajava. Te3u JaHHU MOoraT Jia ca OpraHUu3UpaHu
0 TTPOU3BOJICH HAYMH, HO HAH-9eCTO c€ OPOPMAT KaTO 3@nUCHU, TOECT ChBKYITHOCTH
OT UMEHyBaHU noJiema. [lonerata Morat ga Obaar pasHoTunHu. EqHo oT mosjerara
Ha 3amnrca OOMKHOBEHO UTpae Mo-ocoOeHa poJis U ce Hapuua Ky, KIoubT ciayxu
3a uAeHTU(UIIMpaHEe HaA 3alKca U Ce U3IMO0J3Ba MPU ThPCEHE U U3TPUBAHE HA BPbBX.
Ocrananure nojieTa OOMKHOBEHO c€ 0OEIMHSABAT B IMOJ3AINUC, HAPEUEH CMOUHOCH,
TOECT moTpeduTesnckaTta UHPoOpMals BbB BCEKM BPbX Ha IBPBOTO MPEICTaBISBA
HapelieHa JBOWKa <KawY; cmoiuHocm>. B TekcTa no-HaTaThK e ObJaT MOKa3BaHU
camo KJIIOYOBETEe (IPYrd CTOMHOCTH MOKE J1a HsMa [MOHAYaJIo).

Bceuuku nwpBeta ca rpadwu, 3aroBa morar
na ce 00XO0XJaT B IbJI00YMHA (KJIOH TIO KJIOH)
WY B LIMpHUHA (CJION MO CIIOH, B 3aBUCUMOCT
OT Pa3CTOSHUATA CU OT KOpPEHa Ha JIbPBOTO).
[Ipexure HaAcIETHWIIM HA €OUH U CHIIA BPBX
ce 00XoXmaT B pena, B KOUTO ca MOApEIcHU
B CIIHUCHhKAa HA MPEKUTE HACIEIHUIIM Ha BbpXa
(3a TBOUYHO ABPBO € MPHUETO MO TPATULIUS, Y€
JIEBUST HACIEHUK C€ 00X0XK/1a MPeau ASCHUSA).
Hampumep BbpxoBeTe Ha IMOKAa3aHOTO IbPBO
OpU 00Xx0)cOane 6 wiupuHa 1€ ce OTIeyaTaTr
B ciennus pen: 8; 3; 10; 1; 6; 14; 4; 7; 13.




IIpu 06x021co0ane 6 0v1604UUHA BCEKU BPHX
MOJKe J1a ce 00paboTBa (Hamp. Ja ce OTIeYaTBa)
IpeIu WiK cieq 00X0KJaHeTO Ha MOAABPBOTO,
YUIATO KOPEH C€ SIBSBA, WIM B MEXKIWHCH MMT.
O0x01a”HeTo B 1BJI00YNHA CE NI CHOTBETHO
Ha TpU BUJA: HPABO, OOPAMHO N YEHMPUDPAHO
(uenTpupaHo 00XOXKJIaHE Ce MpuJiara Haii-Bede
3a JIBOMYHU JIbpPBETa, WHAYEC € HYXHO YTOY-
HEHUE KOTa MMEHHO ce 00paboTBa KOPEHBT).

IlIpaso o00xo0scoane: BCEKHM OT BBPXOBETE
ce o0paboTBa B MOMEHTa Ha OTBapsiHE, TOECT
npenu Hacienuuuure cu. Hampumep nbpBoro,
M300pa3eHo BISCHO, OTIIEYaTBA BBHPXOBETE CHU
B cieanus pen: 8; 3; 1; 6; 4; 7; 10; 14; 13.

Oopamno o06xoxcoane: BCEKU BpbX ce 00pab0OTBa B MOMEHTa Ha 3aTBapsiHe,
TOECT cliej] HacueaquuuuTe cu. HanmpuMep BbpxoBeTe Ha IBPBOTO MO-rope e ObaaT
oTnevyaranu B ciennus pea: 1; 4; 7; 6; 3; 13; 14; 10; 8.

Ienmpupano 06xoscoane Ha NTBONIHO JBPBO: BCEKH OT BBPXOBETE ce 00paboTBa
cien 00X0oXxaaHe Ha JIIBOTO MOAIBPBO, HO MPeIr 00X0XKAaHe Ha JIICHOTO MOAIBPBO.
Hampumep BbpxoBeTE Ha ABPBOTO OT KAPTHUHKATA I CE OTIEYATAT B CICTHUS PEI:
1; 3; 4, 6; 7; 8; 10; 13; 14.

Bcuuku BumoBe 00x0k1aHe Ha IBPBO MPUTEKABAT JIMHEWHA BpEMEBa CIOKHOCT,
T.€. ©®(n), IpU BCAKAKBHU BXOJIHU JAHHU, KbJIETO /1 € OPOAT Ha BBPXOBETE HA BPBOTO.

Bucounna £ Ha ObpBO ce Hapuuya AbJDKMHATA (MepeHa ¢ Oposi Ha pebpara)
Ha Hal-IBJIBI BT OT KOPEHa JI0 JUCTO. AKO IBPBO ChIAbpKa camo KopeH, To A = (.
3a nMpa3HOTO ABPBO IpHEMaMe 10 omnpejaesieHue, ye 7 = —1. 3a Henpa3Ho IbPBO BaXKU
JTBOMHOTO HepaBeHCTBO 0 < A <n— 1.

Enno nppBO ce Hapuua danancupano, ako pa3CcTOSHUATA OT BCUUKUTE MY JIUCTA
70 KOpeHa ce pa3nuyaBaT Hail-MHOTO ¢ equHHIA. Hsxowm omepamuu BBPXY IbpBETa
UMaT BpemeBa CIoxHOCT O(/), 3aToBa Te ca Mo-0bp3U, KOrato ce U3BbPIIBAT BbPXY
OamaHcHpaHu IbpBETa, HO CAMOTO OalaHCHpaHe OTHEMa MHOTO BpeMeE, 3aTOoBa
M3MCKBAHETO MOXE Jla C€ OTCJIa0W MO MOJXOJIAI HauWH. 3a OamaHCHUpaHU TbpBETa
(mopu mpu mo-cnaboOTO M3MCKBaHE Ja ObJIe OrPaHUYEHO OTrOpe OT KOHCTaHTa
YaCTHOTO OT JBJDKMHUATE HA MTHTUIIATA OT KOPEH A0 JIMNCTO), aKO BBPXOBETE,
KOUTO HE ca JINCTa, UMAT eHaKbB Opoi npeku Hacieanuu, To 4 = O(log n), 3atoBa
oTiepaliuTe ¢ BpemMeBa CIOKHOCT ®(/) ca mocra 6bp3u. OO6paTHO, aKO €HO IBPBO
€ TBbpAe HeOalaHCHpaHO, TOraBa /s HapacTBa M TE3M ONEpPAllMU CTaBaT MO-OaBHH.
Kpaiinudr ciydaii e, Koraro AbpBOTO CE€ U3pa)aa B CIIUCHK; ToraBa 1 =n — 1 = O(n);
TaKoBa IbPBO HAMa HUKAKBO MPEAUMCTBO IPEJ] CBbP3aHUsl CIIUCHK, 3aTOBA € BaXKHO
J1a ce MoJIbpxa OanaHChT.

Kbnero e HeoOxonuma Hapenba, Ie mpeanojiarame, 4e TUIThT Ha KIIFOYOBETE
€ HapeJieH (B CMUCHII Ha ITbJIHA, TOSCT JIMHEIHA, Hape0a).




JIBOMYHO IBPBO 32 ThPCEHE

Jleouuno 0vpeo 3a muvpcene NI HApeOeHO 0BOUUHO OBPBO CE HAapUUa TAaKOBA
JBOMYHO ABPBO, B KOETO KJIIOUBT HA BCEKH BPbX HE € MO-MaIbK OT HUKOW KIIIOY
B JIIBOTO MY MHOJJBPBO U HE € MO-TOJSIM OT HUKOW KJIIOY B JSICHOTO MY HOJIBPBO.

[lenTpupanoTo 00X0XkAaHe HA JBOMYHO ABPBO 32 ThPCEHE OTIEYaTBA KIFOYOBETE
B HeHaMmassBaml pen. Hampumep kiodoBeTe Ha TOBAa JBOMYHO IABPBO 332 THPCEHE
ce OTIeYyaTBaT MpU LEHTPUPAHOTO My OOXOKaaHe, oOpa3yBailku cielHaTa peauia:
1 £3<4<6<7<8<L10<13 <14

JIBeTe Hall-U3M0JI3BaHU CTPYKTYPU OT JaHHU — MAacUBBT U CBbP3AHUAT CIUCBHK,
UMaT TO3M HEJIOCTAThK, Y€ OT JBETE ONepalud ThPCEHE M BMBbKBAHE Ha €JIEMEHT
e/lHaTa BUHAru ce u3BbpIiBa 0aBHO. [[0-KOHKPETHO, THPCEHETO B COPTHpPAH MAacCUB
C n eneMeHTa (IBOMYHOTO ThpceHe) m3uckBa Bpeme ®O(log n), obaue omepamnmsTa
BMBbKBAHE Ha €JIEMEHT CE€ M3BbpIIBA 3a BpeMe O(n) npu Hall-JIOMIM BXOIAHU JAHHU:
KOIraTo HOBHST €JIEMEHT € MallbK, TpsOBa Aa ObJe BMBKHAT B Ha4aJIOTO Ha MacHBa
U TOraBa ce Hajara Jja ObJaT u30yTaHu ¢ €Ha MO3UIMSI BCUUKH OCTAHAIM €JIEMEHTH.
OOpaTHO, BMBKBAHETO Ha €JIEMEHT B CBBP3aH CHHCHK cTaBa 3a Bpeme O(1), obaue
JBOMYHOTO THPCEHE € HENPUIIOKUMO, a IOCIEI0BATEHOTO TBHPCEHE H3pPa3XoJBa
Bpeme ®O(n) B Hal-JIOMIKA CiIydail — KOrato ThbpPCEHHST €JIEMEHT JIMIICBA B CIIMCHKA
WIM C€ HaMHpa Ha TMOCIEAHOTO MACTO. AKO TE3W JIBE€ OINEpaliil C€ U3IIbJIHSBAT
MPUOJM3UTEIHO paBeH Opol I'bTH, TO BPEMETO HAa MO-0aBHAaTa OT TAX OIpEAeIs
BPEMETO Ha aJropuUTbMa, KONTO Tr'm u3moi3Ba. CiemoBarenHo Ou OWIIO TOJE3HO,
aKko mo-0aBHaTa orepalus ce YCKOpH, JOpU ToBa J1a 3a0aBM MO-Obp3aTa oneparus.
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JIBOMYHOTO ABPBO 32 THPCEHE Mpejyiara peieHre Ha TO3U NMpooJIeM, TOCTUTAHKH
BpeMe ®O(/1) mpu HAK-JIOIIM BXOJHU JaHHU, Ta3W OLICHKA Ba)KU 32 BCUYKU OTCPAIUU.
Koraro BucounHaTta Ha IbPBOTO € MHOIO MO-MajKka OT Oposi HA HETOBUTE €JIEMEHTH,
TOECT KOTaTO IABPBOTO € TOHE NPHOIU3ZUTETHO OalaHCHUPAHO, HM3IMOJI3BAHETO MY
3HAQYUTEIHO YCKOpSBA aJTOPUTMHUTE.



Onepayuu 6vpxy 060UYHO OBPBO 3a MbPCEHE:

— Twpcene no kniou:
1) Axo abpBOTO € MpasHo,
TO HE ChIbPKa ThPCEHUS KIIIOY (Kpail Ha ThPCEHETO).
2) B npoTuBeH ciyyail ThpCEHUAT KIIIOY CE€ CPaBHABA C KJII0Ya Ha KOPEHa.
a) AKO KJIFOYOBETE Ca PaBHU, TO ThPCEHETO 3aBbPILBA YCIEUIHO:
THPCEHUSAT BPbX € KOPEHBT Ha AbPBOTO (Kpail HA THPCEHETO).
0) AKO THPCEHHST KJIIOY € MO-MaJTbK OT KJIF04Ya Ha KOPEHa,
TO TBPCEHETO NPOIBbIKAaBa B JIIBOTO MOAABPBO.
B) AKO ThPCEHHMST KJIIOU € MO-TOJIAM OT KJIF0Ya Ha KOpPEHa,
TO THPCEHETO MPOABIKABA B JSICHOTO MOAIBPBO.

— Twpcene na naii-conam (Hai-manvk) eiemenm:
TbpceHeTo 3amouBa OT KOPEHa U CE CITyCKa CaMO HAJSICHO (CaMO HaJsBO),
JIOKAaTO CTUTHE JI0 JIUCTO. TOBa JIUCTO € ThPCEHUST EKCTPEMAJICH €JIEMEHT.

— Twpcene na cneosauy no-201am (NO-mMaavK) e1emMeHn:

1) Ako TafieHUsT eJIEMEHT UMa HEMpa3Ho JsICHO (JIsIBO) MOAIBPBO,
THPCHU C€ HAW-MAJIKUAT (HA-TOJIEMUST) €JIEMEHT B TOBA MOILPBO
U QJITOPUTHMBT MIPUKIIFOYBA C TO3U €JIEMEHT KaTo pe3yJTar.

2) B mpoTHBeH ciy4ail ThpCEHETO ¢€ U3KauBa OT POAUTET KbM POJAUTEN,
JIOKaTO CTUTHE JI0 KOPEeHa WIIM JIOKaTO MUHE 10 JISIBO (JISICHO) pedpo.

3) AKO TBPCEHETO Ce U3Ka4M KbM BPBX MO0 peOpO OT THPCEHUS BU/I,
TO ThPCEHETO MPUKIIIOUBA C PE3YyJITAT TIOCTUTHATHUS BPbX.

4) Ako npu U3KAYBAHETO HE C€ HaMepu peOpo OT ThPCEHUS BU,
TO ThPCEHETO MPUKJIIIOUBA C OTPULIATENICH pE3yJITar,
TOECT HAMA MO-TOJIsIM (TTO-MaJTbK) €JIEMEHT.

Hanpumep 3a AbpBOTO Mpeau €Ha CTpaHULIA CISABAIIUSIT MO-TOJISIM €JIEMEHT:
—cnen 3 e 4 (monydara ce Ha cTbhiika No 1 oT onucanara mpoieaypa);
—cnen 7 e 8 (Hamupa ce upe3 cTbiku Ne 2 1 Ne 3 oT onrcanaTa npoueaypa).

— Bmwvkeane:
1) Ako I1BbpBOTO € Ipa3Ho,
TO C€ Ch3/1aBa AbPBO C €IUH BPBHX (KOpEeH 0e3 HACIICTHHIIN )
U JaJieHaTa noTpedurescka nudopmaius ce Kornupa B HEroBara,
C KOETO aJITOPUTHhMBT MPUKITIOYBA padoTa.
2) B npoTuBeH ciyyail HOBUST KJIIOU CE CpPaBHsBA C KJIF0Ya HA KOPEHA.
a) AKO KJIIIOYOBETE Ca paBHHU, TO JaJieHaTa MoTpeOuTencka nHpopMams
Ce KONMpa Ha MSICTOTO Ha Ta3u OT KOPEHA U AITOPUTHbMBT IPUKIIOYBA.
0) AKO HOBUSAT KJIIOY € TIO-MaJTbK OT KJII0Ua Ha KOpEHa,
TO THPCEHETO Ha MSICTO 3a BMbKBAHE MPOABIKaBa B JSIBOTO MOAABPBO.
B) AKO HOBUST KJIFOU € TIO-TOJISIM OT KJIl04Ya Ha KOPEHa,
TO THPCEHETO Ha MSCTO 3a BMBbKBAaHE MPOABIKABA B JIICHOTO MOAABPBO.



— H3zmpuesane:
Haii-yn06Ho € 1a Ob/e moaaieH Ha BXOJa yKa3aTel KbM yKa3aTesl KbM BpPbX.
(ToBa moxe Aa Ob/e CHINO yKa3aTesl KbM yKa3aTessl KbM KOpEeHa Ha AbPBOTO.)
1) Axo BbpXbT, MOJICXKAI] HA U3TPUBAHE, € JIUCTO,
TO MaMeTTa 3a HEro ce 0cBOO0XK/1aBa, a yKa3aTelsiT, COYEeH OT yKa3ared,
Ce 3aMeHs C Mpa3eH (HyJIeB) yKa3aTell U aJrOpUTbMbT MPUKITIOYBA.
(ToBa BrIIFOUBA cydasi HA €UMHCTBEH BPBX; TOTaBa IbPBOTO CTaBa MPa3HO.)
2) AKo BBPXbT, NMOJJICKAI] HA U3TPUBAHE, UMa CaMO €JIUH MPSK HACIEIHUK,
TO MaMeTTa 3a BbpXa, MoJJIeKalll Ha U3TPUBaHE, Ce OCBOOOXKIaBa,
a yKa3aTeJisaT KbM U3TPUTHUS BPbX (OT HETOBUS POJIUTEN) CE MPEHACOYBA
KbM CIIOMEHATHUS €IUHCTBEH MPSK HACIEIHUK U aJITOPUTHMbT MPUKIIIOUBA.
3) Ako BBpXbT D, ojyiekall] Ha U3TpUBaHe, UMa JIBa IPEKU HACTICTHUKA,
TO ITBPBO CE€ HAMHPA CIEABALLUAT MO-ToJIsIM eneMeHT E. [locre:
a) Axo E e npsik (IeceH) HaclenHuK Ha D, To E ce uzaura Ha MsICTOTO Ha D
(3aelIHO C LSIIOTO CU ASICHO MOJIBPBO, KOETO MOXKE J1a ObJie U MPa3HO),
a JIeBUAT yKa3areln Ha E (KOWTO B TO3U MUT € HYJIEB) C€ IIPEHAcOYBa
KbM JISIBOTO MOJIBPBO HA D (KOETO MOXke a ObJIe U MPa3HO).
[TameTTa 32 U3MUIITHUS €IEMEHT C€ OCBOOOXaBa (Kpail Ha aIrOPUTHMA).
0) Axo E e Henpsik HacieaHUK Ha D (OT ASICHOTO MOAILPBO Ha D),
TO oTpedurenckara nuHpopmarus ot £ 3amens tazu B D,
a IGCHUSIT MPSK HAclIeTHUK Ha E (aKo ChIIECTBYBa TAKHB)
C€ U3JUra Ha MPEIUIIHOTO MSICTO Ha eJeMeHTa E.
W3nuiHaTa mameT ce 0cBOOOXK 1aBa.

Wnroctpanus Ha nocineaHus (Hal-TpyaHus) ciaydaid OT olepanusaTa U3TpUBaHE:
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Hsikon ot n30poeHuTe omepanuu M3UCKBAT W3KaYBaHE OT €JIEMEHT KbM KOpEHa,
TOECT MMAT HyXJa OT yKa3aTelu KbM poAWTeNnHTe. TakuBa yKa3zaTenu Ouxa MOTIIH
Ja ce Ma3sT JOMBIHUTEIHO B ABPBOTO WJIHM Ja CE HAMEPAT €THOKPATHO Ype3 ThPCCHE
Ha IMOCOYEHUS eJIEMEHT (110 HETOBUS KJIF0Y) U BPEMEHHO 3aIIOMHSIHE Ha IIBTS JI0 HETO.

AKO € J1aJieHO IBOMYHO JABPBO 33 THPCEHE C 7 BbPXa U BUCOYWHA /1, @ C€ IPOMEHS
caMO BTOPHUST MapaMeThp Ha HIKOS OT OmepanuuTe (ThPCEHUST KIIOY WA BBPXBT,
MOJJIeKAIll HA U3TPUBAHE, U T.H.), TO BCUYKH OIEpaIMK CE U3MBJHSIBAT 3a Bpeme O(/)
MIpU HaK-JIoII BTOPW mapaMmeThp. Ho ako 1ppBOTO HE € GUKCHpPAHO, TO 3a OllEHKaTa
TpsiOBa Ja ce B3eMe HAW-JIOMHUAT Clydald 3a /I U BpeMeBaTa CIOXHOCT craBa O(n),
KOTaTo JBPBOTO CE U3PaXK/a B CBbP3aH CIHCHK.



B o0mms ciayuail momydeHuTE OIEHKM HE MoraT ja ce momoOpst. Ho mokato
MPOrPaMUCTHT HAMA 3HAYUTEIHO BIUSIHUE BHPXY BTOPUS MApaMeThp Ha OMEPALIUUTE
(TR KaTO MHOTO YECTO HSKOS CIIOKHA 00paboTka Ha Jpyra CTPYKTypa OT JaHHH
3armoyBa ¢ MPa3HO JBOMYHO JIbPBO 32 ThPCEHE, MOIBJIBA I'O C E€JIEMEHTH, a IOCHE
M ThPCU W HM3TPUBA B OMNPEJACIICH pei), TO MbPBUAT HapameThp (CaMOTO IBPBO)
OOMKHOBEHO € (huKcHpaH (€IMH M CBhII) 32 MHOXKECTBO MOpPEIHU omnepanuu. Torasa
MOXe€E Jla ce MpeNnprueMe HsIKakBa ONTHMM3ALMS HA CTPYKTypaTa Ha IbPBOTO C LEJ
yCKOpsIBaHE Ha CJeABaluTe onepanuu. Te ca Hali-Obp3u nipu BucounHa i = O(log n),
TOECT MpHU OATAHCUPAHO TBPBO.

Cpennara BpeMmeBa CIOXXHOCT Ha BCHUYKHM pa3riielaHd OIepalvy ChBIaJ1a
Mo MOPSABbK ¢ MUHUMAJIHATa cloKHOCT, ToecT O(log n). Toa cienBa ot ¢akra, ye
CpellHaTa BHUCOYMHA Ha JABOMYHO IBPBO 3a ThpceHe ¢ n Bbpxa ¢ O(log n). 3a nenra
ce QukcupaT n MPOU3BOJHU EJIIEMEHTA W CE Pa3MIeKIaT BCUYKU JBOWYHU JTHpPBETA
3a ThPCEHE, KOUTO MOTaT Jia ce ChCTaBAT OT TAX. Heka 7T (n) € MaTeMaTU4eCKOTO
OYaKBaHE Ha BUCOYMHATA HA CJIy4YailHO JBOWYHO ABPBO 3a THPCEHE, MOJYYEHO
0 CJICHUSI HAYHH.

Haii-nanpen ce u30upa KOpeHbT HA IbPBOTO KATO €UH OT JaJICHUTE 11 €JIEMEHTa,
U3TETJIEH CIy4YallHO U paBHOBEPOSTHO. JIpyrure eleMeHTH ce pa3JessaT Ha JABa BUAA:
MO-MaJIKM ¥ MO-TOJIEMH OT KOpeHa (3a MpOCTOTa ce MpuemMa, uye HAMa MOBTOPEHUS).
Upes onucanara mnpouenypa (n30upaHe Ha HOBU M HOBH €JIEMEHTH) C€ MOCTPOSBAT
JSIBOTO U JIICHOTO MOAABPBO, CbOTBETHO OT MAJIKUTE U FOJIEMUTE €JIEMEHTH.

[Topanu paBHOMEPHOTO pa3mpejieiieHue Ha KOpeHa OposIT Ha MAJIKUTE €JIEMEHTU
€ PaBHOMEPHO pa3IpeleieH B MHOKECTBOTO Ha menute uuciaa ot 0 go n—1 Bk
3aroBa pynkiusaTa 7T (n) yIoBIETBOPsIBA CIEIHOTO PEKYPEHTHO YpaBHEHUE:

n—1
T =1+2 Y max (Tm); T(n-m-1)).
nm=0

KbJIETO m € OpoAT Ha mankuTe enemMeHTH. OT cmucwhiaa Ha 7T € SICHO, 4e TS €
HeHaMaJsiBaia (yHKIMs, 3aTOBa YPAaBHEHHUETO CE MpeoOpa3yBa Taka:

Tw) = 1+ 2(T-D)+T(-D+T(-3)+...+T(1-1)/2)).
n

KaTo apryMeHTHT Ha T B MOCJIEAHOTO ChOMpPAEMO Ce 3aKpbhIJIsl Harope mpu Y€THO 7,
a IIpU HEYETHO 1 TOBa ChOMpaemMo ydacTBa ¢ koepuuueHt 1/ n Bmecto 2/ n. OTTYyK
o UHAYKIMS cieasa, ye 7 (n) < ¢ In n 3a BCIKO €CTECTBEHO YHUCIO 7 > 1, KBIETO
¢ € KOHCTaHTa, M30paHa MOAXOASIIO (JIOCTATHUYHO TOJISIMO TOJIOKHUTEIHO YHCIIO).

PekypeHTHOTO ypaBHEHHE Ba)KU 32 BCUYKH JOCTATHYHO TOJIEMU IIEJIM YHUCIA A.
bazata Ha uHmyKnMATa ce ChCTOM OT ocTaHanuTe 1enu n > 1. Te ca kpaen Opoii,
3aToBa HepaBeHCTBOTO 7 (1) < ¢ In n 1€ BakH 3a BCUYKHU TAX, CTUTA KOHCTaHTATa C
na Obae U30paHo AOCTAThUHO rojIsiMa — MO-ToJisiMa OT BCUYKHU YacTHU 1 (n)/In n
(KOUTO CBINO ca KpacH Opoi).

NunaykTuBHATa CThIKA CE€ MPOBEXIAa 3a JOCTAThYHO TOJIEMH LETU YHcia 7
(Te3u, 3a KOMTO BaXM PEKYPEHTHOTO ypaBHeHue). M3moi3Ba ce CuiiHAa MHIYKIIHS.



JIeCTBUTENHO, OT PEKYPEHTHOTO YPAaBHEHHME WM MHIYKTHBHOTO IPEIIOJIO0KEHHUE
clie/lBa BepUrara OT PaBEHCTBA M HEPABEHCTBA (I'bPBOTO HEPABEHCTBO 3aMECTBA
PaBEHCTBOTO MO-TOPE, 00XBAIIAWKH €THOBPEMEHHO CITydyanuTe Ha YETHO U HEUETHO 71):

T < 1+ 2(T-D)+T(-D+T(-3)+...+T(n-1)/2)) <
n

<1+ 2(el@-D+en@m-D+chn(-3)+...+cln((r-1)/2) <
n

<1+ E j Inx dx. TlocienHOTO HEPaBEHCTBO Ciie/iBa OT TOBa, ue In x
n (n-1)/2+1

€ pacTiiia (1)YHKI_II/I$I. CJ'IGI[ HaMaJIsxIBAaHC Ha JOJIHATA I'paHHIld HUHTCTPAJIbT HapacTBa:

T(n) < 1+£ _T Inxdx = 1+£{[n1nn—n]—[(n/2)ln(n/2)—(n/2)]} =
w2 n

e [(n/2)Inn+ (n/2)In2 —(n/2)] = 1+c [Inn+1n2—1]. Idacuara ctpana
n
CJIea MmoaApeIKAaHeC Ha CT>6I/IpaeMI/ITe 10 ACUMIITOTUYCH NOPAIABK IIpUCMa CICIHUS BUJL:

Tn)< 1+c[lnn+m2-1] = clmn+[l1-c(-1In2)] < clnn, opu ycnosue

4ye CBOOOJHUSAT WiIeH € oTpularesieH, Toect ¢ > 1/ (1 —In 2), a ToBa HepaBEeHCTBO
Ba)KU 32 BCUUKH JIOCTAThUYHO TOJIEMHU YHCTA C.

Jloxazanara ropna rpanuia o3Havana, ye 1 (n) = O(log n).

Ot npyra cTpaHa, 3a MIPOU3BOJIHO JBOMYHO TBPBO C 77 BbpXa U BUCOYHMHA /I BaXKU
HEpPABEHCTBOTO n < 1 +2+4+8+ 16+...+20 =2t 1 <"1 Ero 3amo
h+12> (Inn)/(n2), toect A= (Inn)/ (In2) — 1. ToBa HepaBEeHCTBO BaXKU 3a
BCSIKA BUCOYMHA /1, BKJI. MUHIMaiTHaTa BucounHa 7' (n). Eto 3amo T (n) = Q(log n).

Jonnata rpaHuiia B Cbu€TaHUE ¢ TOpHaTa BOJu 10 u3Boaa, ue 1 (n) = O(log n).
ToBa e cpenmHara BUCOUMHA Ha JBOWYHO IBPBO C 7 BbpXa U CpPeAHATA CIOXKHOCT
Ha pa3riieJaHuTe TIO-TOPe OTIEPAIMH BbPXY HApEACHO TBOUYHO TBPBO.

Ilpunoscenusn na 060uuHOMoO 0BbPEO 3a MBpPCeHe:

— Copmupane: EnemMenture, KOUTO TpsiOBa Aa ce MOJAPEAST B HapacTBall pel,
o0uro » Ha Opoi, ce BMBKBAT B JBOMYHO IBPBO 3a ThpceHE (OTHAYaJlO Mpa3Ho),
KOETO Tociie ce 00xoxaa neHTpupano. CpeaHata BpeMeBa ciioxHocT € O(n log n),
makcumaiHata ¢ O(n”). TIo ChIIECTBO TO3U aIrOPUTHM € T.Hap. GbP30 COPTHpAHE.

— Kpaitnu asmomamu: 1lpexoaure, 3IM3alinu OT €AHO CbCTOSTHUE HA aBTOMAT,
MoTar Ja ObJaT Ma3eHU B MAacUB OT d yKazaTels, KbJeTo d € pa3MepbT Ha a30ykara.
AKO OT BCEKHM BPBX M3IU3AT k mpexoaa, KbAETO k << d, MHOTO yKa3aTeJH ca HyJIEBH.
VYnorpebara Ha HapelIEHO JBOMYHO AHPBO BMECTO MAacHB IECTH MameT (masst ce k
BMECTO d yKazarelis), HO 3a0aBsi ThpceHeTo (BpemeTo HapacTBa oT O(1) Ha (2(log k)).



CaMoﬁaﬂchnpamo CC IBOMYHO ABPBO 3a TbPCCHC

Camobanancupawio ce 0860uU4UHO 0BbPBO 3a MbpceHe (HApUYAHO T10 JIPYT HAYWH
camoodanancupauio ce HapeoeHo 080UYHO ObPEO) € JTBOUYHO IBPBO 3a THPCEHE,
aBTOMATUYHO TOJIBPKAI0 MaJlka BUCOUYMHA BBIPEKH OOABSIHETO W U3TPUBAHETO
Ha enemeHTH. [loBedeTo (HO HE BCHYKH) camMoOOalaHCHpAIX CE€ JIBOUYHU IbpPBETA
noxabpxkar BucounHa O(log n), kpaeTo n € OposT HAa BBPXOBETE UM; IO TO3H HAYMH
Ce OCUTYpsiBa OBP30JICHCTBUETO HA PA3TJICAAHUTE MTO-TOPE PA3HOOOPA3HH OTIEPAIIHH.

Haii-uecto m3nos3Banara onepanus
€ 3aBbpTaHeTO Ha AbpBO. OOMKHOBEHO
TS C€ Mpujiara KbM MOJIbPBETA U BOJU
710 POMSIHA Ha TEXHUTE BUCOYUHU C 1.
3aBbpPTaHETO, HE3aBUCUMO OT MOCOKATa,
¥Ma KOHCTaHTHA BPEMEBA CIOKHOCT M Y
3amasBa pejia Ha BbpXOBETE Ha JIbPBOTO
pu LeHTpupano ooxoxaane. [locokara
Ha 3aBbpTaHETO TpsOBa na ce u3depe
PaBUJIHO, Ta 3aBBbPTAHETO Ja HAMAJH
pa3ivKaTa Ha BUCOYMHMTE.

OOMKHOBEHO HE € HY)XHO HJCAIHO OanaHCcHpaHe (TOECT HE € HYXKHO pa3iuKara
Ha JBJDKMHUTE Ha Pa3IMUHUTE MbTHUIIA OT KOpEHa J0 JUCTaTa J1a He HaAXBbpis 1);
3a rapaHTUpaHe Ha oreHkata £ = O(log n) u orTaMm — Ha Obp3WHATA HA ONEPAITUUTE
€ JIOCTaThYHO YAaCTHOTO OT JBDKMHUTE Ha IMbTUILATA OT KOPEHA J0 JUCTaTa aa Oblae
OTPaHUYEHO OTrOpe OT HIKAKBA KOHCTAaHTA ¢ = 1 U BbPXOBETE, KOUTO HE ca JIUCTA,
7la UMaT €IUH U ChIIH OpOil MPEeKH HACIETHUIIH.

JIeCTBUTENHO, aKO Hal-ABJIBI U HAW-KBC BT OT KOPEHA A0 JIMCTATA NPUTEHKABAT
CHOTBETHO IBJDKUHU h W h/c, TO BCHYKH CJIO€BE Ha IBpBOTO A0 Ne /i /c BKIL.
ca 3aIbJIHCHH, 3aTOBA BaKU JBOMHOTO HEPABEHCTBO

l+d+d*+..  +d"° < n<1+d+d*+.. . +d

B Yy « B

h

TOECT
+1 h+1
@"ON njd-n< i@ -1nra@-,
KBJIETO 7 € OpOsIT Ha BCUYKH BBPXOBE, a d = 2 € OpoAT Ha NMPEKUTE HACIEIHHIIU
Ha BCEKHU BPBX, KOUTO HE € JIUCTO.

CJICI[ KaTo CC pClIr OTHOCHO h, ILBOﬁHOTO HCPABCHCTBO IIpHCMa CJICAHHA BHUI:
~1+log ,(d-1)n +1) <h < c(-1+log ,((d=1)n +1)).

Twii xaTo nsiBaTa W JIACHATaA CTpaHa ca OT MOPSIbK log 7, TO 3a BUCOUMHATA /i BaXKu
acUMNTOTHYHAaTa ouieHKa /1 = O(log n), a Ts rapanTtupa Obp301eHCTBHIE.

Bonpeku ye morat ga ce OanaHcUpaT BCSKAKBHU JbpBeTa (HE CaMO JIBOMYHM),
BCE IaK 0aJaHCUPAHETO € Hall-MHTEPECHO UMEHHO 32 HApEACHUTE IBOMYHHU JbPBETA.
CamoOanancupaT ce pa3HOOOpa3HU TUIIOBE JIbPBETA, KOUTO CIIOPE] CBOWCTBATa CHU
HaMHpaT Pa3InIHU PUITOKEHHUSL.



YepBeHO-4€PHO IBPBO

Yepseno-uepno 0vpeo € BUI caMoOalaHCHUPAIIO C€ ABOMYHO ABPBO 32 ThPCEHE,
KOETO MPUTEkKABA €ATHOBPEMEHHO CJIEJHUTE CBOMCTBA!

1) Bceku BpbX € OLBETEH B €IMH OT /IBA Bb3MOKHU L[BSITA — YEPBEHO UJIM YEPHO.

2) Beuuku nucta ca yepHu. Jlucrara ce nmpeacTaBAT Kato Mpa3Hu Bbpxose (NIL):
T€ HE ChbPKAT JaHHU U YKa3aTEIUTE KbM TSIX ca HYJICBH.

3) Huxoli yepBeH BpbX HE MOKE J1a KMa YEPBEH MPSK HACIECIHUK.

4) Bceku mbT OT aJIeH BPBX JI0 KOE€ Jia € JIUCTO B HErOBOTO MOJABPBO ChIbPKA
eIHaKbB OpO¥ YepHU BBHPXOBE (3aBHUCEI] CaMO OT M30paHWs HAadajIeH BPHX).

[Tonsikora ce 100aBsi U3UCKBAHETO KOPEHBT Aa Obje uepeH. Thi KaTO KOPEHBT
BUHAru Moxe Jia ce mpebosiuca B yepHo (0e3 Ja ce HapyuaT JpyruTe U3UCKBaHUs),
TOBA MIPABUJIO HE BIIUsE CHIIECTBEHO HA CTPYKTypaTa OT JIaHHHU.

Cropen cBOMCTBO 4 BCHUKHM MBTHUILA OT KOpPEHA J0 KOE€ Ja € JIUCTO ChIbpKaT
eIUuH U ChIIKM Opoi 4yepHH BbpxXxoBe. Heka To3m Opoit Obae o3HaueH ¢ b. Torama
BCEKH BT OT KOPEHA JI0 JTUCTO ChIbPIKa MOHE b YepHU BbpXa U (IMOpaau CBOWCTBO 3)
HE IoBeue OT b uepBeHHU BbpxXa (€AMH YEpBEH BPbX B HAYAJIOTO — KOPEHA; U Ol
b — 1 yepBeHU BbpXa — IO €AMH MEXKIY BCEKHU JBa YyepHHU). Taka IbDKMHATA HA BT
OT KOpeHa 70 JucTo (MepeHa ¢ O6post Ha pedpaTa) € mexay b — 1 B u 2b — 1 B
YactHoto (26— 1)/ (b—1) e mexny 1 u 4 (3a ronemu b — mexay 1 u 2 + €), 3aToBa
B TE€3M TI'PAHMIIM JIEKU M YACTHOTO OT IBJDKMUHUTE Ha HAW-IABIBI U HAW-KbC NbBT.
CnenoBarenno BucounHata i = O(log n), kpeTo n € OpoSIT Ha BCUYKU BHPXOBE.
ToBa paBeHCTBO rapanTupa ObP30ACHCTBHETO.

["opHuTe pazcexaeHus Baxar camo npu b > 2. Ho npu b = 1 1ppBOTO Cce chcTOU
camo OT TP BbpXa: YepBEH KOPEH C J[Ba NMPEKH HaCJIeIHUKa — 4YepHU JucTa. Torasa
BCUYKH ITHTHUIIA OT KOPEH JI0 JIUCTO UMAT PaBHU ABJKUHU (CIUHUIIN).

3a cbxpaHsBaHETO Ha MHGOpPMAIIUATA 32 [IBETA HA BCEKU BPBHX € HYXKEH €IuH OuT,
KONTO 32 MKOHOMMSI Ha TaMeT MOXeE J1a Ce Ma3u B yKa3aTelsd KbM BbpXa. YKazaTeauTe
ca 1enu yucia 0e3 3Hak (azpecu Ha KieTku). Te3u umcia psako ca TBbpPAE FOJIEMH,
cTapmuTe OUTOBE OOMKHOBEHO Ca HYJHM; I[BETOBETE MOTAT Ja 3aMECTST Te3U HYJIH.



Tvpcenemo na Hail-ManvK WU HAU-2071AM €leMEeHm W3UCKBA Ja 0bJe U3MHUHAT
BT OT KOpPEHa JI0 HSAKOE JIUCTO, MOPaJM KOETO H3pa3xo/iBa BpeMe OT MHOopsabka
Ha BUCOYMHATa Ha JIHPBOTO (HamMajeHa He MoBe4ye OT JABa MmbTH), ToecT O(log n),
IIPU BCSIKAKBU BXOJIHU JIAHHHU.

Tvpcenemo no knwy Moxe na O0ble Mo-ObP30 WM M0-0aBHO B 3aBHUCHUMOCT
oT ONMM30CTTa Ha Bb3eNa C KJIKYa O KOpeHa Ha IbpBOTO. B Hal-nomms cimydaid
KIIFOYBT C€ HaMHUpa B JINCTO WJIM JIUIICBA M300110; ToraBa BpeMmeto ¢ mak O(log n).
B Hail-noGpust ciyuaii (korato KJIOUYBT € B KOpEHa) BpeMeBaTa CI0XKHOCT € O(1),
HO TOBA c€ CIyuBa psiaKo. Thil KaTO JUCTaTa U OJU3KUTE 10 TSIX BHPXOBE Ca MHOTO,
a BbpXOBeTe, 0130 J0 KOPEHa, ca MaJIko, TO CpPeIHaTa BpeMeBa CIOKHOCT € O(/),
toecT O(log n); cTpOroTo A0Ka3aTEJICTBO CE CBEXJa J0 M3YHMCIISIBAHETO Ha H3pas3a

1 logzn 1 logzn 1 logzn , 1 logzn
k-1 k-1 k k
—Zk.2 =—Zk.x =—Zx =—Zx
= k=1 n k=1( ) "\ k=
x=2 x=2 Y=
' 1
log n —1+log n log. . n - _
X 2 -1 B (logzn)x 2 .(.x_l)_x 2 +1 - 2n(10g2n) n+1
n x—1 n(x—1)2 n
x=2 x=2

1 1
— (10g2 n) —1+— = 0O(log n).
2 n

Bmwvkeane: Hali-Hanpel HOBUAT €JIEMEHT CE BMBKBA KaKTO IMPH KOCTO U Ja €
HapeJeHO JTBOUYHO JIBPBO, TOSCT MO HETOBHUS KIIIOY C€ ThPCHU MSACTOTO MY B JTbPBOTO
1 Ha TOBa MSCTO ce J00aBsi HOBO JIMCTO C MOTpeduTenackara nadopmaius. Twi KaTo
o0aue YepBeHO-UYEPHUTE JbpPBETa HE Ma3sAT WHQpOpMAIUsS B JIUCTAaTa CH, TO MPHU TAX
HOBUSAT BPHX C€ J00aBS Ha MICTOTO Ha ChOTBETHOTO JIMCTO KaTO BHTPEIICH BPBHX N
C JIBa IPEKW HaclieTHUKa (YEpHHU JIHCTA) U ce OosaucBa B yepBeHo. [lo-HaTaThk nMa
HSIKOJIKO CITy4asi, KbM YMHTO aHAJIU3 MOXKeE J1a C€ MIPUCTHIIH U OT APYTH MECTA.

Ilvpeu cnyuau: N Hsama poauten, ToecT N € KopeH Ha abpBoTO. CliemoBaTenHo
HsIMa KakBO ITOBEYE J]a ce MpaBH. AKO C€ U3MCKBAa KOPEHBT J1a € YEPEH, TO BbPXBT N
ce MpeolBeTsIBa B YepHO (TOBa yBeJlWYaBa C €AMHMIIA Opos HA YEPHUTE BHPXOBE
[0 BCUYKM IBTHUINA OT KOPEH 10 JINCTO, TaKa Y€ CBOMCTBO 4 3ama3Ba CHJIaTa CH).

B ocrananure ciiydan N uma HskakbB poauten P.

Bmopu cnyuai: P e yepen Bpbx. ToraBa HsiMa KakBO MOBEYE J1a CE MPABH, 3aIIOTO
BCUUYKHU CBOMCTBA ce 3ama3BaT: HOBUAT BpbX N € 4epBEH MEXAYy YEepHH (jerara My
u poautens P), a OposT Ha yepHUTE BBPXOBE MO IBTHUIATA, 3aBBPIIBAIN JlOCEra
C OTCTPAHEHOTO JIUCTO, HE CE MPOMEHS, 3al[0TO BMECTO OTCTPAHEHOTO (YE€PHO) JUCTO
cera cTou 4epBeH BpbX N C J1B€ YepHU JUCTa (IO €JHO HAa BCEKU HOB MBT JO JIUCTO).



B ocrtananute cinyuyau poaurensatr P e yepBeH Bpbx. ToBa HapylaBa CBOMCTBO 3,
ThIl KaTO U MPEKUAT My HacieAHUK N e depBeH. Thil KaTo MOxe 0e3 orpaHuyeHUe
Jla ce Mmpenrojara, 4¢ KOpeHbBT € 4depeH, To P He e kopeH, Ttoect P mpurexasa
HsAKakbB poauten G. BepxbsT G UMa ABa NPEKHU HACIEIHUKA, EAUHUAT OT KOUTO € P;
HEeKa ApYrusT npsk HacienHuk Ha G 0bae o3HadyeH ¢ U. OT cBoilcTBO 3 (M3MBJIHEHO
npeau BMbKBaHETO Ha HOBHUS BpbX N) cienBa, ue BbpXbT G € yepeH, MoHeke uma
YepBeH MpsK HacienHuK (Bbpxa P). 3a uera Ha Bbpxa U uma 1B€ Bb3MOXKHOCTH.

Tpemu cnyuau: Bepxbr U e uepBen. Toraa mpebosiaucBame U u P B uepHo,
a G — B uepBeHo. Taka ce OTCTpaHsIBa KOHQIMKTHT MeXQy 1BeroBere Ha N u P,
KaTo ce 3ama3Ba OposT Ha YEPHUTE BHPXOBE MO MBTHINIATA, MUHABAIIHU 1pe3 Bbpxa G.
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Cera o0aue Moe J1a Bb3HUKHE MpoOiieM ¢ 11BeTa Ha Bbpxa G: TON MOXke Ja € KOpeH
WIN J1a UMa 4epBeH pouren. OT MACTOTO Mo-rope, 0003HauU€HO C eIMHUYHA 3BE37a
Ha cuH (OH, ce NMPOBEXkAa aHAJIN3 Ha ciiydyau 3a Bbpxa G, karo G urpae possara Ha N.
Taxa neekThbT ce mpemecTBa KbM KOPEHa, TIOKAaTO Ob/ie OTCTPAHEH.

B ocrananure ciiyyan BepxsT U e uepen. Hy)kHu ca 3aBbpTaHus Ha OAAbPBETA.
Hararbk ce npeanonara 3a onpezaeneHoct, ye P e i, a U € neceH npsK HacJIeTHUK
Ha Bbpxa G (ako He e Taka, TpsAOBa caMo Jja C€ CMEHAT MOCOKUTE Ha 3aBbPTAHUSATA).

Yemevpmu cayuaii: N e neced npsk HacienHuk Ha P. ToraBa B P ce mpaBu
JIIBO 3aBBbPTaHE HA OAABPBOTO.
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ToBa 3aBbpTaHe HE HapylllaBa CBOMCTBAaTa Ha YEPBEHO-UYEPHOTO AbpBO. HO Thil KaTo
koH(DuKTHT Mexay N u P octaBa, To ca HyxHH omie nerctBus. Pormure Ha N u P
CE pa3MEHAT U AITOPUTHMBT MPOABIKABA KbM MOCIEAHUS (IIETUS) CITydail.



Ilemu cnyyau: N e nsB npsk HacneqHuk Ha P. ToraBa BB Bbpxa G ce mpasu
JSICHO 3aBBPTAaHE Ha MOIIbPBOTO, P ce mpeonsersiBa B 4yepHO, a G — B UYEPBEHO.
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ToBa 3aBppTaHe HE HapyllaBa CBOMCTBAaTa HAa YEPBEHO-YEPHOTO AbpBO. OCBEH TOBa
To pemaBa KoHpuukTa Mexay N u P, Taka 4e anropuTbMbT NPHUKIIOYBA padoTa.

HamnpaBeHoTO onucaHue Ha alropuThbMa € PpEKypCUBHO, HO MOXKE J1a ce 3a0eexH,
4e BCAKO IIPENpaliaHe OT €AUH CIy4aid KbM APYT MPEACTABIIABA ONALIKOBA PEKYPCHS,
a TS JIECHO C€ 3aMEHs ¢ HMKbJI. ClIeI0oBaTEIHO BMBKBAHETO C€ M3IIBJIHIBA HA MSCTO,
TOECT IMOYTH HE U3II0JI3BA JOIIBIHUTEIHA ITAMET.

H3mpueane: Onepauusara NpoTUda, KAKTO MPU BCAKO HAPEIEHO IBOMYHO JABPBO,
HO C JOMBIHUTENHA 00paboTka. [lpu yepBeHO-uyepHHUTE IBPBETA JIUCTO HE MOXKE
na ObJe M3TPUTO Ype3 MpsiKka KOMaHJa, 3all0TO TOBa OM HAPYIIUIO M3MCKBAHMSITA
KbM CTpyKTypaTa (JIUCTara ce€ TPUSAT caMO KOCBEHO, B PE3yJITAaT HAa U3TPUBAHETO
Ha JIpyT BpbX). BpbX, KOUTO HE € JUCTO U YUUTO MPEKU HACIEIHUIIM HE ca JIHUCTA,
HE Ce M3TPUBA HUKOTa, a CE U3TPUBAa caMO MoTpeduTesickaTta uHGOpMalUs B HETO,
KaTo TSl CE€ 3aMeHs C MOTpeOuTerIcKara MHPOpMaIUs B CIEIBAIIMS MO-TOJISIM BpPbX,
TOECT HaW-MaJKUs B JSICHOTO NOAABPBO, KOUTO MMEHHO IOJJIEKH HAa W3TPUBAHE.
(Obaue 1BETHT HE CE KOMHUpa MPHU MPEHACSIHETO Ha MOTpeduTeckaTa nHpopmariusi.)
B kpaitna cMeTka UCTHHCKHM ce M3TpHBa (C OCBOOOXK/IaBaHE Ha MaMETTa) CaMO BPBX,
KOMTO HE € JIUCTO, HO TIOHE €IMH OT MPEKUTE MY HACJIEAHULIM € JIUCTO.

Hexa M e BpbX, KOUTO HE € JIMCTO, HO HAKOW HEroB IPSK HACIEIHUK € JIUCTO.
Hexa N e npyrusat npsk Haciennuk Ha M (BppXbT N MOXE CBIIO Ja € JIKCTO).
BbpxsT M MOXeE 1a c€ U3TPUE MO CICIHUS HAYUH.

Axo M e uepBeH, To M npocto ce 3ameHst ¢ N (ykazaTensaT ot poautens Ha M,
couen] kbM M, ce npenacouBa kbM N). [lamerta 32 M ce ocB0OOX AaBa U MPEKUST
HacienHuk Ha M, xoiito He € N, ce ryou (M3ryOeHUsIT HACJIEeIHUK € JINCTO, TaKa 4ue
HE ChAbpXKA MOTpeduTeNcKa HHPOpMaLK; Ha TPaKTUKa TOBa € caMo yKka3zaTesn NIL).
ToBa U3TpUBaHE HE HAPYIIABA U3MCKBAHMATA 34 LIBETOBETE HA BBPXOBETE: IIOM KaTO
M e uepBeH BpbX, TO N 1 poauressiT Ha M ca yepHH, CIIeA0BAaTEIHO CBBP3BAHETO UM
c pedpo e MO3BOJICHO; HE Ce MPOMEHS U OPOSIT Ha YEPHUTE BHPXOBE MO KOH J]a € IbT
OT KOpEHa JI0 JIUCTO (camMo ce ryOu €uH OT T€3U MbTHUIllAa — IIBTAT, KOUTO 3aBbPIIBA
C JIUCTOTO, U3TPUTO 3aeqHO ¢ M KaTo HEroB MHpsK HacieaHuk). He e HeoOxoaumo
Jla c€ MPABU HUIIIO MOBEYE B TO3U CIIy4Yal, TOECT AITOPUTHMBT 3aBBPIIBA.



Axko obaue M e depeH BpbX, To Moxke N na e yepBeH. OtHoBo N 3amecTtBa M
(kakTO B MpeauuIHus ciyyail), Ho cera N ce npedosucBa B YEPHO U aJrOPUTHMBT
NPUKIIIOYBAa paboTa, Thil KaTO BCHYKM M3HCKBAHMS KbM CTPYKTypaTa ca CIIa3€HHU.

EnvHCTBEHMAT TpyleH ciiyyal € TO3M, B KOWTo BbpxoBete M u N ca uepHH.
TBU KaTo OPYruAT NpsK HACIEIHUK Ha M € JIMCTO M BCHYKM JINCTA ca 4epHHU, TO N
CBIIO € JIUCTO (MHAYE pa3IUYHUTE MbTHINA OT M 70 JUCTO B MOAIBpBOTO HAa M Ouxa
ChABPXKAIN pasznudeH Opoit uepHu BbpxoBe). OTHOBO N 3amectBa M (ykazaTensr
kbM M, uasamy ot poautens P na M, ce npeHacouBa kbM N, TOECT cTaBa HYJIEB,
a P craBa poguten Ha N), HO TOBa HE € JOCTaThYHO: IBTHUIATA OT KOPEHA /0 JIUCTO,
KOWUTO Jlocera ca MHMHaBaiu Ipe3 M, Beye ChabpKAT €AUH YEPEH BPBX IO-MAIKO
OT ApYruTe MbTHUIA, KOETO € HapylleHue Ha cBoicTBO 4. IIpeacrom na omnwuiiem
KaK c€ OTCTpaHsBa TOBAa HapYIICHHE. 3a LEJITa WE pa3rieaamMme HAKOJIKO CIIyYas.

[IpeacrosmmsaT aHalU3 Ha Cllydyad MOXKE Ja C€ OTHacs He camo 3a Bbpxa N,
neduHUpaH TO-Tope, a M 3a APYTH BBPXOBE, KOUTO WrpasT HETroBara poiisi. Toect
TOBA MSICTO OT TEKCTa € BXOJ[HA TOYKA, KbM KOSATO MOraT Ja IMpenpaiiar Apyru MecTa.
3aToBa OTTYK HAaTaThK He ce mpeanoinara, ye N e nucto. [Ipeanonara ce eMHCTBEHO,
ye N € 4yepeH BpbX U U€ BCHUUKU IBbTHUINA OT KopeHa mpe3 N 70 JUCTO UMaT Beue
€JUH YepeH BPbX MO-MAJIKO, OTKOJKOTO MPEJAX HayaaoTO Ha OMepalusiTa U3TpHUBaHE.
(Moxe camust BpbX N J1a € KOPEH UITU JIUCTO.) X

Ilvpeu cayuaii: N € KOpeHBT Ha IbPBOTO. ToraBa HAMa HUKAKBU APYrH II'bTUIIA
(y’x ocTaBallld C MOBEYE YEPHU BHPXOBE), TOECT HAMA HAPYUIEHHWE Ha CBOWCTBO 4.
AnroputbmbT 3aBbpiiBa. (KpaeTto B agBara ab3ama OT HA4aloTO Ha CTpaHHUIATa
ce roBOpHU 3a ykazaren oT poautens Ha M xpM M, TpsiOBa na ce pazOupa mpocTo
yKa3aTensT KbM KOpPEHa Ha IbPBOTO. YIOOHO € BBPXbT, MOJJIEKAI] HA U3TPUBAHE,
Ja He ObJie TTOCOYBAH HAIPaBo, a J1a C€ M0COYBa yKa3aTesl KbM HEro, T.C. BXOIHHST
napamMeTbp Ha MpoleaypaTa o M3TpUBaHE Ja ObJe yKa3aTed KbM yKaszaTeld. AKO
AITOPUTHMBT € MOMNAaJHAJl B MbPBUS CIydail HalpaBo OT JBara ab3aila B HA4aJlOTO
Ha CTpaHMIaTa, TO YKa3aTessiT KbM KOpeHa € cTaHaid HyjeB (NIL), T.e. IbpPBOTO
Ce € OMPa3HUJIO.)

OcraBa n1a pasrieaame apyrata Bb3MOKHOCT: N J1a HE € KOPEHbT Ha JbPBOTO.
Heka P e poautensat Ha N. Heka S e apyrusar npsik Hacinennuk Ha P. Bupxsr S
HE MOXE Ja € JIMCTO, Thil Karo BCUYKU ImbTUINA OT P mipe3 N 10 nucto chabpxar
(B wactra cu cien P) none enun uepen BpbX (N), 3aTyid Bcuuku mbTuia ot P npe3 S
710 TUCTO UMaT (B yactra cu ciej P) eauH yepeH BpbX MOoBeUE, TOECT 00IIO MOHE /1Ba
YEepHU BHPXa, a aKO S € JIUCTO, EIMHCTBEHUAT TakbB BT € P — S u Tol chabpxa
(B wactta cu cneq P) enuH-eAMHCTBEH BPBX U300110 (S), KOETO € MPOTUBOpEUHE.
U taka, S He € 1MCTO, 3HAaUM S MMa TOYHO JBa MTPEKU HACJIEAHUKA; HEKA Sy, € JICBUAT,
a Sg € JIECHUSAT NpsAK HacleaHUK Ha S. be3 orpannyeHre MoOXXeM J1a MPEArnoaoXuM,
ye N e J1eBusT, a S € IeCHUAIT NpsK HaciaeAHUK Ha P (ako He e Taka, MPOCTO CMEHSIMe
MIOCOKHUTE HA 3aBbPTAHE B CIIy4auTe, pa3riielaHu MO-HaTaThK).



Bmopu cnyuaii: S e uepsen BpbXx. OT cBolcTBO 3 cienBa, ue P, Sy, u Sk ca uepHu.
ITopaspBoTO Ha P ce 3aBbpTa HANIABO, a BbpxoBeTe P M S cu pa3MeHAT LBETOBETE.

ToBa nelicTBUe HE POMEHs OpOs HA YEPHUTE BBPXOBE MO MBTUIIATA, T.€. 1e(DEKTHT
OCTaBa 3acera, Ho MOe J1a ObJie OTCTPAaHEH B HIKOM OT cieaBamuTe ciydau. [lopaau
nmpoMsiHaTa B OOKpBHKEHHETO Ha N cTaBaT MPHIOKUMHU JCUCTBUSATA OT YETBBHPTHS,
METUS WJIU LIECTUS CITyYaHu.

Tpemu cnyuau: P, S, Sp, u Sg ca 4epHU BBPXOBE. S c€ MPEOLBETSABA B YEPBEHO.
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ToBa nelicTBHe HamalsisiBa C €IMHUIIA OpOSl HA YEPHHUTE BBHPXOBE BHPXY IBTHUINATA
npe3 S. Taka nedekTsT Beue e 00111 3a IIT0TO MOAABPBO Ha Bbpxa P, a He camo Ha N.
Otryk HataThk P 3amouBa ja urpae possta Ha N, KaTo aHAJIU3bT HA Clydyau 3alo4Ba
OT MSICTOTO TPEIU IBPBUS CIIydail, 0003HAYCHO ¢ KPBCTYE HA CHH (DOH.

Yemevpmu cayyau: S, Sy, 1 Sg ca yepHU BbpxoBe, a P e uepBen BpbX. Torasa
ANTOPUTHMBT pa3MeHs 1BeToBeTe Ha P u S; Taka oTcTpansBa fAedekTa U 3aBBHPINBA.
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Ilemu cnyuaii: S 1 Sg ca 4YepHU BBPXOBE, a Sy, € yepBeH. ToraBa alropuTbMbT
3aBbpPTa HAJACHO MOAIBPBOTO Ha S M pa3MEHs LIBETOBETE Ha BbPXOBETE Sp U S.

/1)

Taka OposIT Ha YepHUTE BHPXOBE MO IIBTUIIIATA OT KOPEHA JI0 JIUCTO HE Ce MPOMEHS,
HO aJrOPUTBMBT MOXE JIa TPOIBIKH KbM IIECTUS CiIydal (¢ Ipyrd 0003HAUYCHUSA).

Llecmu cayuaii: BepXbT S € uepeH, Sg € 4uepBeH, a P € ouBeTeH MPOU3BOJIHO.
3aBbpTa ce HAISIBO NOAAbPBOTO Ha P, pa3mensar ce 6boute Ha S u P, a Sg cTaBa 4yepeH.
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IIo TO3M HauuH IIbTUIIIATA OT KOpCHA IIPC3 N A0 JHUCTO IToJIydaBaT AOITBJIHUTCIICH
4CpCH BPBX, C KOCTO Ile(i)eKT'bT € OTCTpPAHCH U aJITOPUTBMBT IPUKITIOYBA pa60Ta.

HSTpHBaHeTO CC U3ITbJIHABA Ha MSICTO, TOCCT IIOYTH HC N3pa3xoaBa I1aMcCT.

OmnepanuuTe cria3BaT CBOMCTBaTa Ha YEPBEHO-YEPHOTO ABPBO ILIIOC H3UCKBAHETO
3a 4yepeH kopeH. BpemeTo 3a BMbKBaHe / u3tpuBane ¢ O(log n) B Haif-momms cirydai
(korato nmedekT ce MEeCTH OT HaW-JajJedyHO JIMCTO JI0 KopeHa). CpemHOTO Bpeme
3a BMbKBaHe / u3TpuBane € O(log n), ako ThPCEHETO Ce CMsTa 3a TEXEH ITbPBU €TaIl.
CpenHoTo BpeMe 3a ChITMHCKOTO BMbKBAaHE U M3TPUBAHE, T.€. 6€3 ThpceHeto, € O(1),
3aI10TO, aKO OILIBETSIBAHETO CE€ CUMTA CIyYailHO, Ha BCSKA CTHIIKA UMa BEPOSITHOCT p
nedeKThT Ja He Ce MPEMECTH MO-HAaTaThK (CTOMHOCTTA HA p HE € BaXKHA; TA € TOJIsiMa,
3aI0TO MECTEHETO CIUpa MPU CTPYNMBaHE HA YEPHU BHPXOBE, HA KOMUTO CBOWCTBO 3
JaBa MPEAUMCTBO Tpe] YepBeHUTE). [ €COMETPUIHOTO BEPOSTHOCTHO pasmpe/eicHIe
BJIeU€ O4YaKBaH OpoM CTHIKH 1 / p, TOECT KOHCTAaHTA (U TO MaJIKa).

3abenexka: B U310keHUETO ca U3IM0JI3BaHU MaTepUau OT Yukuneous.





