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Çàäà÷à 1. Íàìåðåòå êîåôèöèåíòà ïðåä x2y7 â (x+ y)9.

Äîê. Èçïîëçâàìå, ÷å

(x+ y)n =

n∑
i=0

(
n

i

)
xiyn−i.

Òîãàâà å ÿñíî, ÷å êîåôèöèåíòà ïðåä x2y7 å
(
9
2

)
= 36.

Çàäà÷à 2. Äàéòå ïðèìåð çà áåçêðàéíà ðåëàöèÿ R, çà êîÿòî å èçïúëíåíî,
÷å

R−1 ⊆ R.

Äîê. Ðåëàöèÿòà òðÿáâà äà å ñèìåòðè÷íà. Íàïðèìåð,

R = {〈x, y〉 | x = y},

èëè
R = {〈x, y〉 | |x− y| = 6}.

Çàäà÷à 3. Äîêàæåòå, ÷å

à 3|(22n + 5);

á 9|(22n + 15n− 1).

Äîê. Äîêàçàòåëñòâî ñ èíäóêöèÿ ïî n.

à) Çà n = 0, 3|(20 + 5). Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî çà n > 0. Íåêà n = k+ 1.
Òîãàâà

22k+2 + 5 = 22k + 5 + 3 · 22k.

Îò è.ï. èìàìå, ÷å 3|22k+5. Ïîíåæå å î÷åâèäíî, ÷å 3|3·22k, òî 3|(22k+2+5).

á) Íåêà n = 0. Òîãàâà 9|(1 − 1). Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî çà n > 0. Íåêà
n = k + 1. Òîãàâà

22k+2 + 15(k + 1)− 1 = 4 · 22k + 15k + 15− 1 = 22k + 15k − 1 + 3(22k + 5)

Îò è.ï., 9|(22k + 15k− 1). Îò à), 3|(22k + 5) è ñëåäîâàòåëíî, 9|3(22k + 5).
Çàêëþ÷àâàìå, ÷å 9|(22k+2 + 15(k + 1)− 1).

Çàäà÷à 4. Íåêà å äàäåíî óðàâíåíèåòî x1 + x2 + x3 + x4 = 15.

à) Êîëêî ðåøåíèÿ â åñòåñòâåíèòå ÷èñëà èìà óðàâíåíèåòî, àêî x4 = 3?

á) Êîëêî ðåøåíèÿ â åñòåñòâåíèòå ÷èñëà èìà óðàâíåíèåòî, àêî x3 ≥ 3 è
x1 ≥ 2?
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Äîê. Â îáùèÿ ñëó÷àé, áðîÿò íà ðåøåíèÿòà â åñòåñòâåíèòå ÷èñëà íà óðàâ-
íåíèÿ îò âèäà:

x1 + x2 + · · ·+ xk = n

ñå èç÷èñëÿâà ïî ôîðìóëàòà (
n+ k − 1

k − 1

)
.

à) Òðÿáâà äà íàìåðèì áðîÿ íà ðåøåíèÿòà íà x1 + x2 + x3 = 12. Òå ñà
(
14
2

)
íà áðîé.

á) Ùå ïðèëîæèì ïðèíöèïà çà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå, ò.å. îò âñè÷êè
ðåøåíèÿ,

(
18
3

)
ùå èçâàäèì íåâàëèäíèòå ðåøåíèÿ.

Äà îçíà÷èì ñ A3 - ðåøåíèÿòà çà x3 < 3. Äà îçíà÷èì ñ A1 - ðåøåíèÿòà
çà x1 < 2. Òîãàâà

|A1| =
(
17

2

)
+

(
16

2

)
,

|A3| =
(
17

2

)
+

(
16

2

)
+

(
15

2

)
,

|A1 ∩A3| =
(
16

1

)
+

(
15

1

)
+

(
14

1

)
+

(
15

1

)
+

(
14

1

)
+

(
13

1

)
.

Êðàéíèÿò îòãîâîð å (
18

3

)
− |A1| − |A3|+ |A1 ∩A3|.

17.12.2013

Çàäà÷à 5. Íåêà R å ðåëàöèÿ, çà êîÿòî å èçïúëíåíî óñëîâèåòî R−1 = R.
Ìîæå ëè äà òâúðäèì, ÷å R å ñèìåòðè÷íà? Îáîñíîâåòå ñå!

Äîê. Ïî îïðåäåëåíèå,

R−1 = {〈y, x〉 | 〈x, y〉 ∈ R}.

Ñúùî òàêà ïî îïðåäåëåíèå R å ñèìåòðè÷íà, àêî

(∀x, y)[〈x, y〉 ∈ R → 〈y, x〉 ∈ R].

Íåêà R−1 = R. Ìîæåì äà òâúðäèì, ÷å ðåëàöèÿòà å ñèìåòðè÷íà, çàùîòî àêî
〈x, y〉 ∈ R, òî 〈x, y〉 ∈ R−1 è ñëåäîâàòåëíî 〈y, x〉 ∈ R.

Çàäà÷à 6. Äîêàæåòå, ÷å

n∑
i=0

(2i+ 1)2 =
(n+ 1)(2n+ 1)(2n+ 3)

3
.
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Äîê. Èíäóêöèÿ ïî n.
Çà n = 0,

0∑
i=0

(2i+ 1)2 = 1 =
(0 + 1)(0 + 1)(0 + 3)

3
=

3

3
.

Çà n > 0, íåêà n = k + 1. Òîãàâà

k+1∑
i=0

(2i+ 1)2 =

k∑
i=0

(2i+ 1)2 + (2k + 3)2

=
(k + 1)(2k + 1)(2k + 3)

3
+

3(2k + 3)2

3

=
(k + 1)(2k + 1)(2k + 3) + 3(2k + 3)2

3

=
(2k + 3)((k + 1)(2k + 1) + 3(2k + 3))

3

=
(2k + 3)(2k2 + 9k + 10)

3

=
(2k + 3)(2k + 5)(k + 2)

3

Çàäà÷à 7. Äîêàæåòå, ÷å

n∑
i=0

i3 =
n2(n+ 1)2

4
.

Äîê. Èíäóêöèÿ ïî n.

• Çà n = 0 å ÿñíî.

• Çà n > 0, íåêà n = k + 1. Äà ïðèåìåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà k.
Òîãàâà

k+1∑
i=0

i3 =

k∑
i=0

i3 + (k + 1)3

=
k2(k + 1)2

4
+

4(k + 1)3

4

=
(k + 1)2(k2 + 4(k + 1))

4

=
(k + 1)2(k + 2)2

4

Çàäà÷à 8. Äîêàæåòå, ÷å

n∑
i=0

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.
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Äîê. Èíäóêöèÿ ïî n.

• Çà n = 0 å ÿñíî.

• Çà n > 0, íåêà n = k + 1. Äà ïðèåìåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà k.
Òîãàâà

k+1∑
i=0

i2 =

k∑
i=0

i2 + (k + 1)2

=
k(k + 1)(2k + 1)

6
+

6(k + 1)2

6

=
(k + 1)(k(2k + 1) + 6k + 6)

6

=
(k + 1)(2k2 + 7k + 6)

6

=
(k + 1)(k − −7−

√
49−48
4 )(k − −7+

√
49−48
4 )

6

=
(k + 1)2(k + 3

2 )(k + 2)

6

=
(k + 1)(k + 2)(2k + 3)
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Çàäà÷à 9. Íåêà U å ìíîæåñòâî ñ n åëåìåíòà.

à) Íàìåðåòå áðîÿ íà äâîéêèòå (X,Y ), X,Y ⊆ U .

á) Íàìåðåòå áðîÿ íà äâîéêèòå (X,Y ), X,Y ⊆ U , çà êîèòî |X| ≥ 2 è |Y | ≥ 3.

Äîê.

à) Íèå çíàåì, ÷å âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà íà U ñà 2n íà áðîé. Òîãàâà âñè÷êè
äâîéêè ïîäìíîæåñòâà (X,Y ) ñà 2n · 2n = 4n.

á) Ïðèëàãàìå ïðèíöèïà çà âêëþ÷âàíå è èçêëþ÷âàíå.

Íåêà A1 ñà äâîéêèòå (X,Y ), çà êîèòî |X| < 2. Ïðåñìÿòàìå ãè êàòî
ðàçãëåäàìå äâà ñëó÷àÿ:

• X = ∅. Áðîÿò íà âñè÷êè òàêèâà (X,Y ) å 2n.

• X = {u}, çà íÿêîå u ∈ U . Áðîÿò íà âñè÷êè òàêèâà (X,Y ) å
(
n
1

)
2n.

Íåêà A2 ñà äâîéêèòå (X,Y ), çà êîèòî |Y | < 3. Ïðåñìÿòàìå ãè êàòî
ðàçãëåäàìå òðè ñëó÷àÿ:

• Y = ∅. Áðîÿò íà âñè÷êè òàêèâà (X,Y ) å 2n.

• Y = {u}, çà íÿêîå u ∈ U . Áðîÿò íà âñè÷êè òàêèâà (X,Y ) å
(
n
1

)
2n.

• Y = {u, u′}, çà íÿêîè u, u′ ∈ U . Áðîÿò íà âñè÷êè òàêèâà (X,Y ) å(
n
2

)
2n.
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Òîãàâà A1 ∩ A2 ñà âñè÷êè äâîéêè (X,Y ), êúäåòî |X| < 2 è |Y | < 3.
Îñòàâà äà ïðåñìåòíåì òåõíèÿ áðîé. Òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå 6 ñëó÷àÿ.

• |X| = |Y | = 0. Î÷åâèäíî ñàìî åäíà äâîéêà îòãîâàðÿ íà òîâà óñëî-
âèå, (∅, ∅), ò.å. áðîÿò íà òåçè äâîéêè å 1.

• |X| = 0, |Y | = 1. Òåõíèÿò áðîé å n.

• |X| = 0, |Y | = 2. Òåõíèÿò áðîé å
(
n
2

)
.

• |X| = 1, |Y | = 0. Òåõíèÿò áðîé å n.

• |X| = |Y | = 1. Òåõíèÿò áðîé å n2.

• |X| = 1, |Y | = 2. Òåõíèÿò áðîé å n
(
n
2

)
.

Ïîëó÷àâàìå, ÷å

|A1| = 2n + n2n

|A2| = 2n + n2n +

(
n

2

)
2n

|A1 ∩A2| = 1 + n+

(
n

2

)
+ n+ n2 + n

(
n

2

)
.

Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà ìíîæåñòâàòà å:

4n − |A1| − |A2|+ |A1 ∩A2|.

18.12.2013

Çàäà÷à 10. Êîëêî ðàçëè÷íè äóìè ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò êàòî ðàçáúðêàìå
áóêâèòå íà äóìàòà ÀÁÐÀÊÀÄÀÁÐÀ?

Äîê. Îáùèÿò áðîé áóêâè å 11. Áðîÿò íà áóêâèòå À å 5, íà Á å 2, íà Ð å
2, íà Ê å 1, íà Ä å 1. Ñëåäîâàòåëíî îáùèÿò áðîé äóìè, êîéòî ìîæå äà ñå
ïîëó÷è êàòî ðàçìåñòèì òåçè áóêâè å(

11

5

)(
6

2

)(
4

2

)(
2

1

)(
1

1

)
.

Çàäà÷à 11. Äàéòå ïðèìåð çà ðåëàöèè R è S, çà êîèòî R ◦ S 6= S ◦R.

Äîê. Ìîãàò äà ñå äàäàò ìíîãî ïðèìåðè. Ïî îïðåäåëåíèå,

R ◦ S = {〈x, y〉 | (∃z)[〈x, z〉 ∈ S & 〈z, y〉 ∈ R].

Íåêà èçáåðåì òðè åëåìåíòà êàòî a 6= b, a 6= c, b 6= c. Äà îïðåäåëèì R =
{〈a, b〉} è S = {〈b, c〉}. Òîãàâà

R ◦ S = ∅,

S ◦R = {〈a, c〉}.
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Äà ðàçãëåäàìå è äðóã ïðèìåð. Íåêà

R = {〈x, y〉 | x, y ∈ N & x < y},

S = {〈x, y〉 | x, y ∈ N & x > y}.

Äà ðàçãëåäàìå 〈0, 1〉 ∈ R è 〈1, 0〉 ∈ S. Òîãàâà 〈0, 0〉 ∈ S ◦R. Àêî 〈0, 0〉 ∈ R◦S,
òî òîâà îçíà÷àâà, ÷å 〈0, z〉 ∈ S è 〈z, 0〉 ∈ R, çà íÿêîå z ∈ N. Íî òîâà îçíà÷àâà,
÷å 0 > z è z < 0, êîåòî å íåâúçìîæíî. Ñëåäîâàòåëíî, R ◦ S 6= S ◦R.

Çàäà÷à 12. Äîêàæåòå, ÷å 2n =
∑n

i=0

(
n
i

)
.

Äîê. Èíäóêöèÿ ïî n. Ùå èçïîëçâàìå ñâîéñòâîòî, ÷å
(
n+1
k

)
=
(

n
k−1
)
+
(
n
k

)
,

çà k > 0.

• Çà n = 0, 20 = 1
(
0
0

)
= 1;

• Çà n > 0, íåêà n = k + 1. Äà ïðèåìåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà k.
Òîãàâà

2k+1 = 2 ·
k∑

i=0

(
k

i

)

=

k∑
i=0

(
k

i

)
+

k∑
i=0

(
k

i

)

=

(
k

0

)
+

k∑
i=1

(

(
k

i

)
+

(
k

i− 1

)
) +

(
k

k

)

=

(
k + 1

0

)
+

k∑
i=1

(
k + 1

i

)
+

(
k + 1

k + 1

)

=

k+1∑
i=0

(
k + 1

i

)
.

Çàäà÷à 13. Äîêàæåòå, ÷å:

à) àêî n2 å ÷åòíî, òî n ñúùî å ÷åòíî

á)
√
2 å èðàöèîíàëíî ÷èñëî.

Äîê.

à) Íåêà n2 å ÷åòíî, íî äîïóñíåì, ÷å n å íå÷åòíî. Òîãàâà n = 2k + 1 è
n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1, êîåòî å íå÷åòíî, çàùîòî 4k2 + 4k å ÷åòíî.
Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå.

á) Äà äîïóñíåì, ÷å
√
2 å ðàöèîíàëíî. Òîãàâà

√
2 = p

q , êàòî ìîæåì äà èçáå-
ðåì p è q äà áúäàò âçàèìíî ïðîñòè. Ïîëó÷àâàìå, ÷å

2 =
p2

q2

2q2 = p2
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Ñëåäîâàòåëíî p2 å ÷åòíî è îò à) ïîëó÷àâàìå, ÷å p = 2n, çà íÿêîå n.
Òîãàâà

2q2 = 4n2

q2 = 2n2

È îòíîâî, q2 å ÷åòíî, ñëåäîâàòåëíî q = 2m, çà íÿêîå m. Íî òîãàâà

2|p & 2|q.

p è q íå ñà âçàèìíî ïðîñòè è òàêà äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ íàøèÿ
èçáîð íà p è q.
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