
����� �

������ �������

�� ��������� ��������� �� ��������� �� ����� �� ��������� ������ ����
���� �� ��� ���������� x ⊕ y � ���������� �������

x y x x ∨ y xy x → y x ∨ y x ↔ y x⊕ y xy ∨ xy
� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �

��� ������� ��������

����� ������ x ∧ y �����

x · y ��� xy� ���� �����
������ ¬x ����� x�� ����������� ��������

xy = yx, x ∨ y = y ∨ x, x⊕ y = y ⊕ x

�� ����������� ��������

(xy)z = x(yz), (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z), (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z)

�� ����� �� ��������� � ��������� �� ���������� ���

x⊕ y = xy ∨ xy = (x ∨ y)(x ∨ y)

�� �������� �� �����������

xx = 0, x ∨ x = x ∨ 1, x⊕ x = 1

�� ����� �� �������� ���������

x = x

�� �������� �� �����������

x · 0 = 0, x · 1 = x, x ∨ 0 = x, x ∨ 1 = 1, x⊕ 0 = x, x⊕ 1 = x

��



�� ������������� ��������

x(y ∨ z) = xy ∨ xz�

xy ∨ z = (x ∨ z)(y ∨ z)�

(x⊕ y)z = xz ⊕ yz�

�� ��������������� ��������

xx = x, x ∨ x = x

�� �������� �� �����������

xx = 0, x ∨ x = 1, x⊕ x = 1

��� ������ �� �� ������

xy = x ∨ y, x ∨ y = x · y

������ ��� ��������� ������������ �� �� ��������� ϕ � ψ ���� �������
���� ������������ �������������� �� ����������

�� ϕ = (x⊕ yz) → (x → (y → z))� ψ = x → ((y → z) → x)�

�� ϕ = (x ∨ y.z) → ((x → y) → (y ∨ z) → x)� ψ = (x → y) → (y → x)�

�� ϕ = (x.y ∨ x.z)⊕ ((y → z) → x.y)� ψ = (x.(y.z)⊕ y)⊕ z�

�� ϕ = x → ((x.y → (x.z → y)) → y).z� ψ = x.(y → z)�

�� ϕ = ((x ∨ y) → y.z) ∨ (y → x.z) ∨ (x → (y → z))� ψ = (x → y) ∨ z�

����

•
ψ = x → ((y → z) → x)

= x ∨ (y → z ∨ x)

= 1.

ϕ = (x⊕ yz) → (x → (y → z))

= (x ∨ yz)(x ∨ yz) ∨ x ∨ y ∨ z

= (x ∨ yz) ∨ (x ∨ yz) ∨ x ∨ y ∨ z
= x.yz ∨ xyz ∨ x ∨ y ∨ z
= x(y ∨ z) ∨ x ∨ y ∨ z
= x.y ∨ x.z ∨ x ∨ y ∨ z
= x.z ∨ x ∨ y ∨ z

= (x ∨ z) ∨ (x ∨ z) ∨ y = 1�

• ψ = (x → y) → (y → x) = x ∨ y ∨ y ∨ x = xy ∨ y ∨ x = x ∨ y ∨ x = 1

ϕ = (x ∨ y.z) → ((x → y) → (y ∨ z) → x)
= x ∨ y.z ∨ x → y ∨ y ∨ z ∨ x
= x(y ∨ z) ∨ x ∨ y ∨ y.z ∨ x =
= xy ∨ xz ∨ x.y ∨ y.z ∨ x =
= x(y ∨ y) ∨ xz ∨ y.z ∨ x =
= x ∨ x ∨ xz ∨ y.z = 1

��



• ψ = (x.(y.z)⊕ y)⊕ z = x(y⊕ 1)(z⊕ 1)⊕ y⊕ z = xyz⊕xy⊕xz⊕x⊕ y⊕ z

ϕ = (xy ∨ xz)⊕ ((y → z) → xy)
= (xy ∨ xz)⊕ (y ∨ z ∨ xy)
= xy ⊕ xz ⊕ (yz ⊕ xy)
= xy ⊕ xz ⊕ xyz ⊕ yz ⊕ xy
= xy ⊕ x⊕ xz ⊕ z ⊕ (x⊕ 1)y(z ⊕ 1)⊕ yz ⊕ y ⊕ xy ⊕ y
= x⊕ xz ⊕ z ⊕ (x⊕ 1)y(z ⊕ 1)⊕ yz⊕
= x⊕ xz ⊕ z ⊕ xyz ⊕ yz ⊕ xy ⊕ y ⊕ yz⊕
= x⊕ y ⊕ z ⊕ xz ⊕ xy ⊕ xyz

• ψ = x.(y → z) = x ∨ yz�

ϕ = x → ((x.y → (x.z → y)) → y).z
= x ∨ ((x.y ∨ x.z ∨ y) → y).z
= x ∨ ((x ∨ y ∨ x ∨ z ∨ y) → y).z
= x ∨ ((x ∨ y ∨ z) → y).z
= x ∨ (x ∨ y ∨ z ∨ y).z
= x ∨ yz

• ψ = (x → y) ∨ z = x ∨ y ∨ z�

ϕ = ((x ∨ y) → y.z) ∨ (y → x.z) ∨ (x → (y → z))
= x.y ∨ yz ∨ y ∨ xz ∨ x ∨ y ∨ z
= y ∨ yz ∨ xz ∨ x ∨ y ∨ z
= y ∨ z ∨ xz ∨ x ∨ y ∨ z
= y ∨ z ∨ x ∨ y ∨ z
= yz ∨ x ∨ y ∨ z
= x ∨ y ∨ z�

��� ������� �� ��������

• ������� �� �������� �� � ���������� � ������� �� �����

a0 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a12x1x2,

������ a0, a1, a2, a12 ������� ��������� � ��� ��

• ������� �� �������� �� � ���������� � ������� �� �����

a0 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a3x3 ⊕ a12x1x2 ⊕ a13x1x3 ⊕ a23x2x3 ⊕ a123x1x2x3,

������ a0, a1 . . . , a123 ������� ��������� � ��� ��

• ������� �� �������� �� n ���������� � ������� �� �����

a0 ⊕
�

1≤i≤n

aixi ⊕
�

1≤i<j≤n

aijxixj ⊕ · · · ⊕ a12...nx1x2 . . . xn,

������� �� ����� ������ ������� ��� ��������� ������� �� ���������

������ ��� �� ������ �� �������������� ������������ �������� ��������
�� �������� �� ���������

��



�� f(x, y) = x ∨ y�

�� f(x, y, z) = x ∨ y ∨ z�

�� f(x, y, z) = x → (y → z)�

�� f(x, y, z) = x(y ∨ z)�

����

��
a0 ⊕ a10⊕ a20⊕ a30 = 0 ∨ 0 = 0
a0 ⊕ a11⊕ a20⊕ a30 = 1 ∨ 0 = 1
a0 ⊕ a10⊕ a21⊕ a30 = 0 ∨ 1 = 1
a0 ⊕ a11⊕ a21⊕ a31 = 1 ∨ 1 = 1

������������� x ∨ y = x⊕ y ⊕ xy�

������ ��� ����������� ��������������� �� ���� A = A ⊕ 1 � A ∨ B =
AB ⊕A⊕B� �������� �������� �� �������� �� ����������

�� f(x, y) = x → y� 1 ⊕ x ⊕ xy

�� f(x, y, z) = (x → (y → z))� 1 ⊕ xy ⊕ xyz

�� f(x, y, z) = ((x → y) → z)� x ⊕ z ⊕ xy ⊕ xz ⊕ xyz

�� f(x, y, z) = (x → (y → z)).((x → y) → z)� x ⊕ z ⊕ xy ⊕ xz ⊕ xyz

�� f(x, y, z, t) = (x → y) → (z → xt)�

�� f(x, y, z, t) = x ∨ (y → ((z → y) → t)�

�� f(x, y, z, t) = (x ∨ y ∨ z)t ∨ xyz�

��� ���

���� � ������ �������� ������� f(x1, . . . , xn)�

• ����������� �������� ����� �� f � ���������

�

(σ1...σn)∈{0,1}n
f(σ1,...σn)=1

xσ1
1 xσ2

2 . . . xσn
n ,

������ xσi
i = xi� ��� σi = 1 � xσi

i = xi� ��� σi = 0�

������ ��� � ������� �� ������������ �������������� ��������� ���
�� �������� �������

�� f(x, y, z) = (x ∨ y ∨ z) · (xy ∨ z)� xyz ∨ xz ∨ yz

�� f(x, y, z) = (xy ⊕ z) · (xz → y)� xyz ∨ xyz ∨ xyz

�� f(x, y, z) = (x ∨ yz) · (xy ∨ z) · (xy ∨ z)�

��



�� f(x, y, z, t) = (x ∨ yz.t)((x ∨ t)⊕ yz) ∨ y · (z ∨ xt)�

�� f(x, y, z, t) = (x → y).(y → z).(z → xt)�

������ ��� �� ������ ��� �� �������� ������� f ��������� �������
�����

�� f(x, y, z) = xy ∨ z�

�� f(x, y, z) = x.y ∨ yz ∨ zz�

�� f(x, y, z) = x ∨ yz ∨ x.z�

�� f(x, y, z) = x ∨ y ∨ xz�

�� f(x, y, z, t) = xyz ∨ xzt�

�� f(x, y, z, t) = xy ∨ yt ∨ zt�

������ ��� ����������� � ���� �������� ������ ��������

�� f(x, y, z) = (x ∨ y) → z�

�� f(x, y, z) = (01010001)�

�� f(x, y, z) = (11001010)�

�� f(x, y, z, t) = (x → yzt)(z → xy)�

�� f(x, y, z, t) = (x⊕ y)(z → yt)�

��� ������� ��������� �����������

���� c ∈ {0, 1}� �������� �� �������� ������� f(x1, . . . , xn) ������� �����
������� c� ��� f(c, c, . . . , c) = c� ���������� � T0 ���������� ����� ��������
����������� 0 � � T1 ����� ����� �������� ����������� 1� � Tn

0 � Tn
1 �����

������ ���� �������� ����� �� �� n ���������� � ����������� �� T0 ���
T1 ����������

������ ��� ���������� �� ��������� f �� ����������� T1 \ T0 �

�� f = (x → y)(y → z)(z → x)� ��

�� f = x → (y → (z → x))� ��

�� f = xyz ∨ xy ∨ y� ��

������ ��� ��� ����� n ��������� f(x1, . . . , xn) ���������� �� T0 \ T1�

�� f = x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn�

�� f = (
�n−1

i=1 xixi+1)⊕ xnx1�

��



��� ��������������� �������

• ���� � ������ �������� ������� f(x1, . . . , xn)� ���������� ��������
������� f�(x1, . . . , xn) ����

f�(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn).

• �� �������� f� ����������� ������� �� f �

• ��� f = f�� �� �� �������� f ��������������� ��������

• �� ���������� � S ����������� �� ������ ��������������� ������
�������� � � Sn ���� �� n �����������

������ ��� ��������� ���� ��������� g � ����������� �� f �

�� f = x → y� g = x.y� ��

�� f = (x → y) → (y → x)� g = (x → y).(y → x)� ��

�� f = x.y → z� g = x.y.z� ��

�� f = (x ∨ y ∨ z).t ∨ x.y.z� g = (x ∨ y ∨ z).t ∨ x.y.z�

�� f = xy ∨ yz ∨ zt ∨ tx� g = xz ∨ yt�

�� f = (x → y).(z → t)� g = (x → z).(x → t).(y → z).(y → t)�

������ ��� ��������� ��������������� �� � f �

�� f(x, y) = x ∨ y� ��

�� f(x, y) = x → y� ��

�� f(x, y) = x⊕ y� ��

�� f4(x, y, z) = xy ∨ yz ∨ zx� ��

�� f5(x, y, z) = x⊕ y ⊕ z ⊕ 1� ��

�� f6(x, y, z) = xyz ⊕ xyz ⊕ yz ⊕ xz� ��

�� f7(x, y, z) = xyz ⊕ xy ⊕ yz ⊕ xz� ��

�� f(x, y, z) = (x → y)⊕ (y → z)⊕ (y → x)� ��

�� f(x, y, z) = (x → y)⊕ (y → z)⊕ (z → x)⊕ z� ��

����

xz �� �� ��

00 0 1 0
01 1 1 1

10 1 0 1
11 1 1 0

xyz �� �� �� �� ��

000 0 1 0 0 1
001 0 0 0 0 1
010 0 0 0 0 1
011 1 1 1 1 0

100 0 0 0 0 0
101 1 1 1 1 0
110 1 1 1 1 0
111 1 0 1 0 1

��



������ ��� ��������� ���� ��������� f � ���������������� ��� � ��������
���������

�� αf = (01001101)� ��

�� αf = (01100110)� ��

�� αf = (1100100101101100)�

�� αf = (1110011100011000)�

�� αf = (1100001100111100)�

�� αf = (1001011010010110)�

�� αf = (1100001110100101)�

������ ��� �������� − � χf � 0 ��� 1 �� �� �������� ���������������
������ �� ��������������� ��������
�� χf = (1− 0−)� �� χf = (01− 0− 0−−)� �� χf = (−− 01−−11)�

��� ������� �������

����� ������ ������� f(x1, . . . , xn) � ������� �� �������� �� ����

a0 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 · · · ⊕ anxn

�������� �������� �� ���������� � L ����������� �� ������ ������� ���
���� �������� � � Ln ���� �� n �����������

������ ��� ������� �� � ��������� f � ��������������� ������ χf =
(1001011010010110)�

������ ��� �������� − � χf = (−110−−−0) � 0 ��� 1� ���� �� �� ��������
f ��������

������ ��� ��������� ���� f � ������� ��������

�� f = x → y� ��

�� f = x → y ⊕ xy� ��

�� f = xy ∨ x.y ∨ z� ��

�� f = xyz ∨ xy� ��

�� f = (x ∨ yz)⊕ xyz� ��

�� f = (x ∨ yz)⊕ xyz�

�� χf = (11000011)�

�� χf = (1001011001101001)�

������ ��� �������� − � χf � 0 ��� 1� ���� �� �� �������� f ��������

��



�� χf = (10− 1)�

�� χf = (100− 0−−−)�

�� χf = (−001−−1−)�

�� χf = (11− 0−−− 1)�

�� χf = (−0− 1−−00)�

�� χf = (−− 10−−−−0−−1− 110)�

���� �� (1001)� �� f = 1⊕ x⊕ y⊕ z� �� f = 1⊕ x⊕ y⊕ z � �� f = 1⊕ x⊕ y�
�� f = x⊕ y�

��� ��������� �������

���� α � β �� ��� ������� ������� � ����� �������� ���������� �������
��� � ����� ��� �� ������� ������

α � β ↔ |α| = |β| ∧ (∀i ≤ |α|)[ai ≤ bi].

�������� ������ f(x1, . . . , xn) �������� ���������� ���

(∀α, β ∈ Jn
2 )[α � β → f(α) ≤ f(β)].

�� ���������� � M ����������� �� ������ ��������� ������ �������� �
� Mn ���� �� n �����������

������ ��� ��������� ��������� �� �� ����������

�� f(x, y) = x → (y → x)� ��

�� f(x, y) = x → (x → y)� ��

�� f(x, y) = (x⊕ y)xy� ��

�� f(x, y, z) = xy ⊕ yz ⊕ zx� ��

�� f(x, y, z) = xy ⊕ yz ⊕ zx⊕ x� ��

������ ��� �� ������������� ������� f � �������� ������� α� β� ������
�� α ≺ β � f(α) > f(β)�

�� f = xyz ∨ xy� ���� α = (010)� β = (110)

�� f = x⊕ y ⊕ z� ���� α = (010)� β = (110)

�� f = xy ⊕ z� ���� α = (110)� β = (111)

�� f = x ∨ yz� ���� α = (010)� β = (011)

�� f = xz ⊕ yt� ���� α = (0111)� β = (1111)

�� f(x, y, z, t) = (xyt → yz)⊕ t� ���� α = (1110)� β = (1111)

��



��� ������� � ��������� �������

������� � ��������� �� ������� �� ���������������� ���� P ⊆ F2� ����
�������� P � ����� ������ � ���� ������� ������ �� �� � ������������ ��
���� ���� �� ����������� T0, T1, S,M,L�

������ ��� ����� �� � ��������� �� ��������

�� A = {xy, x ∨ y, x⊕ y ⊕ z ⊕ 1}�

�� A = {1, xy(x⊕ z)}�

�� A = {x → y, x⊕ y}�

�� A = {0, x, x(y ⊕ z)⊕ yz}�

�� A = {x → y, x → yx, x⊕ y ⊕ z, 1}�

�� A = {χf1 = (0110), χf2 = (11000011), χf3 = (10010110)}�

�� A = {χf1 = (11), χf2 = (00), χf3 = (00110101)}�

����

��

T0 T1 L S M
xy + + − − +

x ∨ y + + − − +
x⊕ y ⊕ z ⊕ 1 − − + + −

��

T0 T1 L S M
1 − + + − +

xy(x⊕ z) + − − − −

��

T0 T1 L S M
x → y − + − − +
x⊕ y + − + − −

��

T0 T1 L S M
0 + − + − +

x⊕ y + − + − −
x → y + + − − +
xy ∼ xz − + − − −

������ ��� ��������� ����� �� � ����������� �� ������ ��������

�� A = (S ∩M) ∪ (L \M)�

�� A = ((L ∩M) \ T1) ∪ (S ∩ T1)�

�� A = (L ∩M) ∪ (S \ T0)�

�� A = (L ∩ T1) ∪ (S ∩M)�

��



�� A = (M \ S) ∪ (L ∩ S)�

�� A = (M \ T0) ∪ (L \ S)�

������ ��� ��������� ���� ��������� �� ������� A � ������

�� A = {x → y, x⊕ y, x ∨ y}�

�� A = {x⊕ y ⊕ z, x ∨ y, 0, 1}�

�� A = {xy ⊕ yz ⊕ zx, 0, 1, x ∨ y}�

��


