
Óïðàæíåíèå 1 ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, Èíô, ëåòåí ñåìåñòúð 2013-2014 ã.

Âúâåäåíèå â ñúæäèòåëíàòà è ïðåäèêàòíàòà ëîãèêà

1 Ñúæäèòåëíà ëîãèêà

Îïðåäåëåíèå 1. Ñúæäåíèÿ ñà ðàçêàçâàòåëíè èçðå÷åíèÿ, âñÿêî îò êîèòî å èëè èñòèíà �T�,

èëè ëúæà �F�. Åëåìåíòàðíè ñúæäåíèÿ ñà ïðîñòè òàêèâà èçðå÷åíèÿ. Ñúñòàâíè ñúæäåíèÿ ñå

ïîëó÷àâàò îò ïðîñòè ñúæäåíèÿ èëè îò äðóãè ñúñòàâíè ñúæäåíèÿ ÷ðåç ëîãè÷åñêèòå ñúþçè

�è�, �èëè�, �èëè . . . , èëè . . . �, �àêî . . . , òî . . . �, �. . . òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî . . . � è �íå�.
Ëîãè÷åñêè èçðàç îò ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà å ïðîñòî èëè ñúñòàâíî ñúæäåíèå. Âàëþàöèÿ† íà
ëîãè÷åñêè èçðàç îò ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà å åäíî âúçìîæíî ïðèñâîÿâàíå íà ñòîéíîñòèòå

T èëè F íà âñè÷êè åëåìåíòàðíè ñúæäåíèÿ, ó÷àñòâàùè â íåãî. Êîé äà å ñúñòàâåí èçðàç å:

• òàâòîëîãèÿ, àêî ñòîéíîñòòà ìó å T çà âñÿêà âúçìîæíà âàëþàöèÿ,

• ïðîòèâîðå÷èå, àêî ñòîéíîñòòà ìó å F çà âñÿêà âúçìîæíà âàëþàöèÿ,

• óñëîâíîñò, àêî ñòîéíîñòòà ìó å T çà ïîíå åäíà âàëþàöèÿ è F çà ïîíå åäíà âàëþàöèÿ‡.

�

Çàä. 1 Êîè îò ñëåäíèòå èçðå÷åíèÿ ñà ñúæäåíèÿ?

1. Ïëîâäèâ å ãðàä â Áúëãàðèÿ.

2. Áúëãàðèÿ å ãðàä âúâ Âàðíà.

3. 2+ 2 = 4.

4. 2+ 2 6= 4.

5. Êîëêî å ÷àñúò?

6. Äîêîãà ùå òúðïèì òåçè áåçîáðàçèÿ!

7. Çàùî ñìÿòàòå, ÷å 7 å íå÷åòíî ÷èñëî?

8. Òðúãâàéòå!

9. (*) Òîâà èçðå÷åíèå å ëúæà.

Çàä. 2 Íåêà p, q, r, s è t ñà ñëåäíèòå ñúæäåíèÿ:

†Íà àíãëèéñêè òåðìèíúò ÷åñòî å truth assignment, íî ñå ïîëçâà è valuation.
‡Íà àíãëèéñêè ñúîòâåòíèòå òåðìèíè ñà tautology, contradiction è contingency.



p: Ùå äîâúðøà ïðîãðàìàòà íà Java ïðåäè îáÿä.

q: Ñóòðèíòà ùå ñïîðòóâàì.

r: Ñëåäîáÿä ùå ñïîðòóâàì.

s: Äíåñ âðåìåòî å õóáàâî.

t: Äíåñ âëàæíîñòòà íà âúçäóõà å íèñêà.

Íàïèøåòå ëîãè÷åñêè èçðàçè, ñúîòâåòñòâàùè ñà ñëåäíèòå èçðå÷åíèÿ. Èçïîëçâàéòå ëîãè÷åñêèòå
ñúþçè ¬, ∨, ⊕, ∧ è →.

1. Íÿìà äà äîâúðøà ïðîãðàìàòà íà Java ïðåäè îáÿä.

2. Ùå äîâúðøà ïðîãðàìàòà íà Java è ñëåäîáÿä ùå ñïîðòóâàì.

3. Äíåñ ùå ñïîðòóâàì èëè ñóòðèíòà, èëè ñëåäîáÿä.

4. Äíåñ ùå ñïîðòóâàì ñóòðèíòà èëè ñëåäîáÿä.

5. Àêî äíåñ âðåìåòî å õóáàâî, ñëåäîáÿä ùå ñïîðòóâàì.

6. Íåîáõîäèìî óñëîâèå, çà äà ñïîðòóâàì äíåñ ñëåäîáÿä å, âðåìåòî äà å õóáàâî.

7. Äîñòàòú÷íî óñëîâèå, çà äà ñïîðòóâàì äíåñ å (ò.å., ñóòðèíòà èëè ñëåäîáÿä), âðåìåòî äà
å õóáàâî è âëàæíîñòòà äà å íèñêà.

Çàä. 3 Íàïèøåòå ñúñòàâíî ñúæäåíèå, åêâèâàëåíòíî íà ñëåäíîòî, íî áåç èçïîëçâàíå íà
îòðèöàíèå �Àêî íå ìè îïðàâèòå âîäîïðîâîäà, íÿìà äà ïëàòÿ íàåìà.�

Çàä. 4 Íàïèøåòå òàáëèöàòà íà èñòèííîñò íà âñåêè îò ñëåäíèòå ëîãè÷åñêè èçðàçè, êúäåòî
p, q è r îçíà÷àâàò åëåìåíòàðíè ñúæäåíèÿ (ò.å., ñà ëîãè÷åñêè ïðîìåíëèâè).

1. ¬(p∨ ¬q) → ¬p

2. (p→ q) → r

3.
(
p∧ (p→ q)

) → q

4. q↔ (¬p∨ ¬q)

5.
(
(p→ q)∧ (q→ r)

) → (p→ r)

6. p→ (q→ r)

7. (p→ q) → (q→ p)

8. (p∧ q) → p

Çàä. 5 Íàïèøåòå òàáëèöàòà íà èñòèííîñò íà âñåêè îò ñëåäíèòå ëîãè÷åñêè èçðàçè, êúäåòî
p, q è r îçíà÷àâàò åëåìåíòàðíè ñúæäåíèÿ (ò.å., ñà ëîãè÷åñêè ïðîìåíëèâè).
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1. (p∨ q) → (p⊕ q)

2. (p⊕ q) → (p∨ q)

3. (p∨ q)⊕ (p∧ q)

4. (p↔ q)⊕ (¬p↔ q)

5. (p↔ q)⊕ (¬p↔ ¬r)

6. (p⊕ q) → (p⊕ ¬q)

Çàä. 6 Â çàäà÷à 4, êîè èçðàçè ñà òàâòîëîãèè, êîè ñà ïðîòèâîðå÷èÿ è êîè ñà óñëîâíîñòè?

Çàä. 7 Íåêà p, q è r ñà ñúæäåíèÿòà:

p: Â ðàéîíà ñà çàáåëÿçàíè ìå÷êè.

q: Õîäåíåòî ïî ïúòåêàòà å áåçîïàñíî.

r: Ìàëèíèòå îêîëî ïúòåêàòà ñà óçðåëè.

Íàïèøåòå ëîãè÷åñêè èçðàçè, ñúîòâåòñòâàùè ñà ñëåäíèòå èçðå÷åíèÿ. Èçïîëçâàéòå ëîãè÷åñêèòå
ñúþçè ¬, ∨, ∧, → è ↔.

1. Ìàëèíèòå îêîëî ïúòåêàòà ñà óçðåëè, íî â ðàéîíà íå ñà çàáåëÿçàíè ìå÷êè.

2. Ìå÷êè â ðàéîíà íå ñà áèëè çàáåëÿçàíè è õîäåíåòî ïî ïúòåêàòà å áåçîïàñíî, íî ìàëèíèòå
îêîëî ïúòåêàòà íå ñà óçðåëè.

3. Àêî ìàëèíèòå îêîëî ïúòåêàòà ñà óçðåëè, òî õîäåíåòî ïî ïúòåêàòà áå áåçîïàñíî àêî è
ñàìî àêî â ðàéîíà íå ñà çàáåëÿçàíè ìå÷êè.

4. Íå å áåçîïàñíî äà ñå õîäè ïî ïúòåêàòà, íî â ðàéîíà íå ñà çàáåëÿçàíè ìå÷êè è ìàëèíèòå
îêîëî ïúòåêàòà ñà óçðåëè.

5. Çà äà ìîæå õîäåíåòî ïî ïúòåêàòà äà å ñèãóðíî, íåîáõîäèìî å ìàëèíèòå îêîëî ïúòåêàòà
äà íå ñà óçðåëè è â ðàéîíà äà íå ñà çàáåëÿçàíè ìå÷êè.

6. Õîäåíåòî ïî ïúòåêàòà íå å áåçîïàñíî àêî è ñàìî àêî â ðàéîíà ñà áèëè çàáåëÿçàíè ìå÷êè
è ìàëèíèòå îêîëî ïúòåêàòà ñà óçðåëè.

Çàä. 8 Çà âñÿêî îò ñëåäíèòå èçðå÷åíèÿ, ïðåäëîæåòå åêâèâàëåíòíî ñúæäåíèå îò âèäà �Àêî
. . . , òî . . . �. Ïðåäëîæåíèòå ñúæäåíèÿ ìîæå äà ñà ïîâå÷å îò åäíî � â òàêúâ ñëó÷àé, òÿõíàòà
êîíþíêöèÿ äà å åêâèâàëåíòíà íà ñúîòâåòíîòî èçðå÷åíèå.

1. Òðÿáâà äà èçìèåø êîëàòà íà øåôà, çà äà ïîëó÷èø ïîâèøåíèåòî.

2. Êîãàòî çàäóõà þæåí âÿòúð, ñíåãúò ñå òîïè.

3. Çà äà âàæè ãàðàíöèÿòà òðÿáâà å ïðîäóêòúò äà å çàêóïåí ïðåäè ïî-ìàëêî îò äâå ãîäèíè.
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4. Èâàí áèâà çàëàâÿí âèíàãè, êîãàòî ïðåïèñâà.

5. Ùå èìàòå äîñòúï äî ïúëíàòà âåðñèÿ íà óåá ñàéòà ñàìî òîãàâà, êîãàòî ïëàòèòå òàêñàòà.

6. Ùå èìàòå äîñòúï äî ïúëíàòà âåðñèÿ íà óåá ñàéòà òîãàâà, êîãàòî ïëàòèòå òàêñàòà.

7. Çà äà òå èçáåðàò íà òàçè äëúæíîñò òðÿáâà äà ïîçíàâàø ïðàâèëíèòå õîðà.

8. Íà Ìàðèÿ âèíàãè è ñòàâà ëîøî â êîëà è íèêîãà, èçâúí êîëà.

Çàä. 9 Äîêàæåòå, ÷å(
p→ (q→ r)

) → (
(p→ q) → (p→ r)

)
å òàâòîëîãèÿ.

Çàä. 10 Àêî ëîãè÷åñêàòà ïðîìåíëèâà q èìà ñòîéíîñò T, îïðåäåëåòå âñè÷êè âàëþàöèè íà
ëîãè÷åñêèòå ïðîìåíëèâè p, r è s, çà êîèòî èçðàçúò(

q→ (
(¬p∨ r)∧ ¬s

))
∧
(
¬s→ (¬r∧ q)

)
èìà ñòîéíîñò T.

Çàä. 11 Â äîìà íà ñåìåéñòâî Ì. èìà ÷åòèðè äåöà. Åäíî îò òÿõ å èçÿëî òîðòàòà, ïðèãîòâåíà
îò ãîñïîæà Ì. Ïðè �ðàçïèò� íà äåöàòà, òå äàâàò ñëåäíèòå îòãîâîðè íà âúïðîñà �Êîé èçÿäå

òîðòàòà?�:

Àëáåíà: Âëàäèìèð èçÿäå òîðòàòà.

Áîðèñ: Íå ñúì àç!

Âëàäèìèð: Ãåðãàíà èçÿäå òîðòàòà.

Ãåðãàíà: Âëàäèìèð èçëúãà, êàçâàéêè, ÷å àç èçÿäîõ òîðòàòà.

Êîé å âèíîâíèêúò, àêî å èçâåñòíî, ÷å å ñàìî åäèí (èëè åäíà), è ÷å òî÷íî åäíî äåòå êàçâà
èñòèíàòà?

Îòãîâîð: Áîðèñ å èçÿë òîðòàòà. �

Çàä. 12 Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å:

1. èìïëèêàöèÿòà å àñîöèàòèâíà.

2. èçêëþ÷âàùîòî èëè å àñîöèàòèâíî.

3. èìïëèêàöèÿòà å äèñòðèáóòèâíà ñïðÿìî êîíþíêöèÿòà.

4. èìïëèêàöèÿòà å äèñòðèáóòèâíà ñïðÿìî äèçþíêöèÿòà.

5. èìïëèêàöèÿòà å äèñòðèáóòèâíà ñïðÿìî èçêëþ÷âàùîòî èëè.
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6. êîíþíêöèÿòà å äèñòðèáóòèâíà ñïðÿìî èìïëèêàöèÿòà.

7. äèçþíêöèÿòà å äèñòðèáóòèâíà ñïðÿìî èìïëèêàöèÿòà.

8. èçêëþ÷âàùîòî èëè å äèñòðèáóòèâíî ñïðÿìî èìïëèêàöèÿòà.

Çàä. 13 Ïåò äóøè�Àëáåíà, Áîðèñ, Âëàäèìèð, Ãåðãàíà è Äèìèòúð�èìàò äîñòúï äî íÿêà-
êúâ ÷àò ðóì (chat room). Ìîæåòå ëè êàæåòå êîè îò òÿõ �÷àòÿò� â ìîìåíòà, àêî å èçâåñòíî,
÷å:

1. Áîðèñ èëè Âëàäèìèð (ìîæå è äâàìàòà) ÷àòÿò ñåãà.

2. Èëè Ãåðãàíà, èëè Äèìèòúð (íî íå è äâàìàòà) ÷àòÿò ñåãà.

3. Àêî Àëáåíà ÷àòè, òî è Ãåðãàíà ÷àòè.

4. Èëè Âëàäèìèð è Äèìèòúð ÷àòÿò è äâàìàòà, èëè íèòî åäèí îò òÿõ íå ÷àòè.

5. Àêî Áîðèñ ÷àòè, òî Àëáåíà è Âëàäèìèð ÷àòÿò.

Ðåøåíèå: Íåêà áóëåâèòå ïðîìåíëèâè a, b, c, d, e îçíà÷àâàò ñúîòâåòíî �Àëáåíà ÷àòè�,
�Áîðèñ ÷àòè�, �Âëàäèìèð ÷àòè�, �Ãåðãàíà ÷àòè� è �Äèìèòúð ÷àòè�. Äà ïðåâåäåì äàäåíèòå
ôàêòè íà åçèêà íà ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà.

1. b∨ c

2. d⊕ e

3. a→ d

4. c↔ e

5. b→ (a∧ c)

Åäèí íà÷èí äà ñå ðåøè çàäà÷àòà å ÷ðåç ïðàâèëàòà çà èçâîä.

b (äîïóñêàìå, ÷å Áîðèñ ÷àòè) (1)

a∧ c (modus ponens âúðõó (1) è óñëîâèå 5.) (2)

a (ïðàâèëîòî çà îïðîñòÿâàíå âúðõó (2). ) (3)

d (modus ponens âúðõó (3) è óñëîâèå 3.) (4)

¬e (òðèâèàëíî îò (4) è óñëîâèå 2.) (5)

¬c (òðèâèàëíî îò (5) è óñëîâèå 4.) (6)

c (ïðàâèëîòî çà îïðîñòÿâàíå âúðõó (2). ) (7)

F (êîíþíêöèÿ íà ðåäîâå (6) è (7).) (8)

Èçâåäîõìå ëúæà, ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî, ÷å Áîðèñ ÷àòè, å ïîãðåøíî. Ñëåäîâàòåëíî, Áîðèñ
íå ÷àòè. Òîãàâà:

¬b (Áîðèñ íå ÷àòè) (9)

c òðèâèàëíî îò (9) è óñëîâèå 1. (10)

e òðèâèàëíî îò (10) è óñëîâèå 4. (11)

¬d òðèâèàëíî îò (11) è óñëîâèå 2. (12)

¬a modus tolens âúðõó (12) è óñëîâèå 3. (13)
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Ïîëó÷èõìå, ÷å Àëáåíà, Áîðèñ è Ãåðãàíà íå ÷àòÿò, à Âëàäèìèð è Äèìèòúð ÷àòÿò.
Äðóã íà÷èí äà ñå ðåøè çàäà÷àòà å ÷ðåç òàáëè÷åí ìåòîä, òîåñò ñ �ãðóáà ñèëà�. Ùå îöåíèì

êîíþíêöèÿòà

X = (b∨ c)∧ (d⊕ e)∧ (a→ d)∧ (c↔ e)∧ (b→ (a∧ c))

âúðõó âñè÷êè âúçìîæíè âàëþàöèè.

a b c d e b∨ c d⊕ e a→ d c↔ e b→ (a∧ c) X

F F F F F F F T T T F

F F F F T F T T F T F

F F F T F F T T T T F

F F F T T F F T F T F

F F T F F T F T F T F

F F T F T T T T T T T

F F T T F T T T F T F

F F T T T T F T T T F

F T F F F T F T T F F

F T F F T T T T F F F

F T F T F T T T T F F

F T F T T T F T F F F

F T T F F T F T F F F

F T T F T T T T T F F

F T T T F T T T F F F

F T T T T T F T T F F

T F F F F F F F T T F

T F F F T F T F F T F

T F F T F F T T T T F

T F F T T F F T F T F

T F T F F T F F F T F

T F T F T T T F T T F

T F T T F T T T F T F

T F T T T T F T T T F

T T F F F T F F T F F

T T F F T T T F F F F

T T F T F T T T T F F

T T F T T T F T F F F

T T T F F T F F F T F

T T T F T T T F T T F

T T T T F T T T F T F

T T T T T T F T T T F

Åäèíñòâåíàòà âàëþàöèÿ, âúðõó êîÿòî X å èñòèíà, å F F T F T, òîåñò Àëáåíà, Áîðèñ è
Ãåðãàíà íå ÷àòÿò, à Âëàäèìèð è Äèìèòúð ÷àòÿò. �

2 Åêâèâàëåíòíîñò íà èçðàçè îò ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà

Îïðåäåëåíèå 2. Çà âñåêè äâå ñúæäåíèÿ p è q êàçâàìå, ÷å ñà åêâèâàëåíòíè, àêî p ↔ q å

òàâòîëîãèÿ. Òîçè ôàêò çàïèñâàìå ñ �p ≡ q�. �
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Çàáåëåæêà: Íîòàöèÿòà �≡� íå å ëîãè÷åñêè ñúþç, ñëåäîâàòåëíî �p ≡ q� íå å ñúñòàâåí
ëîãè÷åñêè èçðàç, à ïðîñòî èçðàçÿâà ôàêòà, ÷å äâå ñúæäåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè.

Òåîðåìà 1. Íåêà p, q è r ñà ïðîèçâîëíè ñúæäåíèÿ. Ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíîñòè ñà â ñèëà:

ñâîéñòâà íà êîíñòàíòèòå: p∧ T ≡ p, p∨ F ≡ p, p∨ T ≡ T, p∧ F ≡ F.

ñâîéñòâà íà îòðèöàíèåòî: p∧ ¬p ≡ F, p∨ ¬p ≡ T.

èäåìïîòåíòíîñò: p∨ p ≡ p, p∧ p ≡ p.
çàêîí çà äâîéíîòî îòðèöàíèå: ¬(¬p) ≡ p.
êîìóòàòèâíîñò: p∨ q ≡ q∨ p, p∧ q ≡ q∧ p.

àñîöèàòèâíîñò: (p∨ q)∨ r ≡ p∨ (q∨ r), (p∧ q)∧ r ≡ p∧ (q∧ r).

äèñòðèáóòèâíîñò: p∨ (q∧ r) ≡ (p∨ r)∧ (p∨ r), p∧ (q∨ r) ≡ (p∧ r)∨ (p∧ r).

çàêîíè íà Äå Ìîðãàí: ¬(p∨ q) ≡ ¬p∧ ¬q, ¬(p∧ q) ≡ ¬p∨ ¬q.

ïîãëúùàíå: p∨ (p∧ q) ≡ p, p∧ (p∨ q) ≡ p. �

Çàä. 14 Äîêàæåòå Òåîðåìà 1 ÷ðåç òàáëè÷íèÿ ìåòîä.

Çàä. 15 Äîêàæåòå çàêîíà çà ïîãëúùàíåòî, èçïîëçâàéêè ñâîéñòâàòà íà êîíñòàíòèòå è çà-
êîíèòå çà äèñòðèáóòèâíîñòòà.

Ðåøåíèå: Â òàçè çàäà÷à ñå èñêà äîêàçàòåëñòâîòî äà ñå èçâúðøè ÷ðåç åêâèâàëåíòè ïðåîáðà-
çóâàíèÿ, à íå ÷ðåç òàáëè÷íèÿ ìåòîä. Ùå äîêàæåì, ÷å p∨ (p∧ q) ≡ p.

p∨ (p∧ q) ≡ (ñúãëàñíî ñâ-âàòà íà êîíñòàíòèòå)

(p∧ T)∨ (p∧ q) ≡ (ñúãëàñíî äèñòðèáóòèâí. íà êîíþíê. ñïðÿìî äèçþíê.)

p∧ (T∨ q) ≡ (ñúãëàñíî ñâ-âàòà íà êîíñòàíòèòå)

p∧ T ≡ (ñúãëàñíî ñâ-âàòà íà êîíñòàíòèòå)

p

�

Òåîðåìà 2. Íåêà p, q è r ñà ïðîèçâîëíè ñúæäåíèÿ. Ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíîñòè ñà â ñèëà:

p→ q ≡ ¬p∨ q, p→ q ≡ ¬q→ ¬p,

p∨ q ≡ ¬p→ q, p∧ q ≡ ¬(p→ ¬q),
(p→ q)∧ (p→ r) ≡ p→ (q∧ r),
(p→ r)∧ (q→ r) ≡ (p∨ q) → r,

(p→ q)∨ (p→ r) ≡ p→ (q∨ r),
(p→ r)∨ (q→ r) ≡ (p∧ q) → r. �

Çàä. 16 Äîêàæåòå Òåîðåìà 2 ÷ðåç åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ, èçïîëçâàéêè íàãîòîâî
ôàêòà, ÷å p→ q ≡ ¬p∨ q, è Òåîðåìà 1.

Çàä. 17 Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå ñúñòàâíè ñúæäåíèÿ ñà òàâòîëîãèè, èçïîëçâàéêè òàáëè÷íèÿ
ìåòîä:

7



1. (p∧ q) → p,

2. p→ (p∨ q),

3. ¬p→ (p→ q),

4. (p∧ q) → (p→ q),

5. ¬(p→ q) → p,

6. ¬(p→ q) → ¬q,

7.
(
¬p∧ (p∨ q)

) → q,

8.
(
(p→ q)∧ (q→ r)

) → (p→ r),

9.
(
p∧ (p→ q)

) → q,

10.
(
(p∨ q)∧ (p→ r)∧ (q→ r)

) → r.

Çàä. 18 Ðåøåòå çàäà÷à 17 íå ÷ðåç òàáëèöè íà èñòèííîñò, à ÷ðåç åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçó-
âàíèÿ. Òåîðåìà 2 ìîæå äà ñå ïîëçâà íàãîòîâî.

Ðåøåíèå: Ùå äîêàæåì (10.).(
(p∨ q)∧ (p→ r)∧ (q→ r)

) → r ≡ (ñúãëàñíî Òåîðåìà 2)

¬
(
(p∨ q)∧ (p→ r)∧ (q→ r)

)
∨ r ≡ (ç-íè íà Äå Ìîðãàí)

¬(p∨ q)∨ ¬(p→ r)∨ ¬(q→ r)∨ r ≡ (ñúãëàñíî Òåîðåìà 2)

¬(p∨ q)∨ ¬(¬p∨ r)∨ ¬(¬q∨ r)∨ r ≡ (ç-íè íà Äå Ìîðãàí)

¬(p∨ q)∨ (p∧ ¬r)∨ (q∧ ¬r)∨ r ≡ (äèñòðèáóòèâí. íà êîíþíê. ñïðÿìî äèçþíê.)

¬(p∨ q)∨
(
(p∨ q)∧ ¬r)

)
∨ r ≡ (êîìóòàòèâíîñò)

¬(p∨ q)∨ r∨
(
(p∨ q)∧ ¬r)

)
≡ (äâîéíî îòðèöàíèå)

¬(p∨ q)∨ ¬(¬r)∨
(
(p∨ q)∧ ¬r)

)
≡ (ç-íè íà Äå Ìîðãàí)

¬
(
(p∨ q)∧ ¬r

)
∨
(
(p∨ q)∧ ¬r)

)
≡ (òúé êàòî A∨ ¬A ≡ T)

T

Îïðåäåëåíèå 3. Íåêà p è q ñà ñúæäåíèÿ. Íåêà A îçíà÷àâà èìïëèêàöèÿòà p→ q. Òîãàâà

ñúæäåíèåòî ¬q→ ¬p ñå íàðè÷à êîíòðàïîçèòèâíîòî ñúæäåíèå íà A. �

Çàáåëåæêà: Ñúãëàñíî Òåîðåìà 2, âñÿêà èìïëèêàöèÿ å åêâèâàëåíòíà íà êîíòðàïîçèòèâíîòî
ñè ñúæäåíèå.

3 Èçâîä â ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà

Îïðåäåëåíèå 4. Íåêà p è q ñà ïðîèçâîëíè ñúæäåíèÿ. Êàçâàìå, ÷å q ñëåäâà ëîãè÷åñêè îò
p, àêî p→ q å òàâòîëîãèÿ. Ôàêòúò, ÷å q ñëåäâà ëîãè÷åñêè îò p, áåëåæèì òàêà: �p ` q�.
�
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Îïðåäåëåíèå 5. Èçâîä â ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà å ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ñúæäåíèÿ p1, p2,

. . . , pn, q çà íÿêîå n ≥ 1. Ñúæäåíèÿòà p1, p2, . . . , pn ñà ïðåäïîñòàâêè, à q å ñëåäñòâèå†.
Èçâîäúò å âàëèäåí, àêî ñëåäñòâèåòî å âÿðíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî âñè÷êè ïðåäïîñ-

òàâêè ñà âåðíè.

Çàáåëåæêà: Ñïîìåíàòèÿò èçâîä å âàëèäåí òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

(p1 ∧ p2 ∧ . . .∧ pn) ` q

Àêî ïîíå åäíà ïðåäïîñòàâêà pi å ëúæà, òî p1∧p2∧. . .∧pn å ëúæà è òîãàâà (p1∧p2∧. . .∧pn) ` q
å èñòèíà, íåçàâèñèìî îò èñòèííîñòòà íà q.

Çàä. 19 Íåêà p, q è r ñà ñëåäíèòå åëåìåíòàðíè ñúæäåíèÿ:

p: Èâàí ó÷è.

q: Èâàí èãðàå òåíèñ.

r: Èâàí âçåìà áëåñòÿùî èçïèòà ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè.

Íåêà p1, p2 è p3 ñà ñúæäåíèÿòà-ïðåäïîñòàâêè:

p1: Àêî Èâàí ó÷è, òî òîé ùå âçåìå áëåñòÿùî èçïèòà ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè.

p2: Àêî Èâàí íå èãðàå òåíèñ, òîé ùå ó÷è.

p3: Èâàí íå å âçåë áëåñòÿùî èçïèòà ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè.

Äîêàæåòå, ÷å Èâàí å èãðàë òåíèñ.

Ðåøåíèå: Äà íàïèøåì p1, p2 è p3 òàêà:

p1: p→ r

p2: ¬q→ p

p3: ¬r

Íàøàòà öåë å äà äîêàæåì, ÷å(
(p→ r)∧ (¬q→ p)∧ (¬r)

)
` q

Ùå äîêàæåì, ÷å (p1 ∧ p2 ∧ p3) → q å òàâòîëîãèÿ. Ùå èçïîëçâàìå òàáëè÷íèÿ ìåòîä.

p q r p→ r ¬q→ p ¬r
(
(p→ r)∧ (¬q→ p)∧ ¬r

) → q

F F F T F T T

F F T T F F T

F T F T T T T

F T T T T F T

T F F F T T T

T F T T T F T

T T F F T T T

T T T T T F T

†Íà àíãëèéñêè ñúîòâåòíèòå òåðìèíè ñà premises è conclusion.
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Çàä. 20 Äîêàæåòå âàëèäíîñòòà íà ñëåäíèÿ èçâîä.

Àêî âëàêúò çàêúñíåå è íÿìà òàêñèòà íà ãàðàòà, Ìàðèÿ ùå çàêúñíåå çà ñðåùàòà.
Ìàðèÿ íå å çàêúñíÿëà çà ñðåùàòà. Âëàêúò å çàêúñíÿë. Ñëåäîâàòåëíî, íà ãàðàòà å
èìàëî òàêñèòà.

Ðåøåíèå: Íåêà p, q è r ñà ñëåäíèòå åëåìåíòàðíè ñúæäåíèÿ:

p: Âëàêúò çàêúñíÿâà.

q: Íà ãàðàòà íÿìà òàêñèòà.

r: Ìàðèÿ çàêúñíÿâà çà ñðåùàòà.

Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å
(
((p∧ q) → r)∧ ¬r∧ p

)
` ¬q. Òîâà çíà÷è äà ïîêàæåì, ÷å(

((p∧ q) → r)∧ ¬r∧ p
) → ¬q

å òàâòîëîãèÿ. Äà ðàçãëåäàìå èçðàçà

((p∧ q) → r)∧ ¬r∧ p

è äà ãî îïðîñòèì ÷ðåç åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ:

((p∧ q) → r)∧ ¬r∧ p ≡ (ñúãëàñíî ôàêòà, ÷å a→ b ≡ ¬a∨ b)

(¬(p∧ q)∨ r)∧ ¬r∧ p ≡ (àñîöèàòèâíîñò)(
(¬(p∧ q)∨ r)∧ ¬r

)
∧ p ≡ (äèñòðèáóòèâíîñò)(

(¬(p∧ q)∧ ¬r)∨ (r∧ ¬r)
)
∧ p ≡ (ñâîéñòâà íà îòðèöàíèåòî)(

(¬(p∧ q)∧ ¬r)∨ F
)
∧ p ≡ (ñâîéñòâà íà êîíñòàíòèòå)

(¬(p∧ q)∧ ¬r)∧ p ≡ (êîìóòàòèâíîñò, àñîöèàòèâíîñò)

(¬(p∧ q)∧ p)∧ ¬r ≡ (çàêîíè íà Äå Ìîðãàí)

((¬p∨ ¬q)∧ p)∧ ¬r ≡ (äèñòðèáóòèâíîñò, êîìóòàòèâíîñò)

((¬p∧ p)∨ (p∧ ¬q))∧ ¬r ≡ (ñâîéñòâà íà îòðèöàíèåòî)

(F∨ (p∧ ¬q))∧ ¬r ≡ (ñâîéñòâà íà êîíñòàíòèòå)

p∧ ¬q∧ r

Îòòóê ðåøåíèåòî ìîæå äà ïðîäúëæè â äâà âàðèàíòà.

Âàðèàíò À: Ìîæå äà ñå ïîêàæå ñ òàáëèöà, ÷å (p∧ ¬q∧ r) → ¬q å òàâòîëîãèÿ:

p q r p∧ ¬q∧ r (p∧ ¬q∧ r) → ¬q

F F F F T

F F T F T

F T F F T

F T T F T

T F F F T

T F T T T

T T F F T

T T T F T
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Âàðèàíò Á: Âå÷å ñìå ïîêàçàëè, ÷å

((p∧ q) → r)∧ ¬r∧ p ≡ p∧ ¬q∧ r

Íî p∧¬q∧r å èñòèíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî âñåêè îò òðèòå ñúæäåíèÿ â òàçè êîíþíêöèÿ
ñà èñòèíà, êîåòî âêëþ÷âà è ¬q. �

Ïðàâèëà çà èçâîä: Îáùîïðèåòè ñà ñëåäíèòå ïðàâèëà çà èçâîä â ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà. Ñ
òÿõíà ïîìîù ïðàâåíåòî íà èçâîäè ñå îïðîñòÿâà çíà÷èòåëíî � ñúùî êàêòî â ïðåäíàòà çàäà÷à
å ìíîãî ïî-ëåñíî îò ïðåäïîñòàâêèòå

p

¬q

r

äà èçâåäåì ¬q âåäíàãà, íàìåñòî äà ñòðîèì òàáëèöàòà íà èñòèííîñò íà (p∧¬q∧ r) → ¬q. È
òàêà, âúïðîñíèòå ïðàâèëà ñà:

Ïðàâèëî modus ponens: p∧ (p→ q) ` q

Ïðàâèëî modus tolens: ¬q∧ (p→ q) ` ¬p

Ïðàâèëî õèïîòåòè÷åí ñèëîãèçúì: (p→ q)∧ (q→ r) ` (p→ r)

Ïðàâèëî äèçþíêòèâåí ñèëîãèçúì:
(
(p∨ q)∧ ¬p

)
` q

Ïðàâèëî çà êîíþíêöèÿòà p∧ q ` p∧ q†

Ïðàâèëî çà îïðîñòÿâàíå: p∧ q ` p

Ïðàâèëî çà äîêàçàòåëñòâî ÷ðåç ñëó÷àè:
(
(p→ r)∧ (q→ r)

)
`
(
(p∨ q) → r

)
Ïðàâèëî çà êîíñòðóêòèâíàòà äèëåìà:

(
(p→ q)∧ (r→ s)∧ (p∨ r)

)
` (q∨ s)

Ïðàâèëî çà äåñòðóêòèâíàòà äèëåìà:
(
(p→ q)∧ (r→ s)∧ (¬q∨ ¬s)

)
` (¬p∨ ¬r)

Ïðàâèëî çà ðåçîëþöèÿòà:
(
(p∨ q)∧ (¬p∨ r)

)
` (q∨ r)

Çàä. 21 Äîêàæåòå âñÿêî îò èçáðîåíèòå äåâåò ïðàâèëà çà èçâîä, èçïîëçàéêè òàáëè÷íèÿ
ìåòîä.

Ðåøåíèå: Ùå äîêàæåì ïðàâèëîòî çà ðåçîëþöèÿòà.

p q r p∨ q ¬p∨ r (p∨ q)∧ (¬p∨ r) q∨ r
(
(p∨ q)∧ (¬p∨ r)

) → (q∨ r)

F F F F T F F T

F F T F T F T T

F T F T T T T T

F T T T T T T T

T F F T F F F T

T F T T T T T T

T T F T F F T T

T T T T T T T T

†Íàïèñàíî òàêà, ïðàâèëîòî èçãëåæäà áåçñìèñëåíî. Èäåÿòà å, ÷å àêî íåçàâèñèìî èçâåäåì îò åäíè è ñúùè
ïðåäïîñòàâêè è p, è q, èìàìå ïðàâî äà òâúðäèì, ÷å êîíþíêöèÿòà p∧ q å èñòèíà è ìîæåì äà ÿ èçïîëçâàìå.
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Çàáåëåæêà: Îò ïîñëåäíàòà òàáëèöà ÿñíî ñå âèæäà, ÷å (p ∨ q) ∧ (¬p ∨ r) íå å ëîãè÷åñêè
åêâèâàëåíòíî íà q ∨ r. Òàêà ÷å êîãàòî çàìåñòâàìå èçðàç îò âèäà (p ∨ q) ∧ (¬p ∨ r) ñ èçðàç
îò âèäà q ∨ r ñúãëàñíî ïðàâèëîòî çà ðåçîëþöèÿòà, òîâà íå å çàìåñòâàíå íà åäèí ëîãè÷åñêè
èçðàç ñ äðóã, åêâèâàëåíòåí íà íåãî èçðàç, à å ñòúïêà êúì íÿêàêúâ ëîãè÷åñêè èçâîä.

Çàä. 22 Äîêàæåòå âàëèäíîñòòà íà ñëåäíèÿ èçâîä.

Òàçè ñóòðèí íå áåøå ñëúí÷åâî è äíåñ å ïî-ñòóäåíî îò â÷åðà. Àêî îòèäåì äà ïëóâà-
ìå, òî òàçè ñóòðèí å áèëî ñëúí÷åâî. Àêî íå îòèäåì äà ïëóâàìå, òî ùå ñå ðàçõîäèì
â ïëàíèíàòà. Àêî ñå ðàçõîäèì â ïëàíèíàòà, òî ùå ñå ïðèáåðåì ïðåäè âå÷åðÿ. Ñëå-
äîâàòåëíî, ùå ñå ïðèáåðåì ïðåäè âå÷åðÿ.

Ðåøåíèå: Íåêà p, q, r, s è t ñà ñëåäíèòå ñúæäåíèÿ:

• p: Òàçè ñóòðèí å ñëúí÷åâî.

• q: Äíåñ å ïî-ñòóäåíî îò â÷åðà.

• r: Ùå îòèäåì äà ïëóâàìå.

• s: Ùå îòèäåì íà ðàçõîäêà â ïëàíèíàòà.

• t: Ùå ñå ïðèáåðåì ïðåäè âå÷åðÿ.

Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å èçâîäúò(
(¬p∧ q)∧ (r→ p)∧ (¬r→ s)∧ (s→ t)

)
` t

å âàëèäåí. Åòî êàê ìîæå äà ñòàíå òîâà.

1. ¬p∧ q (ïðåäïîñòàâêà)

2. ¬p (îò (1.) è ïðàâèëîòî çà îïðîñòÿâàíå)

3. r→ p (ïðåäïîñòàâêà)

4. ¬r (îò (2.) è (3.) ñ modus tolens)

5. ¬r→ s (ïðåäïîñòàâêà)

6. s (îò (4.) è (5.) ñ modus ponens)

7. s→ t (ïðåäïîñòàâêà)

8. t (îò (6.) è (7.) ñ modus ponens)

Çàä. 23 Äîêàæåòå âàëèäíîñòòà íà ñëåäíèÿ èçâîä.

Àêî ìè ïðàòèø èìåéë, ùå íàïèøà ïðîãðàìàòà íàâðåìå. Àêî íå ìè ïðàòèø èìåéë,
ùå ñè ëåãíà ðàíî. Àêî ñè ëåãíà ðàíî, ùå ñå ñúáóäÿ ñâåæ. Ñëåäîâàòåëíî, àêî íå
íàïèøà ïðîãðàìàòà íàâðåìå, ùå ñå ñúáóäÿ ñâåæ.
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Ðåøåíèå: Íåêà p, q, r è s ñà ñëåäíèòå ñúæäåíèÿ:

• p: Òè ìè ïðàòè èìåéë.

• q: Ùå íàïèøà ïðîãðàìàòà íàâðåìå.

• r: Ùå ñè ëåãíà ðàíî.

• s: Ùå ñå ñúáóäÿ ñâåæ.

Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å èçâîäúò(
(p→ q)∧ (¬p→ r)∧ (r→ s)

)
` (¬q→ s)

å âàëèäåí. Åòî äîêàçàòåëñòâîòî:

1. p→ q (ïðåäïîñòàâêà)

2. ¬q→ ¬p (êîíòðàïîçèòèâíî íà (1.))

3. ¬p→ r (ïðåäïîñòàâêà)

4. ¬q→ r (õèïîòåòè÷åí ñèëîãèçúì îò (2.) è (3.))

5. r→ s (ïðåäïîñòàâêà)

6. ¬q→ s (õèïîòåòè÷åí ñèëîãèçúì îò (4.) è (5.))

�

Çàä. 23 Äîêàæåòå âàëèäíîñòòà íà ñëåäíèÿ èçâîä.(
((p∧ q)∨ r)∧ (r→ s)

)
` (p∨ s)

Ðåøåíèå:

1. (p∧ q)∨ r (ïðåäïîñòàâêà)

2. (p∨ r)∧ (q∨ r) (äèñòðèáóòèâíîñò è (1.))

3. p∨ r (ïðàâèëîòî çà îïðîñòÿâàíå è (2.).)

4. r→ s (ïðåäïîñòàâêà)

5. ¬r∨ s (îò ôàêòà, ÷å a→ b ≡ ¬a∨ b è (4.).)

6. p∨ s (ðåçîëþöèÿ âúðõó (3.) è (5.))

�

Çàä. 24 Âàëèäåí ëè å èçâîäúò

Àêî ðåøèø âñÿêà çàäà÷à â ó÷åáíèêà, ùå íàó÷èø Äèñêðåòíà Ìàòåìàòèêà. Òè ñè
íàó÷èë Äèñêðåòíà Ìàòåìàòèêà. Ñëåäîâàòåëíî, òè ñè ðåøèë âñÿêà çàäà÷à â ó÷åá-
íèêà.
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Ðåøåíèå: Íå, çàùîòî(
(p→ q)∧ q

)
` p

íå å âàëèäåí èçâîä. Ñàìè äîêàæåòå, ÷å
(
(p→ q)∧ q

) → p íå å òàâòîëîãèÿ. �

Çàä. 25 Âàëèäåí ëè å èçâîäúò

Àêî ðåøèø âñÿêà çàäà÷à â ó÷åáíèêà, ùå íàó÷èø Äèñêðåòíà Ìàòåìàòèêà. Òè íå
ñè ðåøèë âñÿêà çàäà÷à â ó÷åáíèêà. Ñëåäîâàòåëíî, òè íå ñè íàó÷èë Äèñêðåòíà
Ìàòåìàòèêà.

Çàä. 26 Äîêàæåòå, ÷å èçâîäúò ñ ïðåäïîñòàâêè

(p∧ t) → (r∨ s)

q→ (u∧ t)

u→ p

¬s

è ñëåäñòâèå q→ r å âàëèäåí.

Çàä. 27 Ðàçãëåäàéòå ñëåäíàòà çàäà÷à, âçåòà îò [Ros07, Problem 35, pp. 74]†:

Àêî Ñóïåðìåí å ñïîñîáåí è æåëàå äà ïðåäîòâðàòè çëîòî, òîé áè ãî íàïðàâèë. Àêî
Ñóïåðìåí å íåñïîñîáåí äà ïðåäîòâðàòè çëîòî, òîé å áåçñèëåí; àêî íå æåëàå äà
ïðåäîòâðàòè çëîòî, òîé å çúë. Ñóïåðìåí íå ïðåäîòâðàòÿâà çëîòî. Àêî Ñóïåðìåí
ñúùåñòâóâà, òîé íå å íèòî áåçñèëåí, íèòî çúë. Ñëåäîâàòåëíî, Ñóïåðìåí íå ñúùåñò-
âóâà.

Îïðåäåëåòå äàëè èçâîäúò å âàëèäåí.

Ðåøåíèå: Èçâîäúò å âàëèäåí. Íåêà p, q, r, s, t è u ñà ñëåäíèòå åëåìåíòàðíè ñúæäåíèÿ:

p: Ñóïåðìåí å ñïîñîáåí äà ïðåäîòâðàòè çëîòî.

q: Ñóïåðìåí æåëàå äà ïðåäîòâðàòè çëîòî.

r: Ñóïåðìåí å áåçñèëåí.

s: Ñóïåðìåí å çúë.

t: Ñóïåðìåí ïðåäîòâðàòÿâà çëîòî.

u: Ñóïåðìåí ñúùåñòâóâà.

Ùå äîêàæåì, ÷å(
((p∧ q) → t)∧ (¬p→ s)∧ (¬q→ s)∧ ¬t∧ (u→ (¬r∧ ¬s))

)
` ¬u

†Rosen íà ñâîé ðåä ÿ å âçåë îò [KM64].
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1. (p∧ q) → t (ïðåäïîñòàâêà)

2. ¬t (ïðåäïîñòàâêà)

3. ¬(p∧ q) (modus tolens âúðõó (1.) è (2))

4. ¬p∨ ¬q (çàêîíè íà De Morgan âúðõó (3.))

5. ¬p→ r (ïðåäïîñòàâêà)

6. ¬q→ s (ïðåäïîñòàâêà)

7. (¬p→ r)∧ (¬q→ s) (ïðàâèëî çà êîíþíêöèÿòà âúðõó (5.) è (6))

8. (¬p→ r)∧ (¬q→ s)∧ (¬p∨ ¬q) (ïðàâèëî çà êîí. âúðõó (4.) è (7), àñîöèàòèâíîñò)

9. r∨ s (êîíñòðóêòèâíà äèëåìà âúðõó (8.))

10. ¬(¬(r∨ s)) (äâîéíî îòðèöàíèå âúðõó (9.))

11. ¬(¬r∧ ¬s)) (çàêîíè íà De Morgan âúðõó (10.))

12. u→ (¬r∧ ¬s) (ïðåäïîñòàâêà)

13. ¬u (modus tolens âúðõó (11.) è (12))

�

Çàä. 28 Äîêàæåòå, ÷å èçâîäúò ñ ïðåäïîñòàâêè p1, p2, . . . , pn è ñëåäñòâèå q→ r å âàëèäåí,
àêî èçâîäúò ñ ïðåäïîñòàâêè p1, p2, . . . , pn, q è ñëåäñòâèå r å âàëèäåí.

4 Âúâåäåíèå â ïðåäèêàòíàòà ëîãèêà

Îïðåäåëåíèå 6. Åäíîìåñòåí ïðåäèêàò å ñúæäåíèå, â êîåòî èìà �ïðàçíî ìÿñòî�, â êîåòî

ïðàçíî ìÿñòî ñå ñëàãà îáåêò îò íÿêàêâà ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíà îáëàñò, íàðå÷åíà äîìåéí.
Çà âñåêè îáåêò îò äîìåéíà, ïðåäèêàòúò å èëè èñòèíà, èëè ëúæà. �

Êàòî ïðèìåð, íåêà äîìåéíúò ñå ñúñòîè îò ïëîäîâåòå

ÿáúëêà, áàíàí, ïîðòîêàë, àâîêàäî, ÿãîäà

Íåêà ÿáúëêàòà è àâîêàäîòî ñà çåëåíè, áàíàíúò å æúëò, ïîðòîêàëúò å îðàíæåâ, à ÿãîäàòà å
÷åðâåíà. Äà ðàçãëåäàìå ñúæäåíèÿòà:

1. ßáúëêàòà å ÷åðâåíà.

2. Áàíàíúò å ÷åðâåí.

3. Ïîðòîêàëúò å ÷åðâåí.

4. Àâîêàäîòî å ÷åðâåíî.

5. ßãîäàòà å ÷åðâåíà.
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Ñúãëàñíî äîïóñêàíèÿòà, ïúðâèòå ÷åòèðè ñúæäåíèÿ ñà ëúæà, à ïîñëåäíîòî å èñòèíà.
Ñåãà äà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å îò âñÿêî îò òåçè ñúæäåíèÿ ñìå ìàõíàëè èìåòî íà ïëîäà è ñìå

ãî çàìåíèëè ñ ìíîãîòî÷èå �. . . �. È â ïåòòå ñëó÷àÿ† ïîëó÷àâàìå

. . . å ÷åðâåí. (14)

Òîâà å åäíîìåñòåí ïðåäèêàò, ÷èéòî äîìåéí ñà ïåòòå èçáðîåíè ïëîäà. Ïðàçíîòî ìÿñòî, çà êîåòî
ñå ãîâîðè â Îïðåäåëåíèå 6, å ìíîãîòî÷èåòî. Íà ìÿñòîòî íà ìíîãîòî÷èåòî ìîæåì äà ñëàãàìå
èìå íà ïëîä è çà âñÿêî èìå íà ïëîä, òâúðäåíèåòî å èëè èñòèíà, èëè ëúæà.

Íàìåñòî äà ñëàãàìå òî÷êè èëè ïîä÷åðòàâêà íà ïðàçíîòî ìÿñòî â ñúæäåíèåòî, óäîáíî å
äà èçïîëçâàìå ïðîìåíëèâà, ïðèìåðíî x. Òîãàâà ïðåäèêàòúò ñòàâà �x å ÷åðâåí(à)�, êúäåòî x
âçåìà ñòîéíîñòè îò óêàçàíàòà îáëàñò. Äà áåëåæèì òîçè ïðåäèêàò ñ �P(x)�. Ïðè òåêóùèòå
äîïóñêàíèÿ,

• P(ÿãîäà) ≡ T,

• P(ÿáúëêà) ≡ F, P(áàíàí) ≡ F, P(ïîðòîêàë) ≡ F, P(àâîêàäî) ≡ F.

Ïîä÷åðòàâàìå, ÷å ïðåäèêàòúò P(x) ñàì ïî ñåáå ñè íå å íèòî èñòèíà, íèòî ëúæà. Èñòèíà
èëè ëúæà ñå ïîëó÷àâà ñàìî ñëåä çàìåñòâàíå íà x ñ íÿêîé îáåêò îò îáëàñòòà. Îñîáåí èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿâàò äâà ñëó÷àÿ ïðè òàêîâà çàìåñòâàíå:

• êîãàòî èìà ïîíå åäèí îáåêò, çà êîéòî ïðåäèêàòúò å èñòèíà. Òîâà áåëåæèì ñ ∃xP(x).

• êîãàòî çà âñåêè îáåêò ïðåäèêàòúò å èñòèíà. Òîâà áåëåæèì ñ ∀xP(x).

Ñèìâîëèòå �∃� è �∀� ñå íàðè÷àò êâàíòîðè. ∃ å åêçèñòåíöèàëíèÿò êâàíòîð, à ∀ å óíèâåðñàë-
íèÿò êâàíòîð. Àêî îáåêòèòå îò îáëàñòòà ñà êðàåí áðîé, äà ðå÷åì a1, a2, . . . , an, òî

• ∃xP(x) èìà ñìèñúë íà P(a1)∨ P(a2)∨ . . .∨ P(an), à

• ∀xP(x) èìà ñìèñúë íà P(a1)∧ P(a2)∧ . . .∧ P(an).

Òîâà èëþñòðèðà ôàêòà, ÷å åêçèñòåíöèëíèÿò êâàíòîð å ñâúðçàí ñ äèçþíêöèÿòà, à óíèâåðñàë-
íèÿò, ñ êîíþíêöèÿòà.

Ùå èëþñòðèðàìå ïîëçàòà îò èçïîëçâàíåòî íà ïðåäèêàòè ñ êâàíòîðè. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ
òðèâèàëåí èçâîä:

Âñÿêà ðèáà æèâåå âúâ âîäàòà. Ïúñòúðâàòà å ðèáà. Ñëåäîâàòåëíî, ïúñòúðâàòà æè-
âåå âúâ âîäàòà.

Îò íàé-îáùè ñúîáðàæåíèÿ å ÿñíî, ÷å èçâîäúò å âàëèäåí. Íî àêî ñå îïèòàìå äà ôîðìàëèçèðàìå
íåùàòà ñúñ ñúæäèòåëíà ëîãèêà (êàòî â ïðåäíèòå ñåêöèè), íÿìà êàê äà ïîêàæåì âàëèäíîñòòà
íà èçâîäà. Íåêà çàìåñòèì ïúðâîòî èçðå÷åíèå ñ p, âòîðîòî, ñ q, è òðåòîòî, ñ r. Çà äà ïîêàæåì,
÷å èçâîäúò å âàëèäåí, òðÿáâà äà ïîêàæåì p ∧ q ` r, êîåòî íå å âàëèäåí èçâîä. Âàëèäíîñòòà
íà èçâîäà ñå âèæäà, êîãàòî ñå âãëåäàìå â ñòðóêòóðàòà íà èçðå÷åíèÿòà, à íå ãè ðàçãëåæäàìå
ïðîñòî êàòî åëåìåíòàðíè ñúæäåíèÿ áåç ñòðóêòóðà. Ïúðâîòî èçðå÷åíèå êàçâà, ÷å çà âñÿêî
íåùî (îò íÿêàêâà îáëàñò, ïðèìåðíî æèâîòíè), àêî òîâà íåùî å ðèáà, òî òî æèâåå âúâ âîäàòà.
Íåêà P(x) å ïðåäèêàòúò �x å ðèáà�, à Q(x) å ïðåäèêàòúò �x æèâåå âúâ âîäàòà�. Òîãàâà ïúðâîòî
èçðå÷åíèå ñå ôîðìàëèçèðà òàêà:

∀x(P(x) → Q(x))

†Ðîäúò íà äóìàòà íÿìà çíà÷åíèå, òàêà ÷å �. . . å ÷åðâåí� ñå ñ÷èòà çà ñúùîòî êàòî �. . . å ÷åðâåíà�.
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Íåêà t îçíà÷àâà ïúñòúðâà. Âòîðîòî èçðå÷åíèå å P(t). Êàòî öÿëî, èçâîäúò å

∀x(P(x) → Q(x))

P(t)

∴ Q(t)

Ïðè òîçè çàïèñ íà ëîãè÷åñêè èçâîä, ïðåäïîñòàâêèòå ñå çàïèñâàò åäíà íàä äðóãà, ñëåäâàíè îò
õîðèçîíòàëíà ÷åðòà, ïîä êîÿòî å ñëåäñòâèåòî. Ïðåä ñëåäñòâèåòî ñå ñëàãà çíàêúò �∴�, êîéòî
ñå ÷åòå, �ñëåäîâàòåëíî�.

Êîãàòî å èçïîëçâàí êâàíòîð âúðõó íÿêàêâà ïðîìåíëèâà, êàçâàìå, ÷å òÿ å ñâúðçàíà. Ïðèìåð-
íî, â èçðàçà �∀xP(x)�, ïðîìåíëèâàòà x å ñâúðçàíà. Àêî äàäåíà ïðîìåíëèâà íå å ñâúðçàíà,
êàçâàìå, ÷å òÿ å ñâîáîäíà. Êàêòî êàçàõìå âå÷å, èçðàçè îò ïðåäèêàòíàòà ëîãèêà ñúñ ñâîáîäíè
ïðîìåíëèâè íå ìîæå äà ñà íèòî èñòèíà, íèòî ëúæà. Ïðèåìàìå, ÷å êîãàòî çàïèñâàìå èçðàçè
ñ êâàíòîðè, êâàíòîðèòå èìàò ïî-âèñîê ïðèîðèòåò, òîåñò ñâúðçâàò ïî-ñèëíî, îò ëîãè÷åñêèòå
ñúþçè. Ñëåäîâàòåëíî, â èçðàçà

∀xP(x) → Q(x)

äåéñòâòèåòî íà êâàíòîðà íå ñå ïðîñòèðà âúðõó Q(x) è x å ñâîáîäíà ïðîìåíëèâà â Q(x).
Ñëåäîâàòåëíî, ïîñëåäíèÿò èçðàç íå ìîæå äà èìà ñòîéíîñò èñòèíà èëè ëúæà. Çàáåëåæåòå
ðàçëèêàòà ñ èçðàçà �∀x(P(x) → Q(x))� ãîðå, êúäåòî ñêîáèòå ñëåä ∀x óêàçâàò, ÷å äåéñòâèåòî
íà êâàíòîðà ñå ïðîñòèðà âúðõó P(x) → Q(x), à íå ñàìî âúðõó P(x). Ñ öåë ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà
ùå ïîâòîðèì ïîñëåäíèòå ñúáðàæåíèÿ:

∀x (P(x) → Q(x))︸ ︷︷ ︸
îáõâàò íà äåéñòâèå íà êâàíòîðà

∀x P(x)︸︷︷︸
îáõâàò íà äåéñòâèå íà êâàíòîðà

→ Q(x)

Ïðåäèêàòèòå ìîãàò äà èìà ïîâå÷å îò åäíî ïðàçíè ìåñòà çà ïîïúëâàíå. Èíà÷å êàçàíî, äà
äâóìåñòíè, òðèìåñòíè è ò. í. Äà ñå âúðíåì íà ïðèìåðà ñ ïëîäîâåòå. Íåêà â ïðåäèêàò (14) íà
ïðåäèøíàòà ñòðàíèöà çàìåñòèì ñ ìíîãîòî÷èå è äóìàòà �÷åðâåí�. Ïîëó÷àâàìå

. . . å . . . . (15)

Íà ìÿñòîòî íà âòîðîòî ìíîãîòî÷èå ìîæåì äà ñëàãàìå èìå íà öâÿò. Ïî òîçè íà÷èí, çàìåñò-
âàéêè ïúðâîòî ìíîãîòî÷èå ñ èìå íà ïëîä è âòîðîòî, ñ èìå íà öâÿò, ïîëó÷àâàìå ñúæäåíèÿ,
êîèòî ñà èñòèíà èëè ëúæà. Óäîáíî å äà ñå èçïîëçâàò èìåíà íà ïðîìåíëèâè íàìåñòî ìíîãîòî-
÷èÿ, çà äà íå ñå íàëàãà äà óòî÷íÿâàìå �ïúðâîòî ìíîãîòî÷èå� è �âòîðîòî ìíîãîòî÷èå�. È òàêà,
íàìåñòî ïúðâîòî ìíîãîòî÷èå ïîëçâàìå ïðîìåíëèâàòà x, è íàìåñòî âòîðîòî, y. Ïîëó÷àâàìå
äâóìåñòíèÿ ïðåäèêàò P(x, y)

P(x, y) : x å y.

êúäåòî x âçåìà ñòîéíîñòè èìå íà ïëîä, à y âçåìà ñòîéíîñò èìå íà öâÿò. Ïðèìåðíî, ñúãëàñíî
äîïóñêàíèÿòà çà öâåòîâåòå íà ïëîäîâåòå, P(x, y) ≡ T êîãàòî x å áàíàí è y å æúëòî, à P(x, y) ≡
F êîãàòî x å ÿãîäà è y å çåëåíî.
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Êâàíòîðè ñå èçïîëçâàò è ïðè ïðåäèêàòèòå ñ ïîâå÷å îò åäíà ïðîìåíëèâà. Òèïè÷íà óïîòðåáà å,
ïðèìåðíî, ∀x∀yP(x, y). Òîâà ñå ÷åòå, �çà âñÿêî x, çà âñÿêî y, P(x, y)�. Àêî P å ïðåäèêàòúò îò
ïðèìåðà ñ ïëîäîâåòå è öâåòîâåòå, òî ∀x∀yP(x, y) å ëúæà, òúé êàòî íå å âÿðíî, ÷å àêî âçåìåì
êîé äà å ïëîä è êîé äà å öâÿò, òîçè ïëîä çàäúëæèòåëíî å îò òîçè öâÿò � ïðèìåðíî, áàíàíúò
íå å ÷åðâåí, òîåñò P(áàíàí, ÷åðâåí) å ëúæà.

Â èçðàçà ∀x∀yP(x, y) êàçâàìå, ÷å êâàíòîðèòå ñà âëîæåíè. Ìîæå äà èìàìå âëîæåíè êâàí-
òîðè îò ðàçëè÷åí âèä, ïðèìåðíî ∀x∃yP(x, y). Òîâà ñå ÷åòå, �çà âñÿêî x ñúùåñòâóâà y, òàêîâà
÷å P(x, y)�. Àêî îòíîâî ïîëçâàìå ïðèìåðà ñ ïëîäîâåòå è öâåòîâåòå, ∀x∃yP(x, y) å èñòèíà. Çà
äà ñå óáåäèì, ÷å å òàêà, äîñòàòú÷íî å äà ñúîáðàçèì, ÷å âñåêè ïëîä èìà íÿêàêúâ öâÿò.

Åäíîòèïíè êâàíòîðè ìîãàò äà áúäàò ðàçìåñòâàíè áåç òîâà äà ñå îòðàçÿâà íà èñòèííîñòòà,
òîåñò âèíàãè

∀x∀yP(x, y) ≡ ∀y∀xP(x, y)
∃x∃yP(x, y) ≡ ∃y∃xP(x, y)

Îò äðóãà ñòðàíà, ðàçíîòèïíè êâàíòîðè íå ìîæå äà áúäàò ðàçìåñòâàíè ïî òîçè íà÷èí. Òîåñò,
â îáùèÿ ñëó÷àé,

∀x∃yP(x, y) 6≡ ∃y∀xP(x, y)
∃x∀yP(x, y) 6≡ ∀y∃xP(x, y)

Êàòî ïðèìåð äà ðàçãëåäàìå äâóìåñòíèÿ ïðåäèêàò

Q(x, y) : x+ y = 2

êúäåòî x è y âçåìàò ñòîéíîñòè îò ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà. ∀x∃yQ(x, y) î÷åâèäíî
å èñòèíà, ïîíåæå çà âñÿêî ðåàëíî x èìà äðóãî ðåàëíî y, à èìåííî y = 2 − x, òàêèâà ÷å
x+y = 2. Îò äðóãà ñòðàíà, ∃y∀xQ(x, y) å ëúæà, ïîíåæå íÿìà ðåàëíî ÷èñëî, òàêîâà ÷å âñÿêî
äðóãî ðåàëíî, ñúáðàíî ñ íåãî, äà äàâà ñáîð 2.

Àíàëîãè÷íî, â ïðèìåðà ñ ïëîäîâåòå è öâåòîâåòå, ∀x∃yP(x, y) å èñòèíà, êàêòî âå÷å êàçàõìå,
äîêàòî ∃y∀xP(x, y). Âòîðèÿò èçðàç áè áèë èñòèíà, àêî âñè÷êè ïëîäîâå áÿõà â åäèí è ñúùè
öâÿò.

Çàáåëåæåòå, ÷å â �∀xP(x, y)�, y å ñâîáîäíà ïðîìåíëèâà, ïîíåæå íå ïîïàäà â îáõâàòà íà
äåéñòâèå íà êâàíòîð. Ñëåäîâàòåëíî, òîâà íå ìîæå äà áúäå íèòî èñòèíà, íèòî ëúæà.

Çàáåëåæå, ÷å çà âñåêè ïðåäèêàò P(x, y), èçðàçúò ∀x∃yP(x, y) å åêâèâàëåíòåí íà ∀y∃xP(y, x),
òúé êàòî òîâà å ïðîñòî ïðåèìåíóâàíå íà ïðîìåíëèâèòå. Ïðèìåðíî, â ïðåäèêàòà ñ ìíîãîòî÷è-
ÿòà (15) íà ïðåäíàòà ñòðàíèöà, íÿìà çíà÷åíèå äàëè íàðè÷àìå ñ x ïúðâîòî ìíîãîòî÷èå è ñ y,
âòîðîòî, èëè îáðàòíî.

Îòðèöàíèÿ íà èçðàçè ñ åäíîìåñòíè ïðåäèêàòè ñå èçâúðøâàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: îòðèöàíèåòî
ïðåâðúùà óíèâåðñàëíèÿ êâàíòîð â åêçèçñòåíöèàëåí è îáðàòíîòî.

¬∀xP(x) ≡ ∃x¬P(x) (16)

¬∃xP(x) ≡ ∀x¬P(x) (17)

(18)

�¬∀xP(x)� ñå ÷åòå, �íå å âÿðíî, ÷å çà âñÿêî x îò äàäåíèÿ äîìåéí å èçïúëíåíî P(x)�. �∃x¬P(x)�
ñå ÷åòå, �ñúùåñòâóâà x îò äàäåíèÿ äîìåéí, çà êîéòî å èçïúëíåíî ¬P(x)�. �¬∃xP(x)� ñå ÷åòå,
�íå å âÿðíî, ÷å ñúùåñòâóâà x îò äàäåíèÿ äîìåéí, çà êîåòî å èçïúëíåíî P(x)�. �∀x¬P(x)� ñå
÷åòå, �çà âñÿêî x îò äàäåíèÿ äîìåéí å èçïúëíåíî ¬P(x)�.
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Ùå îáîñíîâåì íå ìíîãî ôîðìàëíî (16). Çà äà ñå óáåäèì, ÷å äâàòà èçðàçà ñà åêâèâàëåíòíè,
ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àé, â êîéòî äîìåéíúò å êðàåí, äà ðå÷åì äîìåéíúò å a1, a2, . . . , an,
è äà ñúîáðàçèì, ÷å

∀xP(x) ≡ P(a1)∧ P(a2)∧ . . .∧ P(an)

Ñúãëàñíî çàêîíèòå íà De Morgan,

¬(P(a1)∧ P(a2)∧ . . .∧ P(an)) ≡ ¬P(a1)∨ ¬P(a2)∨ . . .∨ ¬P(an)

Íà ñâîé ðåä,

¬P(a1)∨ ¬P(a2)∨ . . .∨ ¬P(an) ≡ ∃x¬P(x)

Îáîñíîâêàòà íà (17) å àíàëîãè÷íà.

Äà ðàçãëåäàìå ÷åòèðèòå òâúðäåíèÿ:

• ∀x(P(x)∧Q(x)) ≡ ∀x(P(x))∧ ∀x(Q(x))

• ∀x(P(x)∨Q(x)) ≡ ∀x(P(x))∨ ∀x(Q(x))

• ∃x(P(x)∧Q(x)) ≡ ∃x(P(x))∧ ∃x(Q(x))

• ∃x(P(x)∨Q(x)) ≡ ∃x(P(x))∨ ∃x(Q(x))

êúäåòî P(x) è Q(x) ñà ïðîèçâîëíè åäíîìåñòíè ïðåäèêàòè è ïðîìåíëèâàòà x âèíàãè ïðèåìà
ñòîéíîñòè îò åäèí è ñúùè äîìåéí. Êîè îò òåçè òâúðäåíèÿ ñà âåðíè è êîè, íå? Ïúðâîòî
òâúðäåíèå å âÿðíî. Çà äà ñå óáåäèì â òîâà, äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî äîìåéíúò å êðàåí,
äà ðå÷åì a1, a2, . . . , an. Òîãàâà èçðàçúò îòëÿâî å

(P(a1)∧Q(a1))∧ (P(a2)∧Q(a2))∧ . . .∧ (P(an)∧Q(an))

Ïîðàäè àñîöèàòèâíîñòòà è êîìóòàòèâíîñòòà íà êîíþíêöèÿòà, òîé å åêâèâàëåíòåí íà(
P(a1)∧ P(a2)∧ . . .∧ P(an)

)
∧
(
Q(a1)∧Q(a2)∧ . . .∧Q(an)

)
Âòîðîòî òâúðäåíèå å íåâÿðíî. Íàïðèìåð, íåêà P(x) è Q(x) ñà ïðåäèêàòè ñ åäèí è ñúùè
äîìåéí�ìíîãîúãúëíèöèòå îò ãåîìåòðèÿòà�êàòî P(x) å �x èìà ÷åòåí áðîé ñòðàíè�, à Q(x) e
�x èìà íå÷åòåí áðîé ñòðàíè�. Î÷åâèäíî ∀x(P(x)∨Q(x)) å èñòèíà, ïîíåæå âñåêè ìíîãîúãúëíèê
èìà ÷åòåí èëè íå÷åòåí áðîé ñòðàíè. Îáà÷å ∀x(P(x))∨ ∀x(Q(x)) íå å âÿðíî. Çà äà ñå óáåäèì
â òîâà, äà ðàçãëåäàìå ïîîòäåëíî äâåòå ñúæäåíèÿ-ó÷àñòíèöè â äèçþíêöèÿòà:

• ∀x(P(x)) íå å âÿðíî, ïîíåæå íå âñåêè ìíîãîúãúëíèê èìà ÷åòåí áðîé ñòðàíè.

• ∀x(Q(x)) íå å âÿðíî, ïîíåæå íå âñåêè ìíîãîúãúëíèê èìà íå÷åòåí áðîé ñòðàíè.

Ùîì äâåòå ñúæäåíèÿ â äèçþíêöèÿòà ñà ëúæà, äèçþíêöèÿòà å ëúæà. Ñ àíàëîãè÷íè ñúîáðà-
æåíèÿ ñå âèæäà, ÷å òðåòîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî, à ÷åòâúðòîòî å âÿðíî. Ñëåäîâàòåëíî, â
íÿêàêúâ ñìèñúë óíèâåðñàëíèÿò êâàíòîð èìà äèñòðèáóòèâíî ñâîéñòâî ñïðÿìî êîíþíêöèÿòà,
à åêçèñòåíöèàëíèÿò, ñïðÿìî äèçþíêöèÿòà.
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5 Çàäà÷è îò ïðåäèêàòíàòà ëîãèêà

Çàä. 29 Íåêà P(x) å ïðåäèêàòúò x ≤ 4 ñ äîìåéí ðåàëíèòå ÷èñëà. Çà âñÿêî îò ñëåäíèòå
ñúæäåíèÿ, îïðåäåëåòå äàëè å èñòèíà èëè ëúæà.

à) P(1) á) P(4) â) P(100)

Çàä. 30 Íåêà P(x, y) å ïðåäèêàòúò �x å ñòîëèöà íà y�, êúäåòî äîìåéíúò íà x ñà ãðàäîâåòå,
à íà y, äúðæàâèòå. Çà âñÿêî îò ñëåäíèòå ñúæäåíèÿ, îïðåäåëåòå äàëè å èñòèíà èëè ëúæà.

à) P(Àòèíà,Ãúðöèÿ) á) P(Áàðñåëîíà,Èñïàíèÿ) â) P(Èõòèìàí,Àðæåíòèíà)

Çàä. 31 Íåêà P(x) å ïðåäèêàòúò �x ó÷è ïîíå ïåò ÷�àñà äíåâíî�, êúäåòî äîìåéíúò ñà ñòóäåí-
òèòå îò ÔÌÈ. Èçðàçåòå íà ðàçãîâîðåí áúëãàðñêè åçèê âñÿêî îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

à) ∀xP(x) á) ∀x¬P(x) â) ∃xP(x) ã) ∃x¬P(x)
ä) ¬∃xP(x) å) ¬∀xP(x) æ) ¬∃x¬P(x) ç) ¬∀x¬P(x)

Èìà ëè òâúðäåíèÿ, êîèòî ñà åêâèâàëåíòíè åäíî íà äðóãî? Àêî äà, êîè ñà òåçè ãðóïè?

Çàä. 32 Íåêà P(x) å ïðåäèêàòúò �x èìà êîòêà�, Q(x) å ïðåäèêàòúò �x èìà êó÷å� è R(x) å
ïðåäèêàòúò �x èìà ïàïàãàë�, êúäåòî äîìåéíúò ñå ñúñòîè îò æèòåëèòå íà Ñîôèÿ. Èçðàçåòå
âñÿêî îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ êàòî òâúðäåíèå îò ïðåäèêàòíàòà ëîãèêà � èçïîëçâàéêè ïðåäè-
êàòíèòå ñèìâîëè P(x), Q(x) è R(x), êâàíòîðèòå è ëîãè÷åñêèòå ñúþçè.

1. Âñåêè ÷îâåê èìà êîòêà, êó÷å è ïàïàãàë.

2. Íèêîé ÷îâåê íÿìà íèòî êîòêà, íèòî êó÷å, íèòî ïàïàãàë.

3. Âñåêè ÷îâåê èìà ïîíå åäíî îò êîòêà, êó÷å, ïàïàãàë.

4. Âñåêè ÷îâåê èìà òî÷íî åäíî îò êîòêà, êó÷å, ïàïàãàë.

5. Íÿêîé ÷îâåê èìà êîòêà è êó÷å, íî íå è ïàïàãàë.

6. Ïîíå äâàìà äóøè èìàò êîòêà è êó÷å, íî íå è ïàïàãàë.

Óïúòâàíå: Â (6.) ïîëçâàéòå çíàêà çà ðàâåíñòâî �=� èëè íåãîâîòî îòðèöàíèå � 6=�. Çà âñåêè
äâà åëåìåíòà îò äîìåéíà x è y, íîòàöèÿòà �x = y� îçíà÷àâà, ÷å òå ñà åäèí è ñúùè åëåìåíò, à
�x 6= y� îçíà÷àâà îáðàòíîòî.

Ðåøåíèå íà (6.):

∃x∃y
(
(x 6= y)∧ (P(x)∧Q(x)∧ ¬R(x))∧ (P(y)∧Q(y)∧ ¬R(y))

)
�

Çàä. 33 Îïðåäåëåòå êàêâî å òâúðäåíèåòî ∀xP(x)�èñòèíà èëè ëúæà�êúäåòî äîìåéíúò ñà
ðåàëíèòå ÷èñëà, à P(x) å ïðåäèêàòúò x > 10.
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Çàä. 34 Îïðåäåëåòå êàêâî å òâúðäåíèåòî ∃xP(x)�èñòèíà èëè ëúæà�êúäåòî äîìåéíúò ñà
ðåàëíèòå ÷èñëà, à P(x) å ïðåäèêàòúò x > 10.

Çàä. 35 Îïðåäåëåòå êàêâî å òâúðäåíèåòî ∃xP(x)�èñòèíà èëè ëúæà�êúäåòî äîìåéíúò ñà
ðåàëíèòå ÷èñëà, à P(x) å ïðåäèêàòúò x = x+ 1.

Çàä. 36 Îïðåäåëåòå èñòèííîñòòà íà âñÿêî îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ, àêî äîìåéíúò ñå ñúñòîè
îò öåëèòå ÷èñëà, à P(x) å ïðåäèêàòúò x+ 1 > 2x:

à) P(0) á) P(−1) â) P(1) ã) ∃xP(x)
ä) ∀xP(x) å) ¬∃xP(x) æ) ∃x¬P(x) ç) ¬∃x¬P(x)

Çàä. 37 Îïðåäåëåòå èñòèííîñòòà íà âñÿêî îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ, àêî äîìåéíúò ñå ñúñòîè
îò öåëèòå ÷èñëà:

à) ∀n(n+ 1 > n) á) ∃n(2n = 3n) â) ∃n(n = −n)
ã) ∃n

(
(n > 0)∧ (n = −n)

)
ä) ∀n

(
(n > 0) → (2 = −3)

)
å) ∀n

(
(n > n+ 1) → (2 = −3)

)
æ) ∀n

(
(n < 0)⊕ (n = 0)⊕ (n > 0)

)
ç) ∀n(n2 + 2 > 1) è) ∀n∃m(n2 +m > 1) é) ∃m∀n(n2 +m > 1)
ê) ∀n∃m(m ≥ n) ë) ∃m∀n(m ≥ n) ì) ∃m∀n(n ≥ n)
ë) ∃m∀n

(
(m ≥ n) → ∃r(r < r+ 1))

Çàä. 38 Â òàçè çàäà÷à äîìåéíúò ñå ñúñòîè îò öåëèòå ïîëîæèòåëíè ÷èñëà. Ðàçãëåäàéòå
òâúðäåíèåòî "m ñå äåëè íà n�. Ïðåäëîæåòå äåôèíèöèÿ íà äåëèìîñò, íàïèñàíà ÷ðåç ïðåäè-
êàò(è), êâàíòîð(è), è çíàöèòå çà ðàâåíñòâî (íåðàâåíñòâî) è óìíîæåíèå.

Óïúòâàíå: Äåôèíèöèÿòà äà áúäå îò âèäà

∀m∀n
(
m ñå äåëè íà n òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî . . .

)

Çàä. 39 Â òàçè çàäà÷à äîìåéíúò ñå ñúñòîè îò öåëèòå ÷èñëà, ïî-ãîëåìè îò 1. Íåêà Q(m,n)
å ïðåäèêàòúò �m ñå äåëè íà n�. Çà âñÿêî ÷èñëî êàçâàìå, ÷å å ïðîñòî, àêî ñå äåëè åäèíñòâåíî
íà ñåáå ñè. Ïðåäëîæåòå äåôèíèöèÿ íà ïðîñòî ÷èñëî, íàïèñàíà ÷ðåç

• ïðåäèêàò(è),

• êâàíòîð(è),

• çíàöèòå çà ðàâåíñòâî (íåðàâåíñòâî) è àðèòìåòè÷íèòå îïåðàöèè, è

• ïðåäèêàòà Q(m,n).

Çàä. 40 (*) Â òàçè çàäà÷à äîìåéíúò ñå ñúñòîè îò öåëèòå ÷èñëà, ïî-ãîëåìè îò 1. Íåêà P(n)
å ïðåäèêàòúò �n å ïðîñòî ÷èñëî�. Äîáðå èçâåñòåí ôàêò å, ÷å ïðîñòèòå ÷èñëà ñà áåçêðàéíî
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ìíîãî. Èçðàçåòå òâúðäåíèåòî, ÷å ïðîñòèòå ÷èñëà ñà áåçêðàéíî ìíîãî, ÷ðåç ñðåäñòâàòà íà
ïðåäèêàòíàòà ëîãèêà. Èçïîëçâàéòå è ïðåäèêàòà P(n).

Óïúòâàíå: Èçïîëçâàéòå ôàêòà, ÷å öåëèòå ÷èñëà ñà ïîäðåäåíè, òîåñò çà âñåêè äâå ðàçëè÷íè
öåëè ÷èñëà, òî÷íî åäíîòî å ïî-ãîëÿìî îò äðóãîòî. Â ðåøåíèåòî ìîæåòå äà èçïîëçâàòå çíàêà
�>�.

Çàä. 41 Äàäåíà å ïîñëåäîâàòåëíîñò îò 20 öåëè ÷èñëà A[1], A[2], . . . , A[20]†. Èçðàçåòå âñÿêî
îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ÷ðåç ñðåäñòâàòà íà ïðåäèêàòíàòà ëîãèêà, èçïîëçâàéêè è çíàöèòå çà
ðàâåíñòâî (íåðàâåíñòâî) è ñðàâíåíèå:

1. Âñÿêî ÷èñëî å íåîòðèöàòåëíî.

2. Èìà äâîéêà ñúñåäíè ÷èñëà, åäíîòî îò êîèòî å äâà ïúòè ïî-ãîëÿìî îò äðóãîòî ïî àáñî-
ëþòíà ñòîéíîñò.

3. ×èñëàòà ñà ïîäðåäåíè â ñòðîãî íàðàñòâàù ïîðÿäúê.

4. Âñè÷êè ÷èñëà ñà ðàçëè÷íè.

Çàä. 42 Íåêà P(x, y), Q(x, y) è R(x, y) ñà ïðåäèêàòè íàä íÿêàêúâ äîìåéí. Ðàçãëåäàéòå
òâúðäåíèåòî

∀x∃y
(
(P(x, y)∧Q(x, y)) → R(x, y)

)
Íàïèøåòå îòðèöàíèåòî íà òîâà òâúðäåíèå òàêà, ÷å çíàêúò çà îòðèöàíèå äà íå ñå ñðåùà âëÿâî
îò êâàíòîðèòå.

Çàä. 43 Äåôèíèöèÿòà íà ãðàíèöà íà ðåàëíà ôóíêöèÿ â ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç å ñëåäíàòà.

Íåêà I e îòâîðåí èíòåðâàë, êîéòî ñúäúðæà ÷èñëîòî a. Íåêà f å ôóíêöèÿ, äåôè-
íèðàíà âúðõó I, ìîæå áè ñ èçêëþ÷åíèå íà òî÷êà a. Êàçâàìå, ÷å f èìà ãðàíèöà L,
êîãàòî x êëîíè êúì a, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å âÿðíî, ÷å

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x
(
(0 < |x− a| < δ) → (|f(x) − L| < ε)

)
Íàïèøåòå îòðèöàíèåòî íà òîâà òâúðäåíèå òàêà, ÷å çíàêúò çà îòðèöàíèå äà íå ñå ñðåùà âëÿâî
îò êâàíòîðèòå; òîåñò, èñêà ñå äà äàäåòå íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà, L äà íå å
ãðàíèöà íà f ïðè äàäåíèòå ïðåäïîñòàâêè.

Çàä. 44 Çà âñÿêî îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ, íàïèøåòå íåãîâîòî îòðèöàíèå òàêà, ÷å çíàêúò
çà îòðèöàíèå äà íå å âëÿâî îò êâàíòîðèòå. Íåêà íàïèñàíèòå îò âàñ îòðèöàíèÿ ñà êîëêîòî å
âúçìîæíî ïî-ïðîñòè. Äîïóñíåòå, ÷å äîìåéíúò ñà ðåàëíèòå ÷èñëà.

• ∀x∀y
(
(x > y) → (x− y < 0)

)
• ∀x∀y

(
(x < y) → ∃z(x < z < y))

• ∀x∀y
(
(|x| = |y|) → ((y = x)⊕ (y = −x)

)
†Â êîìïþòðíèòå íàóêè òàêàâà ïîñëåäîâàòåëíîñò ñå íàðè÷à ìàñèâ.
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