
Óïðàæíåíèå 2 ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, Èíô, ëåòåí ñåìåñòúð 2013-2014 ã.

Âúâåäåíèå â òåîðèÿòà íà ìíîæåñòâàòà

Çàä. 1 Êîè îò ñëåäíèòå ìíîæåñòâà ñà ðàâíè?

1. {1, 2, 3, 5}

2. {1, 2, 1}

3. {2, 2, 1}

4. {1, {1, 2, 2, 1}, 1, {1, 2}}

5. {1}

6. {{1}}

7. {{{1}}}

8. {{{1, 1}}}

9. {{{1}, {1}}}

Çàä. 2 Íåêà A å ìíîæåñòâîòî A = {a, b, {a}, {{a, b}}, {a, b}}, êúäåòî a è b ñà ïðîòîåëåìåíòè.
Êîè îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà âåðíè?

1. a ∈ A

2. a ⊆ A

3. {a} ∈ A

4. {a} ⊆ A

5. {a, b} ∈ A

6. {a, b} ⊆ A

7. {a, b} ⊂ A

8. {{a, b}} ∈ A

9. {{a, b}} ⊆ A

10. {{{a, b}}} ∈ A

11. {{{a, b}}} ⊆ A



Çàä. 3 Êîè îò ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà âåðíè?

1. ∅ ∈ ∅

2. ∅ ⊆ ∅

3. ∅ ⊂ ∅

4. ∅ ∈ {∅}

5. ∅ ⊆ {∅}

6. ∅ ⊂ {∅}

Íîòàöèÿ 1. Ìíîæåñòâîòî îò åñòåñòâåíèòå ÷èñëà {0, 1, . . .} ñå îçíà÷àâà ñ N. Ìíîæåñò-

âîòî îò öåëèòå ÷èñëà {. . . ,−1, 0, 1, . . .} ñå îçíà÷àâà ñ Z. �

Çàä. 4 Îïðåäåëåòå âñè÷êè åëåìåíòè íà ñëåäíèòå ìíîæåñòâà.

1. {x | x ∈ N∧ 4 ≤ x∧ x ≤ 9}

2. {x | x ∈ N∧ 4 ≤ x∧ x ≥ 9}

3. {1+ (−1)x | x ∈ N}

4. {1+ 1
x
| x ∈ {2, 3, 5}}

5. {n2 + n3 |n ∈ {2, 3, 5}}

Çàä. 5 Íåêà ìíîæåñòâàòà A, B, C, D, E, F, G è H ñà îïðåäåëåíè òàêà:
A = N B = {n |n ∈ N} C = {n+ 1 |n ∈ N} D = {2n+ 1 |n ∈ N}
E = {n+ 11 |n ∈ Z} F = {n− 4 |n ∈ Z} G = {2n+ 2 |n ∈ Z} H = {2n+ 16 |n ∈ Z}
Îïðåäåëåòå êîè îò òåçè ìíîæåñòâà ñà ðàâíè åäíî íà äðóãî.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåêà A è B ñà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà, à U å ïîäõîäÿù óíèâåðñóì. Äåôè-

íèðàìå ñëåäíèòå îïåðàöèè:

îáåäèíåíèå A ∪ B
def
= {x | x ∈ A∨ x ∈ B}

ñå÷åíèå A ∩ B
def
= {x | x ∈ A∧ x ∈ B}

ðàçëèêà A \ B
def
= {x | x ∈ A∧ x 6∈ B}

ñèìåòðè÷íà ðàçëèêà A4B
def
= {x | (x ∈ A∧ x 6∈ B)∨ (x 6∈ A∧ x ∈ B)}

äîïúëíåíèå AU def
= {x | x ∈ U∧ x 6∈ A}

�
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Çàä. 6 Èçïîëçâàéêè ïîçíàíèÿòà îò ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà, îáîñíîâåòå ñëåäíàòà òàáëèöà íà
ïåòòå îïåðàöèè:

A B A ∪ B A ∩ B A \ B A4B A

0 0 0 0 0 0 1

0 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 1 0

1 1 1 1 0 0 0

Òåîðåìà 1. Íåêà A, B è C ñà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà. Íåêà U å ïîäõîäÿù óíèâåðñóì.

Ñëåäíèòå ðàâåíñòâà ñà â ñèëà:

ñâîéñòâà íà ïðàçíîòî ìíîæåñòâî è óíèâåðñóìà : A ∩U = A, A ∪U = U,

A ∩ ∅ = ∅, A ∪ ∅ = A.

ñâîéñòâà íà äîïúëíåíèåòî: A ∩A = ∅, A ∪A = U.

èäåìïîòåíòíîñò: A ∩A = A, A ∪A = A.

çàêîí çà äâîéíîòî äîïúëíåíèå: A = A.

êîìóòàòèâíîñò: A ∩ B = B ∩A, A ∪ B = B ∪A.

àñîöèàòèâíîñò: (A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C), (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).

äèñòðèáóòèâíîñò: A∩(B∪C) = (A∩B)∪(A∩C), A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C).
çàêîíè íà Äå Ìîðãàí: A ∪ B = A ∩ B, A ∩ B = A ∪ B.

ïîãëúùàíå: A ∩ (A ∪ B) = A, A ∪ (A ∩ B) = A. �

Çàä. 7 Äîêàæåòå Òåîðåìà 1 ÷ðåç òàáëè÷íèÿ ìåòîä.

Ðåøåíèå: Ùå äîêàæåì åäèíèÿ îò çàêîíèòå íà Äå Ìîðãàí:

A B A ∪ B A ∪ B A B A ∩ B

0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 1 0 0

1 0 1 0 0 1 0

1 1 1 0 0 0 0

Æåëàíèÿò ðåçóëòàò ñëåäâà îò ðàâåíñòâîòî íà êîëîíà 4 (çåëåíî) è êîëîíà 7 (îðàíæåâî). �

Çàä. 8 Íåêà A, B, C è D ñà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà. Äà ñå äîêàæå èëè îïðîâåðãàå âñÿêî îò
ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

1. A ∩ B = ∅ ∧ B ∩ C = ∅ → A ∩ C = ∅

2. A ∩ B = ∅ ∧ C ∩D = ∅ → (A ∩ C) ∩ (B ∩D) = ∅

3. A ∩ B = ∅ ∧ C ∩D = ∅ → (A ∪ C) ∩ (B ∪D) = ∅
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Ðåøåíèå:
(1) íå å âÿðíî. Çà äà äîêàæåì òîâà, äîñòàòú÷íî å äà äåìîíñòðèðàìå åäèí åäèíñòâåí êîíò-

ðàïðèìåð � òðè ìíîæåñòâà A, B è C, çà êîèòî òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî. Çàùî å äîñòàòú÷åí
åäèí êîíòðàïðèìåð? � çàùîòî òâúðäåíèåòî âñúùíîñò å

∀A∀B∀C(A ∩ B = ∅∧ B ∩ C = ∅→ A ∩ C = ∅)

Íåêà A = {1, 2}, B = {4} è C = {2, 3}. Âÿðíî å, ÷å A ∩ B = ∅∧ B ∩ C = ∅, íî A ∩ C = {2}.

(2) å âÿðíî. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî (A ∩ C) ∩ (B ∩D):

(A ∩ C) ∩ (B ∩D) = (àñîöèàòèâíîñò)

A ∩ C ∩ B ∩D = (êîìóòàòèâíîñò)

A ∩ B ∩ C ∩D = (àñîöèàòèâíîñò)

(A ∩ B) ∩ (C ∩D) = (ïðåäïîñòàâêè A ∩ B = ∅ è C ∩D = ∅)
∅ ∩ ∅ = (ñâîéñòâà íà ïðàçíîòî ìíîæåñòâî)

∅

(3) íå å âÿðíî. Êàòî êîíòðàïðèìåð äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâàòà A = {1, 2}, B = {3, 4}, C = {4, 5}

è D = {2, 6}. A∩B = ∅∧C∩D = ∅ å èçïúëíåíî, íî (A∪C)∩ (B∪D) = {1, 2, 4, 5}∩ {3, 4, 2, 6} =
{2, 4} 6= ∅.

Çàä. 9 Äîêàæåòå ÷ðåç òàáëè÷íèÿ ìåòîä, ÷å A \ B = A ∩ B.

Çàä. 10 Äîêàæåòå ÷ðåç ðàçñúæäåíèÿ (à íå ÷ðåç òàáëèöà), ÷å A \ B = A ∩ B.

Ðåøåíèå:

A \ B = (ïî äåôèíèöèÿ)

{x | x ∈ A∧ x 6∈ B) = (äåôèíèöèÿ íà äîïúëíåíèå)

{x | x ∈ A∧ x ∈ B) = (äåôèíèöèÿ íà ñå÷åíèå)

A ∩ B

�

Çàä. 11 Äîêàæåòå ÷ðåç åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ, ÷å A \ (B ∪ C) = (A \ B) \ C.
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Ðåøåíèå:

A \ (B ∪ C) = (ñúãëàñíî Çàäà÷à 10)

A ∩ B ∪ C = (çàêîíè íà Äå Ìîðãàí)

A ∩ (B ∩ C) = (àñîöèàòèâíîñò)

A ∩ B ∩ C = (àñîöèàòèâíîñò)

(A ∩ B) ∩ C = (ñúãëàñíî Çàäà÷à 10)(
A \ B

)
∩ C = (çàêîí çà äâîéíîòî äîïúëíåíèå)

(A \ B) ∩ C = (ñúãëàñíî Çàäà÷à 10)

(A \ B) \ C = (çàêîí çà äâîéíîòî äîïúëíåíèå)

(A \ B) \ C

�

Çàä. 12 Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå, ÷å

1. (A ∩ B) \ (A \ C) = A ∩ B ∩ C

2. A \ ((B \ C) = (A \ B) ∪ (A ∩ C)

3. A ∪ C \ (A ∩ B) = A \ (B ∪ C)

4. A \ C ∪ B ∩ C = (A ∩ B) \ C

5. A \ (B ∪ C) = (A \ B) ∪ (A \ C)

6. (A ∪ B) ∩ C ∪ B = B ∪ C

7. A4B = A4B

8. (A \ B) \ C = (A \ C) \ (B \ C)

Çàä. 13 Íåêà A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {1, 2, 4, 8}, C = {1, 2, 3, 5, 7} è D = {2, 4, 6, 8}, à óíèâåðñó-
ìúò å U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. Îïðåäåëåòå

1. (A ∪ B) ∩ C

2. A ∪ (B ∩ C)

3. C ∪D

4. C4D

5. (A ∪ B) \ C

6. A ∪ (B \ C)

7. (B \ C) \D
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8. B \ (C \D)

9. (A ∪ B) \ (C ∩D)

Çàä. 14 Äîêàæåòå ÷ðåç òàáëè÷íèÿ ìåòîä, ÷å àêî C ⊆ B \A, òî A ∩ (B ∪ C) = (A ∪ B) \A.

Ðåøåíèå: Ïúðâî äà íàïðàâèì ïúëíàòà òàáëèöà íà A ∩ (B ∪ C è (A ∪ B) \A.

A B C A B ∪ C A ∩ (B ∪ C) A ∪ B (A ∪ B) \A

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 0 0

0 1 0 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 1 0

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 0 0 1 0 1 0

1 1 1 0 1 0 1 0

Çåëåíàòà è îðàíæåâàòà êîëîíà íå ñà ðàâíè. Íî äîñåãà íå ñìå èçïîëçâàëè ïðåäïîñòàâêàòà, ÷å
C ⊆ B \ A. Â îáùèÿ ñëó÷àé (áåç òàçè ïðåäïîñòàâêà) ìíîæåñòâîòî C ñå ðàçáèâà íà ÷åòèðè
ïîäìíîæåñòâà:

1. ìíîæåñòâîòî îò åëåìåíòèòå íà C, íåïðèíàäëåæàùè íèòî íà A, íèòî íà B; íà òîâà
ìíîæåñòâî ñúîòâåòñòâà âåêòîðúò 001

2. ìíîæåñòâîòî îò åëåìåíòèòå íà C, íåïðèíàäëåæàùè íà A, íî ïðèíàäëåæàùè íà B; íà
òîâà ìíîæåñòâî ñúîòâåòñòâà âåêòîðúò 011

3. ìíîæåñòâîòî îò åëåìåíòèòå íà C, ïðèíàäëåæàùè íà A, íî íåïðèíàäëåæàùè íà B; íà
òîâà ìíîæåñòâî ñúîòâåòñòâà âåêòîðúò 101

4. ìíîæåñòâîòî îò åëåìåíòèòå íà C, ïðèíàäëåæàùè è íà A, è íà B; íà òîâà ìíîæåñòâî
ñúîòâåòñòâà âåêòîðúò 111.

Èìàéêè ïðåäâèä ïðåäïîñòàâêàòà C ⊆ B \A, ÿñíî å, ÷å ìíîæåñòâàòà (1), (3) è (4) ñà ïðàçíè.
Òîâà çíà÷è äà èãíîðèðàìå âòîðèÿ, øåñòèÿ è îñìèÿ ðåä íà òàáëèöàòà:

A B C A B ∪ C A ∩ (B ∪ C) A ∪ B (A ∪ B) \A

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1 0 0

0 1 0 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 1 0

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 0 0 1 0 1 0

1 1 1 0 1 0 1 0

Â òàáëèöàòà îò îñòàíàëèòå ðåäîâå, øåñòàòà è îñìàòà êîëîíà ñà ðàâíè:

6



A B C A B ∪ C A ∩ (B ∪ C) A ∪ B (A ∪ B) \A

0 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 1 0

1 1 0 0 1 0 1 0
�

Çàä. 15 Íàðèñóâàéòå äèàãðàìà íà Âåí çà òðèòå ìíîæåñòâà A, B è C, àêî å äàäåíî, ÷å

• A ⊂ B è B ⊂ C

• A ⊂ B è C ⊂ B

• A ⊂ B, C ⊂ B è A ∩ C = ∅

Çàä. 16 Íåêà

A = {1, 2, 4, 6, 7, 9, 11}

Íàïèøåòå âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà íà A, êîèòî

• ñúäúðæàò òî÷íî äâå ÷åòíè è òî÷íî åäíî íå÷åòíî ÷èñëî,

• ñúäúðæàò òî÷íî ïåò åëåìåíòà,

• íå ñúäúðæàò ÷åòíè åëåìåíòè.

Çàä. 17 Äàéòå ïðèìåð çà òðè ìíîæåñòâà A, B è C, òàêèâà ÷å

• A ∈ B è B ∈ C è A 6∈ C,

• A ∈ B è B ∈ C è A ∈ C,

Çàä. 18 Äîêàæåòå ñëåäíèòå ðåçóëòàòè çà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâàA, B, C,D, áåç äà ïîëçâàòå
äèàãðàìè íà Âåí (äîïóñíåòå, ÷å å äàäåí ïîäõîäÿù óíèâåðñóì U):

1. Àêî A ⊆ B è C ⊆ D, òî A ∩ C ⊆ B ∩D è A ∪ C ⊆ B ∪D.

2. A ⊆ B òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî A ∩ B = ∅.

3. A ⊆ B òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî A ∩ B = ∅.

Ðåøåíèå: Ùå ïîêàæåì, ÷å àêî A ⊆ B è C ⊆ D, òî A ∩ C ⊆ B ∩ D. Îò äåôèíèöèÿòà íà
ïîäìíîæåñòâî çíàåì, ÷å

A ⊆ B ↔ ∀x(x ∈ A → x ∈ B)
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êúäåòî äîìåéíúò íà x å U. Àíàëîãè÷íî,

C ⊆ D ↔ ∀x(x ∈ C → x ∈ D)

A ∩ C ⊆ B ∩D ↔ ∀x(x ∈ A ∩ C → x ∈ B ∩D)

Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å èçâîäúò

∀x(x ∈ A → x ∈ B)∧ ∀x(x ∈ C → x ∈ D) → ∀x(x ∈ A ∩ C → x ∈ B ∩D)

å âàëèäåí. Çà äà ñå îñâîáîäèì îò êâàíòîðèòå, ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå ïðîñòè ñúæäåíèÿ.
Íåêà

• p å ñúæäåíèåòî a ∈ A çà ïðîèçâîëåí åëåìåíò a îò óíèâåðñóìà

• q å ñúæäåíèåòî a ∈ B çà ñúùèÿ a

• r å ñúæäåíèåòî b ∈ C çà ïðîèçâîëåí åëåìåíò b îò óíèâåðñóìà

• s å ñúæäåíèåòî b ∈ D çà ñúùèÿ b.

Òîãàâà ïðåäïîñòàâêèòå ñà p → q è r → s, à èçâîäúò ìîæåì äà çàïèøåì êàòî p ∧ r → q ∧ s.
Ùå ïîêàæåì, ÷å

(p → q∧ r → s) → (p∧ r → q∧ s)

å òàâòîëîãèÿ. Ïúðâî ùå ïðåîáðàçóâàìå èçðàçà ñ åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ:

(p → q∧ r → s) → (p∧ r → q∧ s) ≡ (ñúãëàñíî x → y ≡ ¬x∨ y)

¬
(
(¬p∨ q)∧ (¬r∨ s

)
∨ ¬(p∧ r)∨ (q∧ s) ≡ (çàêîíè íà Äå Ìîðãàí, àñîöèàòèâíîñò)

(p∧ ¬q)∨ (r∧ ¬s)∨ ¬p∨ ¬r∨ (q∧ s)

Äà íàðå÷åì òàçè äèçþíêöèÿ, Z. Ùå ïîêàæåì, ÷å Z å òàâòîëîãèÿ.

p q r s ¬p ¬r p∧ ¬q r∧ ¬s q∧ s Z

F F F F T T F F F T

F F F T T T F F F T

F F T F T F F T F T

F F T T T F F F F T

F T F F T T F F F T

F T F T T T F F T T

F T T F T F F T F T

F T T T T F F F T T

T F F F F T T F F T

T F F T F T T F F T

T F T F F F T T F T

T F T T F F T F F T

T T F F F T F F F T

T T F T F T F F T T

T T T F F F F T F T

T T T T F F F F T T

Çàä. 19 Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè çà âñè÷êè ìíîæåñòâà A è B

(äîïóñíåòå, ÷å U å ïîäõîäÿù óíèâåðñóì):
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à) A ⊆ B

á) A ∪ B = B

â) A ∩ B = A

ã) B ⊆ A

Ðåøåíèå: Òðÿáâà äà ñå ïîêàæå, ÷å äâå ïî äâå òâúðäåíèÿòà ñà åêâèâàëåíòíè. Íàèâíèÿò íà÷èí
å çà âñÿêà (íåíàðåäåíà) äâîéêà òâúðäåíèÿ äà ñå äîêàæå æåëàíàòà åêâèâàëåíòíîñò, ïðèìåðíî
à) ≡ á), à) ≡ â), à) ≡ ã), á) ≡ â), è ò. í. Òîâà áè îçíà÷àâàëî äà äîêàæåì îáùî 4.3

2
= 6

åêâèâàëåíòíîñòè. Ïî-èêîíîìè÷åí íà÷èí å äà äîêàæåì ñàìî ÷åòèðè èçâîäà:

à) ` á), á) ` â), â) ` ã), ã) ` à).

Çàùî òîâà å äîñòàòú÷íî, ùå ñòàíå ÿñíî îò ñëåäâàù ìàòåðèàë†. È òàêà,

à) ` á) Äîïóñêàìå, ÷å A ⊆ B. Òðÿáâà äà ïîêàæåì ðàâåíñòâî ìåæäó äâå ìíîæåñòâà, à èìåííî
A ∪ B è B. Ùå ãî ïîêàæåì íà äâà åòàïà.

• B ⊆ A ∪ B. Òâúðäåíèåòî å î÷åâèäåí àíàëîã íà èçâîäà p ` p ∨ q îò ñúæäèòåëíàòà
ëîãèêà.

• A∪B ⊆ B. Íåêà p å ñúæäåíèåòî x ∈ A, à q å ñúæäåíèåòî x ∈ B. Òðÿáâà äà äîêàæåì
âàëèäíîñòòà íà ñëåäñòâèåòî q ïðè ïðåäïîñòàâêè p → q (ñúîòâåòíîòî íà A ⊆ B) è
p∨ q (ñúîòâåòíîòî íà A ∪ B). Ùå ïîëçâàìå åêâèâàëåíòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ.

1. p → q (ïðåäïîñòàâêà)

2. ¬p∨ q (îò ôàêòà, ÷å u → v ≡ ¬u∨ v)

3. p∨ q (ïðåäïîñòàâêà)

4. q∨ q (ðåçîëþöèÿ âúðõó (2.) è (3.))

5. q (èäåìïîòåíòíîñò âúðõó (4).)

á) ` â) Íåêà p å ñúæäåíèåòî x ∈ A, à q å ñúæäåíèåòî x ∈ B. Òðÿáâà äà äîêàæåì âàëèäíîñòòà
íà ñëåäñòâèåòî p ∧ q ↔ p (ñúîòâåòíîòî íà A ∩ B = A) ïðè ïðåäïîñòàâêà p ∧ q ↔ q

(ñîúòâåòíîòî íà A ∩ B = B). ×ðåç òàáëèöà ùå ïîêàæåì íåùî ïîâå÷å: äâåòå ñúæäåíèÿ
ñà åêâèâàëåíòíè (ñ êîåòî, áåç äà èñêàìå, ïîêàçâàìå è èçâîäà â) ` á) ).

p q p∨ q p∨ q ↔ q p∧ q p∧ q ↔ p (p∨ q ↔ q) ↔ (p∧ q ↔ p)

F F F T F T T

F T T T F T T

T F T F F F T

T T T T T T T

â) ` ã) Ïîäõîäúò å àíàëîãè÷åí. Íåêà p å ñúæäåíèåòî x ∈ A, à q å ñúæäåíèåòî x ∈ B. Ùå
ïîêàæåì, ÷å (p ∧ q ↔ p) ≡ (¬q ↔ ¬p). Îò ïðåäíàòà òàáëèöà çíàåì, ÷å êîëîíàòà íà

(p∧ q ↔ p) å T T F T . Òðèâèàëíî å äà ñå ïîêàæå, ÷å (¬q ↔ ¬p) èìà ñúùàòà êîëîíà.

ã) ` à) Èçïîëçâàìå àíàëîãè÷åí ïîäõîä. Äîêàçàòåëñòâîòî ñå ñâåæäà äî òîâà äà ñå ïîêàæå, ÷å
¬q → ¬p ≡ p → q, êîåòî å äîáðå èçâåñòåí ôàêò (ñâîéñòâî íà êîíòðàïîçèòèâíîòî). �

†Ïðè÷èíàòà å, ÷å òðàíçèòèâíîòî çàòâàðÿíå íà êîíòóð å ïúëíàòà ðåëàöèÿ

9



Çàä. 20 Íåêà In = {1, 2, . . . , n}. Íàìåðåòå ìíîæåñòâàòà

n⋃
k=1

Ik è
n⋂

k=1

Ik

Çàä. 21 Íåêà Jn = {0, 1, . . . , n− 1}. Íåêà Ai = N \ Ji. Íàìåðåòå ìíîæåñòâàòà

n⋃
k=1

Ak è
n⋂

k=1

Ak

Çàä. 22 Íåêà A = {1, 2, 4} è B = {1}. Íàïèøåòå â ÿâåí âèä ìíîæåñòâàòà 2A è 2(2
B).

Çàä. 23 Íåêà A = {1, 2, 4} è B = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 100, 1000}. Íàïèøåòå â ÿâåí âèä ìíî-
æåñòâîòî 2A ∩ 2B.

Çàä. 24 Íåêà A = {3, 6, 9}, B = {a, b, f, g} è C = {3}. Íàïèøåòå â ÿâåí âèä A×B, A×(B×C),
2A ∩A, 2A ∩ 2B è (2B × 2A) ∩ 2A×B×C.

Çàä. 25 Äàéòå ïðèìåð çà íåïðàçíî ìíîæåñòâî, êîåòî å

1. åëåìåíò íà ñâîåòî ñòåïåííî ìíîæåñòâî,

2. ïîäìíîæåñòâî íà ñâîåòî ñòåïåííî ìíîæåñòâî.

Çàäà÷è ñ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

Äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå íà äâå ìíîæåñòâà A è B å ìíîæåñòâîòî

A× B = {(a, b) |a ∈ A∧ b ∈ B}

Êîãàòî ðàçãëåæäàìå äåêàðòîâè ïðîèçâåäåíèÿ îò íÿêàêâè ìíîæåñòâà, âèíàãè ìèñëèì, ÷å ñú-
ùåñòâóâà óíèâåðñóì, íà êîãîòî ìíîæåñòâàòà ñà ïîäìíîæåñòâà. Â çàäà÷èòå îò òèïà �Äîêàæåòå,
÷å A ∩ (B ∪C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩C)� óíèâåðñóìúò å ìíîæåñòâî îò ïðîòîåëåìåíòè. Â çàäà÷èòå
ñ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå óíèâåðñóìúò èìà ñòðóêòóðà � ïðèìåðíî, óíèâåðñóìúò çà A × B å
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå U = U1 ×U2 îò äâà óíèâåðñóìà, òàêèâà ÷å A å ïîäìíîæåñòâî íà U1

è B, íà U2.

Çàä. 26 Íàïèøåòå â ÿâåí âèä äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå A × B, êúäåòî A = {1, 2, {3}} è
B = {a, b, {1, a, b}, {c}}.
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Ðåøåíèå:

A× B = {(1, a), (1, b), (1, {1, a, b, c}), (1, {c}),

(2, a), (2, b), (2, {1, a, b, c}), (2, {c}),

({3}, a), ({3}, b), ({3}, {1, a, b, c}), ({3}, {c})}

�

Çàä. 27 Äîêàæåòå, ÷å çà âñè÷êè ìíîæåñòâà A, B è C â ñèëà ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

a) A× (B ∩ C) = (A× B) ∩ (A× C).

á) A× (B ∪ C) = (A× B) ∪ (A× C).

â) (A ∩ B)× C = (A× C) ∩ (A× C).

ã) (A ∪ B)× C = (A× C) ∪ (A× C).

Ðåøåíèå: Ùå äîêàæåì à). Îò ëÿâàòà ñòðàíà íà çíàêà çà ðàâåíñòâî èìàìå ìíîæåñòâî, ñúñ-
òîÿùî ñå îò íàðåäåíè äâîéêè. Îò äÿñíàòà ñòðàíà èìàìå ìíîæåñòâî, ñúñòîÿùî ñå îò îáåäè-
íåíèåòî íà äâå ìíîæåñòâà, âñÿêî îò êîèòî å ìíîæåñòâî îò íàðåäåíè äâîéêè. Óíèâåðñóìúò â
òàçè çàäà÷à å íÿêàêâî ìíîæåñòâî, äà ãî íàðå÷åì U, êîåòî å äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå:

U = U1 ×U2

êúäåòî U1 å óíèâåðñóì ïî îòíîøåíèå íà A (òîåñò, âñåêè åëåìåíò íà A å åëåìåíò íà U1), à U2

å óíèâåðñóì ïî îòíîøåíèå íà B è C (âñåêè åëåìåíò íà B å åëåìåíò íà U2 è âñåêè åëåìåíò íà
C å åëåìåíò íà U2). Òâúðäåíèåòî, êîåòî èñêàìå äà äîêàæåì, å

∀x∀y(x ∈ A∧ (y ∈ B∧ y ∈ C) ↔ (x ∈ A∧ y ∈ B)∧ (x ∈ A∧ y ∈ C)) (1)

êúäåòî x âçåìà ñòîéíîñòè îò U1, à y, îò U2. Íåêà a å ïðîèçâîëåí åëåìåíò îò U1 è b å
ïðîèçâîëåí åëåìåíò îòU2. Íåêà p å ñúæäåíèåòî a ∈ A, q å ñúæäåíèåòî b ∈ B è r å ñúæäåíèåòî
b ∈ C. Ùå äîêàæåì, ÷å

p∧ (q∧ r) ≡ (p∧ q)∧ (p∧ r) (2)

Îò âåðíîñòòà íà (2) ñëåäâà âåðíîñòòà íà (1). Çàùî? � çàùîòî åëåìåíòèòå a è b ñà âçåòè
ïðîèçâîëíî, ñëåäîâàòåëíî â (2) íÿìà îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà � èçðàç îò âèäà (2) áè
èìàë ñúùàòà ôîðìà çà âñè÷êè âúçìîæíè âçåìàíèÿ íà åëåìåíòè îò U1 è U2.

Ùå êàæåì ñúùîòî íåùî ïî äðóã íà÷èí: âúïðåêè ÷å (1) å èçðàç îò ïðåäèêàòíàòà ëîãèêà,
à (2), îò ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà, àêî äîêàæåì (2), ñ òîâà äîêàçâàìå è (1), òúé êàòî çà a è b

íÿìà íèêàêâè îãðàíè÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëíî àíàëîãè÷íî íà (2) òâúðäåíèå ìîæå äà ñå íàïðàâè
çà âñåêè åëåìåíò îò U1 è âñåêè åëåìåíò îò U2 � ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè òåçè òâúðäåíèÿ
âñúùíîñò å (1).

Äîêàçàòåëñòâîòî íà (2) å òðèâèàëíî:

p∧ (q∧ r) ≡ (àñîöèàòèâíîñò)

p∧ q∧ r ≡ (èäåìïîòåíòíîñò)

p∧ p∧ q∧ r ≡ (êîìóòàòèâíîñò)

p∧ q∧ p∧ r ≡ (àñîöèàòèâíîñò)

(p∧ q)∧ (p∧ r)
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Çàáåëåæåòå ïðèëèêàòà è ðàçëèêàòà ìåæäó äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å

A× (B ∩ C) = (A× B) ∩ (A× C)

êîåòî èçâúðøèõìå òîêó-ùî, è äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ (A ∩ C) (3)

Â (3) óíèâåðñóìúò çà A, B è C å åäíî è ñúùî U. Èçðàçåíî ÷ðåç ïðåäèêàòíà ëîãèêà, òâúðäå-
íèåòî å

∀x(x ∈ A∧ (x ∈ B∧ x ∈ C) ↔ (x ∈ A∧ x ∈ B)∧ (x ∈ A∧ x ∈ C)) (4)

Çà ïðîèçâîëíî a ∈ U, íåêà u å ñúæäåíèåòî a ∈ A, v å ñúæäåíèåòî a ∈ B è w å ñúæäåíèåòî
a ∈ C. Äà íàïèøåì èçðàç îò ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà, îò êîéòî äà ñëåäâà (4)

u∧ (v∧w) ≡ (u∧ v)∧ (u∧w) (5)

Î÷åâèäíî, (5) èìà ñúùàòà ôîðìà êàòî (2).

Îò òåçè ïðèìåðè íà ïðúâ ïîãëåä èçãëåæäà, ÷å äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå è ñå÷åíèåòî ñà â
íÿêàêúâ ñìèñúë åêâèâàëåíòíè, ïîíåæå è íà äâåòå ñúîòâåòñòâà ëîãè÷åñêèÿ ñúþç êîíþíêöèÿ
� äîêàçâàíåòî íà (1), îò åäíà ñòðàíà, è íà (4), îò äðóãà ñòðàíà, ñå ñâåæäà äî äîêàçâàíåòî íà
åäíî è ñúùî ñúæäåíèå ((2) è (5) ñà åäíî è ñúùî íåùî, íàïèñàíî ïî äâà íà÷èíà). Â äåéñò-
âèòåëíîñò äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå è ñå÷åíèåòî ñà ïðèíöèïíî ðàçëè÷íè îïåðàöèè âúðõó
ìíîæåñòâà. Ùå èëþñòðèðàìå ðàçëèêàòà ñ äâà äðóãè ïðèìåðà. Äà ðàçãëåäàìå ðàâåíñòâîòî
âúðõó ìíîæåñòâà

A ∩ (A ∪ B) = A (6)

Òîâà å åäèí îò äâàòà çàêîíà çà ïîãëúùàíåòî, íàïèñàí â òåðìèíèòå íà òåîðèÿòà íà ìíîæåñò-
âàòà. Íàïèñàí â òåðìèíèòå íà ïðåäèêàòíàòà ëîãèêà, òîé èçãëåæäà òàêà

∀x(x ∈ A∧ (x ∈ A∨ x ∈ B) ↔ x ∈ A)

Ñúîòâåòíèÿò èçðàç îò ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà å

p∧ (p∨ q) ≡ p (7)

Ñåãà äà ðàçãëåäàìå òâúðäåíèåòî (î÷åâèäíî íåâÿðíî)

A× (A ∪ B) = A (8)

êîåòî ñå ïîëó÷àâà îò (6) ÷ðåç çàìÿíà íà �∩� ñ �×�. Çàáåëåæåòå, ÷å èçðàçúò îò ñúæäèòåëíàòà
ëîãèêà, ñúîòâåòñòâàù íà (8), íå å (7), à å

p∧ (s∨ t) ≡ p (9)

êîéòî ñúñ ñèãóðíîñò å ëúæà. Çàùî èçðàçúò îò ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà, ñúîòâåòñòâàù íà (8), å
(9), à íå (7)? Çàùîòî (8), íàïèñàí â ïðåäèêàòíà ëîãèêà, å

∀x∀y(x ∈ A∧ (y ∈ A∨ y ∈ B) ↔ x ∈ A)
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êúäåòî x è y âçåìàò ñòîéíîñòè îò íÿêàêâè ïîäõîäÿùè äîìåéíè. Çà äà íàïèøåì ñúîòâåòåí
èçðàç îò ñúæäèòåëíàòà ëîãèêà, òðÿáâà äà èçïîëçâàìå ðàçëè÷íè ñúæäèòåëíè ïðîìåíëèâè çà
x ∈ A è y ∈ A, ïîíåæå ãîâîðèì çà ñúîòâåòíî ïúðâèÿ è âòîðèÿ åëåìåíò îò íàðåäåíèòå äâîéêè
(åëåìåíòèòå íà äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå).

Çàä. 28 Äîêàæåòå, ÷å A× (B \ C) = (A× B) \ (A× C).

Çàä. 29 Äîêàæåòå, ÷å äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå A × B íå å êîìóòàòèâíî. Ïðè êàêâè
óñëîâèÿ çà A è B èìàìå êîìóòàòèâíîñò?
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