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Çàäà÷à 1 Íåêà G = (V,E) å ãðàô ñ n âúðõà è m ðåáðà, êúäåòî n ≥ 4 è m = n− 1, íî G íå å

äúðâî. Îòòóê ñëåäâà, ÷å G íå å ñâúðçàí.

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å íå å âúçìîæíî âñè÷êè ñâúðçàíè êîìïîíåíòè íà G äà ñà äúðâåòà. (10 ò.)

á) Äà ñå äîêàæå, ÷å íå å âúçìîæíî âñè÷êè ñâúðçàíè êîìïîíåíòè íà G äà íå ñà äúðâåòà. (10 ò.)

Çà ïîäòî÷êè â), ã) è ä) ïðèåìåòå, ÷å G èìà òî÷íî äâå ñâúðçàíè êîìïîíåíòè.

â) Äà ñå äîêàæå, ÷å ñâúðçàíàòà êîìïîíåíòà, êîÿòî íå å äúðâî, èìà òî÷íî òîëêîâà âúðõîâå, êîë-

êîòî ðåáðà. (6 ò.)

ã) Äà ñå äîêàæå, ÷å ñâúðçàíàòà êîìïîíåíòà, êîÿòî íå å äúðâî, èìà ïîíå åäèí öèêúë. (4 ò.)

ä) Äà ñå äîêàæå, ÷å ñâúðçàíàòà êîìïîíåíòà, êîÿòî íå å äúðâî, èìà òî÷íî åäèí öèêúë. (20 ò.)

Ðåøåíèå: Ùîì G íå å ñâúðçàí, òî òîãàâà G èìà ïîíå äâå ñâúðçàíè êîìïîíåíòè. Íåêà G èìà

k ∈ N ñâúðçàíè êîìïîíåíòè, êàòî å ÿñíî, ÷å k > 1.
à) Ùå äîêàæåì, ÷å íå å âúçìîæíî âñè÷êè ñâúðçàíè êîìïîíåíòè íà G äà ñà äúðâåòà. Äà äîïóñíåì

ïðîòèâíîòî - âñè÷êè k ñâúðçàíè êîìïîíåíòè ñà äúðâåòà. Íåêà ni å áðîÿò íà âúðõîâåòå è mi å áðîÿò

íà ðåáðàòà íà i-òàòà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà, êúäåòî 1 ≤ i ≤ k. Òúé êàòî òÿ å äúðâî, òî mi = ni − 1.
Î÷åâèäíî å, ÷å

m =
k∑

i=1

mi =
k∑

i=1

(ni − 1) =
k∑

i=1

ni −
k∑

i=1

1 =
k∑

i=1

ni − k

Íî n =
∑k

i=1 ni, òîåñò:

m =
k∑

i=1

ni − k = n− k

Çíàåì îò óñëîâèåòî, ÷å m = n−1, òîåñò k = 1, òîåñò G èìà òî÷íî åäíà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà. Íî òîâà

å ïðîòèâîðå÷èå ñ k > 1. Òîãàâà äîïóñêàíåòî å ãðåøíî è íå å âúçìîæíî âñè÷êè ñâúðçàíè êîìïîíåíòè

íà G äà ñà äúðâåòà.

á) Ùå äîêàæåì, ÷å íå å âúçìîæíî âñÿêà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà íà G äà íå å äúðâî. Äà äîïóñíåì

ïðîòèâíîòî - âñè÷êè k ñâúðçàíè êîìïîíåíòè íå ñà äúðâåòà. Íåêà ni å áðîÿò íà âúðõîâåòå è mi å áðîÿò

íà ðåáðàòà íà i-òàòà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà, êúäåòî 1 ≤ i ≤ k. Ñúùåñòâóâà íÿêàêâî li ∈ Z, òàêîâà, ÷å
mi = ni + li, êúäåòî li > −1 çà 1 ≤ i ≤ k. Ïîñëåäíîòî å âÿðíî, òúé êàòî äúðâîòî å ìèíèìàëíèÿò

ñïðÿìî áðîé íà ðåáðàòà ñâúðçàí ãðàô íà n âúðõà, à òî èìà m = n−1 ðåáðà. Òîåñò, ãðàô ñ òî÷íî åäíî

ðåáðî ïî-ìàëêî îòêîëêîòî âúðõîâå å äúðâî, êîåòî íå å âúçìîæíî ïî äîïóñêàíå. Îò äðóãà ñòðàíà,

ãðàô ñ ïî-ìàëêî äâå èëè ïîâå÷å ðåáðà îòêîëêîòî âúðõîâå íå ìîæå äà å ñâúðçàí, êîåòî ñúùî íå å

âúçìîæíî çà ñâúðçàíàòà êîìïîíåíòà ïî äåôèíèöèÿ. Òîãàâà

m =

k∑
i=1

mi =

k∑
i=1

(ni + li) =

k∑
i=1

ni +

k∑
i=1

li = n+

k∑
i=1

li

Çíàåì îò óñëîâèåòî, ÷å m = n − 1, òîåñò
∑k

i=1 li = −1. Íî, çà âñÿêî li ≥ 0. Òîãàâà
∑k

i=1 li = −1 å

ïðîòèâîðå÷èå, çàùîòî íÿìà êàê äà ñúáèðàìå ÷èñëà ïî-ãîëåìè èëè ðàâíè íà íóëà è äà ïîëó÷èì −1.
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Òîãàâà äîïóñêàíåòî å ãðåøíî è íå å âúçìîæíî âñÿêà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà íà G äà íå å äúðâî.

Ùîì G èìà ïîíå äâå ñâúðçàíè êîìïîíåíòè, íå å âúçìîæíî âñè÷êè äà ñà äúðâåòà, è íå å âúçìîæíî

âñè÷êè äà íå ñà äúðâåòà, òî ïîíå åäíà å äúðâî è ïîíå åäíà íå å äúðâî.

â) Íåêà ñâúðçàíèòå êîìïîíåíòè íà G ñà G′ è G′′. ÁÎÎ, íåêà G′ å äúðâî, à G′′ íå å äúðâî. ßñíî
å, ÷å

m = n− 1 = E(G′) + E(G′′)

Íî G′ å äúðâî, òîåñò E(G′) = V (G′)− 1. Òîãàâà:

m = n− 1 = V (G′)− 1 + E(G′′) =⇒ n− V (G′)− 1 = E(G′′)− 1 =⇒ V (G′′) = E(G′′)

Òîåñò, áðîÿò íà âúðõîâåòå è ðåáðàòà íà G′′ å ðàâåí.

ã) Òîãàâà å ÿñíî, ÷å G′′ èìà ïîíå åäèí öèêúë. Àêî G′′ íÿìàøå öèêëè, òî òÿ ùåøå äà å äúðâî (òúé
êàòî å ñâúðçàíà êîìïîíåíòà), à òîãàâà V (G′′) = E(G′′) å ïðîòèâîðå÷èå.

ä)Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å G′′ èìà ñàìî åäèí öèêúë. Åäèí íà÷èí äà íàïðàâèì òîâà å ÷ðåç ïîêðè-

âàùî äúðâî. Ïîêðèâàùî äúðâî èìà òî÷íî V (G′′) = E(G′′) − 1 ðåáðà. Â äúðâîòî, ìåæäó âñåêè âðúõ

èìà òî÷íî åäèí ïúò. ßñíî å, ÷å èçâúí ïîêðèâàùîòî äúðâî, îñòàâà òî÷íî åäíî ðåáðî, êîåòî ñúçäàâà

íîâ ïúò ìåæäó äâa âúðõà ñ äúëæèíà 1. Íåêà ðåáðîòî å ñ êðàèùà âúðõîâåòå u è v. Ñúñ ñèãóðíîñò
òî äîáàâÿ åäèí öèêúë c, â êîéòî ó÷àñòâàò u è v, òúé êàòî äîáàâÿ âòîðè ïúò ìåæäó òÿõ (òå âå÷å

èìàò åäèí â äúðâîòî). Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å îñâåí öèêúëúò c, ÷ðåç äîáàâÿíåòî íà (u, v) ñå å ïîÿâèë è

îùå åäèí, ðàçëè÷åí îò c, öèêúë c′. Òîãàâà, u è v çàäúëæèòåëíî ñúùî ó÷àñòâàò â c′. Èíà÷å, c′ áè áèë

ñúñòàâåí ñàìî îò ðåáðà îò G′′ − (u, v), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. Òîãàâà èìà ïúò ìåæäó âúðõîâåòå u è v
îïðåäåëåí îò c′ áåç ðåáðîòî (u, v). Îò äðóãà ñòðàíà, èìà ïúò ìåæäó âúðõîâåòå u è v îïðåäåëåí îò c áåç
ðåáðîòî (u, v). Íî c è c′ ñà ðàçëè÷íè, è òîãàâà ïúòèùàòà ìåæäó u è v ñà ðàçëè÷íè. Íî â òåçè ïúòèùà
íå ó÷àñòâà (u, v), òîåñò òå ñà ÷àñò îò äúðâîòî G′′ − (u, v), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ åäèíñòâåíîñòòà

íà ïúòèùàòà â äúðâî. Òîãàâà îñòàâà ïðåäïîëîæåíèåòî äà å ãðåøíî. Íàèñòèíà äîáàâÿíåòî íà ðåáðî

ñúçäàâà ñàìî 1 öèêúë.

Äðóã íà÷èí å äà âçåìåì ïðîèçâîëåí öèêúë, êàòî çíàåì, ÷å òàêúâ ñúùåñòâóâà. Îò òîçè öèêúë

ìîæåì äà ïðåìàõíåì ðåáðî, êàòî çíàåì, ÷å òîâà íå ïðîìåíÿ ñâúðçàíîñòòà íà ãðàôà. Îñòàâà ãðàô ñ

V (G′′) = E(G′′) − 1 ðåáðà, êîéòî å ñâúðçàí, òîåñò äúðâî. Îòòóê íàòàòúê äîêàçàòåëñòâîòî e ñúùîòî

êàòî ïî-ãîðå.

Çàäà÷à 2 Ðàçïîëàãàòå ñ ðå÷íèê. Èçâåñòíî å, ÷å â ðå÷íèêà èìà òî÷íî äâå åäíîáóêâåíè äóìè è

òî÷íî ïî øåñò k-áóêâåíè äóìè çà âñÿêî k > 1. Âèå èñêàòå äà èçïðàòèòå ïèñìî, ñúñòàâåíî ñàìî è

åäèíñòâåíî îò äóìè îò ðå÷íèêà. Çà äà ñúáåðåòå ïîâå÷å äóìè, íå îñòàâÿòå èíòåðâàëè ìåæäó äóìèòå

(âìåñòî "òîâà å ïèñìî� ïèøåòå "òîâàåïèñìî"). Äóìèòå ìîãàò äà ñå ïîâòàðÿò. Íå ìîæåòå äà îòðÿçâàòå

äóìè. Èñêàòå äà îòêðèåòå êîëêî ðàçëè÷íè (ñïðÿìî èçáîðà íà äóìèòå) òàêèâà ïèñìà ñ äúëæèíà n
áóêâè ìîãàò äà áúäàò ñúñòàâåíè ïðè äàäåíèÿ ðå÷íèê.

à) Èçâåäåòå ðåêóðåíòíî óðàâíåíèå ñ êðàéíà èñòîðèÿ (áðîÿò íà ñúáèðàåìèòå íå çàâèñè îò n). (35
ò.)

á) Ðåøåòå ðåêóðåíòíîòî óðàâíåíèå (15 ò.):

T (n) =


3T (n− 1) + 4T (n− 2), àêî n ≥ 2

2, àêî n = 1,

1, àêî n = 0

Ðåøåíèå: à) Íåêà T (n) å áðîÿò íà÷èíè äà ñúñòàâèì ïèñìî ñ n ñèìâîëà. Äà çàïèøåì íÿêîëêî
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áàçîâè ñëó÷àÿ:

T (0) = 1(òúé êàòî èìà òî÷íî åäíî ïðàçíî ïèñìî

T (1) = 2(òúé êàòî èìà òî÷íî 2 åäíîñèìâîëíè äóìè

Ùå èçâåäåì ôîðìóëà çà T (n), ïðèåìàìå, ÷å îòòóê íàòàòúê n > 1. Ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî íà

ñúîáùåíèÿòà ñïðÿìî äúëæèíàòà íà ïúðâàòà äóìà. Òîâà å î÷åâèäíî ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî îò

âñè÷êè äóìè ñ äúëæèíà n. Àêî ïúðâàòà äóìà å ñ äúëæèíà 1, èìà òî÷íî 2 íà÷èíà äà ÿ èçáåðåì.

Îñòàòúêúò îò ñúîáùåíèåòî ìîæåì äà èçáåðåì ïî òî÷íî T (n − 1) íà÷èíà. Àêî ïúðâàòà äóìà å ñ

äúëæèíà k, k ̸= 1, òî ìîæåì äà ÿ èçáåðåì ïî 6 íà÷èíà, à îñòàòúêúò ìîæå äà èçáåðåì ïî òî÷íî

T (n− k) íà÷èíà. Òîãàâà:

T (n) = 2T (n− 1) + 6T (n− 2) + 6T (n− 3) + . . .+ 6T (1) + 6T (0)

Ùå îïðîñòèì êàòî âçåìåì óðàâíåíèåòî çà T (n− 1):

T (n− 1) = 2T (n− 2) + 6T (n− 3) + 6T (n− 4) + . . .+ 6T (1) + 6T (0)

è èçâàäèì T (n− 1) îò T (n):

T (n)− T (n− 1) = (2T (n− 1) + 6T (n− 2) + 6T (n− 3) + . . .+ 6T (1) + 6T (0))

− (2T (n− 2) + 6T (n− 3) + 6T (n− 4) + . . .+ 6T (1) + 6T (0))

T (n)− T (n− 1) = 2T (n− 1) + 6T (n− 2) + 6T (n− 3) + . . .+ 6T (1) + 6T (0)

− 2T (n− 2)− 6T (n− 3)− 6T (n− 4)− . . .− 6T (1)− 6T (0)

T (n)− T (n− 1) = 2T (n− 1) + 6T (n− 2) +�����
6T (n− 3) + . . .+���6T (1) +���6T (0)

− 2T (n− 2)−�����
6T (n− 3)−�����

6T (n− 4)− . . .−���6T (1)−���6T (0)

T (n)− T (n− 1) = 2T (n− 1) + 6T (n− 2)− 2T (n− 2)

T (n) = 3T (n− 1) + 4T (n− 2)

Òîâà å óðàâíåíèåòî, êîåòî òúðñåõìå.

á) Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå íà T (n) = 3T (n− 1) + 4T (n− 2) å

x2 = 3x+ 4

x2 − 3x− 4 = 0

Òî èìà êîðåíè x1 = 4 è x2 = −1. Òúðñåíîòî óðàâíåíèå èìà îáù âèä

T (n) = 4nA+ (−1)nB

Èçïîëçâàìå ñòîéíîñòèòå çà n = 0 è n = 1, çà äà ñúñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ ñïðÿìî A
è B {

T (0) = 1 = A+B

T (1) = 2 = 4A−B
(1)

Ïðåäñòàâÿìå B ÷ðåç A:
B = 1−A
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è çàìåñòâàìå:

2 = 4A− 1 +A = 5A− 1

3 = 5A

A =
3

5

Òîãàâà

B = 1− 3

5
=

2

5

Òúðñåíîòî óðàâíåíèå å

T (n) =
3

5
4n +

2

5
(−1)n
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