
Óïðàæíåíèå 3 ïî Äèñêðåòíè Ñòðóêòóðè, Èíô, ëåòåí ñåìåñòúð 2013-2014 ã..

Ðåëàöèè

Êàçâàéêè �ðåëàöèÿ� áåç äîïúëíèòåëíè óòî÷íåíèÿ, èìàìå ïðåäâèä ðåëàöèÿ îò âèäà R ⊆
A×A. Êîãàòî êàçâàìå �êðàéíà ðåëàöèÿ�, èìàìå ïðåäâèä, ÷å ìíîæåñòâîòî å êðàéíî. Êàçâàéêè
�ðåëàöèÿ íàä A�, èìàìå ïðåäâèä, ÷å A å âúïðîñíîòî ìíîæåñòâî. Êàçâàéêè �ðåëàöèÿ íàä
äåêàðòîâèÿ êâàäðàò A × A� èìàìå ïðåäâèä ñúùîòî íåùî, à èìåííî, ÷å R ⊆ A × A; à íå ÷å
R ⊆ (A×A)× (A×A). Ôàêòúò, ÷å a ∈ A è b ∈ A ñà â ðåëàöèÿ áåëåæèì ñ �(a, b) ∈ R� èëè ñ
ïî-êðàòêèÿ çàïèñ �aRb�.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåêà R å ðåëàöèÿ íàä A. Íåêà äîìåéíèòå çà a, b è c ñà A.

• R å ðåôëåêñèâíà, àêî ∀a(aRa).

• R å àíòèðåôëåêñèâíà, àêî ∀a(¬aRa).

• R å ñèìåòðè÷íà, àêî ∀a∀b(aRb → bRa).

• R å àíòèñèìåòðè÷íà, àêî ∀a∀b(aRb ∧ bRa → a = b).

• R å ñèëíî àíòèñèìåòðè÷íà, àêî ∀a∀b
(
a 6= b → ((aRb ∧ ¬bRa) ∨ ¬(aRb ∧ bRa))

)
.

• R å òðàíçèòèâíà, àêî ∀a∀b∀c(aRb ∧ bRc → aRc).

Êîãàòî ñå êàæå, èçñëåäâàéòå ðåëàöèÿòà R çà øåñòòå ñâîéñòâà, ñå ðàçáèðà ñëåäíîòî: çà âñÿêî
îò øåñòòå èçáðîåíè ãîðå ñâîéñòâà, äà ñå îïðåäåëè äàëè R ïðèòåæàâà òîâà ñâîéñòâî, èëè

íå. �

Äàäåíà êðàéíà ðåëàöèÿ ìîæå äà ñå îïèøå â ÿâåí âèä ïî òðè íà÷èíà. Ìîæå äà ñå èçáðîÿò
â ÿâåí âèä íàðåäåíèòå äâîéêè, êîèòî �è ïðèíàäëåæàò, ìîæå äà ñå ñúñòàâè ìàòðèöàòà �è (êîåòî
å ñúùîòî íåùî, íàïèñàíî ïî-êðàòêî è ïðåãëåäíî), è ìîæå äà ñå íàðèñóâà ãðàôúò �è.

Çàä. 1 Íåêà A = {2, 3, 4, 5, 6, 12, 15, 21}. Îïèøåòå â ÿâåí âèä ðåëàöèÿòà R è ïî òðèòå íà÷èíà,
àêî R å äåôèíèðàíà òàêà: çà âñåêè a è b îò A, aRb òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

1. a = b

2. a 6= b

3. a + b = 2

4. a ∗ b = 2

5. ∃k ∈ N(a + b = 2k)

6. a äåëè b



7. a è b ñà âçàèìíî ïðîñòè†

Ðåøåíèå:Ùå ðåøèì 5. Ïðåâåäåíî íà åñòåñòâåí åçèê, óñëîâèåòî êàçâà, ÷å âñåêè äâà åëåìåíòà
ñà â ðåëàöèÿ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñóìàòà èì å ÷åòíî (íåîòðèöàòåëíî) ÷èñëî.

Ïúðâè íà÷èí

R =
{
(2, 2), (2, 4), (2, 6), (2, 12), (3, 3), (3, 5), (3, 15), (3, 21), (4, 2), (4, 4), (4, 6), (4, 12),

(5, 3), (5, 5), (5, 15), (5, 21), (6, 2), (6, 4), (6, 12), (12, 2), (12, 4), (12, 6), (12, 12),

(15, 3), (15, 5), (15, 15), (15, 21), (21, 3), (21, 5), (21, 15), (21, 21)
}

Âòîðè íà÷èí (íóëèòå íå ñà íàïèñàíè)

1

2

3

4

5

6

15

21

2 3 4 5 6 12 15 21

12

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1

1

1

1 1

1 1

Òðåòè íà÷èí

12

3 5

15 21

2 4

6

†Äâå åñòåñòâåíè ÷èñëà m è n, òàêèâà ÷å m ≥ 2 è n ≥ 2, ñà âçàèìíî ïðîñòè, àêî åäèíñòâåíîòî öÿëî
ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, êîåòî ãè äåëè è äâåòå, å åäèíèöàòà.
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Çàä. 2 Çà âñÿêà îò ðåëàöèèòå îò ïðåäíàòà çàäà÷à, èçñëåäâàéòå ðåëàöèÿòà çà øåñòòå ñâîéñ-
òâà.

Ðåøåíèå: Ùå èçñëåäâàìå 7.

• Ðåëàöèÿòà íå å ðåôëåêñèâíà, ïîíåæå âñÿêî îò ÷èñëàòà å ðàçëè÷íî îò 1 è ñå äåëè íà ñåáå
ñè.

• Ðåëàöèÿòà å àíòèðåôëåêñèâíà � ïî ñúùàòà ïðè÷èíà, à èìåííî, ÷å íèêîå îò ÷èñëàòà íå
å âçàèìíî ïðîñòî ñúñ ñåáå ñè.

• Ðåëàöèÿòà å ñèìåòðè÷íà, òúé êàòî çà âñÿêî öÿëî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî k, òîâà ÷èñëî èëè
å îáù äåëèòåë íà äâå ÷èñëà m è n, èëè íå å. Äàëè êàçâàìå �íà m è n� èëè �íà n è m�,
íÿìà çíà÷åíèå.

Ïî-ôîðìàëíî ìîæåì äà êàæåì ñúùîòî íåùî òàêà. Íåêà Q(m,n, k) å òðèìåñòåí ïðå-
äèêàò, â êîéòî äîìåéíèòå íà ïúðâàòà è âòîðàòà ïðîìåíëèâà ñà N \ {0, 1}, à íà òðåòàòà
ïðîìåíëèâà å N \ {0} (òîåñò N+). Íåêà Q(m,n, k) å èñòèíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
k å îáù äåëèòåë íà m è n. Íåêà P(m,n) å ïðåäèêàòúò �m è n ñà âçàèìíî ïðîñòè� ñ
äîìåéíè N \ {0, 1}. Ïðåäèêàòúò P(m,n) ìîæåì äà èçðàçèì òàêà:

P(m,n) : ∀k(Q(m,n, k) → k = 1)

Òúé êàòî ∀m∀n∀k(Q(m,n, k) ↔ Q(n, m, k)), òî ðåëàöèÿòà å ñèìåòðè÷íà.

• Ðåëàöèÿòà íå å àíòèñèìåòðè÷íà, ïîíåæå ìîæåì äà ïîñî÷èì ïîíå äâå ÷èñëà x è y îò
äàäåíèòå, òàêèâà ÷å xRy è yRx, ïðèìåðíî 2 è 4.

• Ðåëàöèÿòà íå å ñèëíî àíòèñèìåòðè÷íà, ïîíåæå å ñèìåòðè÷íà (ñèìåòðè÷íîñòòà è ñèëíàòà
àíòèñèìåòðè÷íîñò ñà íåñúâìåñòèìè).

• Ðåëàöèÿòà íå å òðàíçèòèâíà. Êàòî êîíòðàïðèìåð: 6 è 5 ñà âçàèìíî ïðîñòè, 5 è 21 ñà
âçàèìíî ïðîñòè, íî 6 è 21 íå ñà (èìàò îáù äåëèòåë 3).

Îïðåäåëåíèå 2. Íåêà R ⊆ A×B å äâóìåñòíà ðåëàöèÿ. Îáðàòíàòà ðåëàöèÿ íà R å ðåëàöèÿòà

R−1 = {(a, b) | a ∈ B ∧ b ∈ A ∧ (b, a) ∈ R}. Ðåëàöèÿòà-äîïúëíåíèå íà R å ðåëàöèÿòà R =

{(a, b) | a ∈ A ∧ b ∈ B ∧ (a, b) 6∈ R}. �

Çàä. 3 Íàïèøåòå âñè÷êè åëåìåíòè íà ðåëàöèÿòà R ⊆ N × N × N, äåôèíèðàíà òàêà: R =

{(a, b, c) | 0 < a < b < c < 5}.

Çàä. 4 Çà âñÿêà îò ñëåäíèòå äåôèíèöèè íà ðåëàöèÿòà R ⊆ A × B, íàìåðåòå R−1 è R.
Ñèìâîëúò �R� îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî îò ðåàëíèòå ÷èñëà.

1. A = R, B = R, R = {(a, b) | a < b}.

2. A = N, B = N, R = {(a, b) | a äåëè b}.

3. A å ìíîæåñòâîòî îò äúðæàâèòå â Åâðîïà. B ñúùî å ìíîæåñòâîòî îò äúðæàâèòå â Åâðîïà.
R = {(a, b) | a è b èìàò îáùà ãðàíèöà}.
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Çàä. 5 Íåêà M å ìàòðèöàòà íà íÿêàêâà ðåëàöèÿ R ⊆ A×A. Íåêà A å êðàéíî ìíîæåñòâî
ñ n åëåìåíòà. Íåêà M èìà òî÷íî k åäèíèöè. Íåêà M ′ è M ′′ ñà ñúîòâåòíî ìàòðèöèòå íà R−1

è R. Êîëêî åäèíèöè èìà â M ′? Êîëêî åäèíèöè èìà â M ′′?

Çàä. 6 Íåêà A = {1, 2, 3, 4} è B = {1, 2, 3}. Íåêà R1 ⊆ A×B è R2 ⊆ A×B ñà òàêèâà, ÷å R1 =

{(1, 2), (2, 3), (3, 4)} è R2 = {(1, 2), (1, 2), (2, 1), (2, 2)(2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4)}. Íàìåðåòå

à) R1 ∪ R2 á) R1 ∩ R2 â) R1 \ R2 ã) R2 \ R1 ä) (R1 \ R2)× (A× B)

Çàä. 7 Íåêà A å ìíîæåñòâîòî îò ñòóäåíòèòå â íÿêàêúâ óíèâåðñèòåò. Íåêà B å ìíîæåñòâîòî
îò êíèãèòå â áèáëèîòåêàòà íà óíèâåðñèòåòà. Íåêà R ⊆ A × B è R2 ⊆ A × B ñà ñúîòâåòíî
ðåëàöèèòå:

R1 = {(a, b) | ñòóäåíò a òðÿáâà äà ïðî÷åòå êíèãà b}

R2 = {(a, b) | ñòóäåíò a å ÷åë êíèãà b, êîÿòî å òðÿáâàëî äà ïðî÷åòå}

Îïèøåòå ñëåäíèòå ðåëàöèè

à) R1 ∪ R2 á) R1 ∩ R2 â) R1 ⊕ R2 ã) R1 \ R2 ä) R2 \ R1

Çàä. 8 Íåêà R> = {(a, b) ∈ R2 | a > b}. Íåêà ðåëàöèèòå R≥, R<, R≤, R=, R 6= ñà àíàëîãè÷-
íèòå ðåëàöèè ñ î÷åâèäíèÿ ñìèñúë íà èíäåêñèòå. Îïèøåòå êîëêîòî å âúçìîæíî ïî-ïðîñòî è
åñòåñòâåíî ñëåäíèòå ðåëàöèè:

à) R> ∪ R< á) R> ∪ R= â) R≥ ∩ R≤ ã) R> \ R≥ ä) R≥ \ R>

å) R< ∪ R= æ) R> ⊕ R< ç) R> ⊕ R< è) R≥ ∪ R≤ é) R< ∪ R 6=
ê) R< ∩ R 6= ë) R≤ ∩ R 6= ì) R≤ \ R 6= í) R 6= \ R≤ î) R≥ ⊕ R 6= ï) R< ⊕ R=

Çàä. 9 Íàïèøåòå â ÿâåí âèä (ïðèìåðíî, íàðèñóâàéêè ãðàôà íà ðåëàöèÿòà) âñè÷êè ðåëàöèè
íàä òðèåëåìåíòíî ìíîæåñòâî, êîèòî ñà àíòèðåôëåêñèâíè, àíòèñèìåòðè÷íè è íå ñà òðàíçè-
òèâíè.

Çàä. 10(*) Êîëêî ðåëàöèè R ⊆ A×A, êúäåòî A å êðàéíî ìíîæåñòâî ñ n åëåìåíòà, ñà:

1. ðåôëåêñèâíè?

2. àíòèðåôëåêñèâíè?

3. ñèìåòðè÷íè?

4. àíòèñèìåòðè÷íè?

5. ñèëíî àíòèñèìåòðè÷íè?

6. ñèìåòðè÷íè è àíòèñèìåòðè÷íè?
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7. ñèìåòðè÷íè è ñèëíî àíòèñèìåòðè÷íè?

8. ñèìåòðè÷íè è ðåôëåêñèâíè?

9. àíòèñèìåòðè÷íè è íèòî ðåôëåêñèâíè, íèòî àíòèðåôëåêñèâíè?

10. àíòèñèìåòðè÷íè è ñèëíî àíòèñèìåòðè÷íè?

Çàä. 11 Êîëêî òðàíçèòèâíè ðåëàöèè èìà íàä n åëåìåíòíî ìíîæåñòâî, àêî

1. n = 1

2. n = 2

3. (*) n = 3

Çàä. 12 Íåêà A è B ñà êðàéíè ìíîæåñòâà. Íåêà A èìà òî÷íî òðè åëåìåíòà. Êîëêî åëåìåíòà
èìà B, àêî å èçâåñòíî, ÷å èìà òî÷íî 4096 ðåëàöèè îò âèäà R ⊆ A× B?
Óïúòâàíå: 4096 = 212.

Çàä. 13 Ñëåäíàòà òåîðåìà å íåâÿðíà. Ñëåäîâàòåëíî, â �äîêàçàòåëñòâîòî� �è èìà ãðåø-
êà/ãðåøêè. Îòêðèéòå êàêâà å ãðåøêàòà/êàêâè ñà ãðåøêèòå â òîâà �äîêàçàòåëñòâî�.

Òåîðåìà 1 (ïîãðåøíà òåîðåìà). Íåêà R å ïðîèçâîëíà ðåëàöèÿ íàä ìíîæåñòâî A. Íåêà R

å ñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâíà. Òîãàâà R å ðåôëåêñèâíà.

Äîêàçàòåëñòâî
Ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëåí a ∈ A. Íåêà b å ïðîèçâîëåí åëåìåíò îò A, òàêúâ ÷å aRb. Òúé êàòî
R å ñèìåòðè÷íà, çàêëþ÷àâàìå, ÷å bRa. Òúé êàòî R å òðàíçèòèâíà è âå÷å èìàìå aRb ∧ bRa,
çàêëþ÷àâàìå, ÷å aRa. Äîêàçàõìå çà ïðîèçâîëåí åëåìåíò, ÷å òîé å â ðåëàöèÿ ñúñ ñåáå ñè. �

Çàä. 14 Äîêàæåòå çà ïðîèçâîëíà ðåëàöèÿ R, ÷å R å ñèìåòðè÷íà òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî R = R−1.

Çàä. 15 Äîêàæåòå çà ïðîèçâîëíà ðåëàöèÿ R ⊆ A×A, ÷å R å àíòèñèìåòðè÷íà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî R ∩ R−1 ⊆ {(a, a) | a ∈ A}.

Çàä. 16 Íåêà S å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ðåëàöèè íàä I5. Íåêà R ⊆ S × S å ðåëàöèÿ,
äåôèíèðàíà òàêà:

S = {(a, b) | a è b èìàò åäèí è ñúùè áðîé åëåìåíòè}

Äîêàæåòå, ÷å R å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Êîëêî êëàñà íà åêâèâàëåíòîñò èìà R?
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Çàä. 17 Íåêà çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n, Jn å ìíîæåñòâîòî {0, 1, . . . , n − 1}. Íåêà A =

{2n | n ∈ J5}. Íåêà R ⊆ (A×A)× (A×A) å ðåëàöèÿ, äåôèíèðàíà òàêà:

R =
{(

(a, b), (c, d)
)
∈ (A×A)× (A×A) | ac = bd ∨ ad = bc

}
Êîëêî åëåìåíòà èìà R? Íàïèøåòå â ÿâåí âèä R ÷ðåç ìàòðèöàòà �è. Äîêàæåòå, ÷å R å ðåëàöèÿ
íà åêâèâàëåíòíîñò. Êîè ñà êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà R?

Çàä. 18 Íåêà A = {a, b, c, d}. Íåêà R ⊆ A×A å ðåëàöèÿòà

R = {(a, a), (a, b), (b, b), (c, d), (d, b), (d, c), (d, d)}

Îïðåäåëåòå ðåôëåêñèâíîòî, ñèìåòðè÷íîòî è òðàíçèòèâíîòî çàòâàðÿíå íà R.

Çàä. 18 Íåêà A = {a, b, c, d}. Íåêà R ⊆ A×A è R = {(a, b), (b, a), (c, d)}. Îïðåäåëåòå ìèíè-
ìàëíàòà ïî áðîé åëåìåíòè ðåëàöèÿ S ⊆ A×A, òàêàâà ÷å R∪ S å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

Ðåøåíèå:

S = {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (d, c)}.
�

Çàä. 19 Íåêà X = {1, 2, 3, 4}. Íåêà S ⊆ A× A è S = {(2, 2), (2, 3), (1, 4)}. Îïðåäåëåòå ìèíè-
ìàëíàòà ïî ìîùíîñò ðåëàöèÿ T ⊆ A×A, òàêàâà ÷å S ∪ T å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò.

Çàä. 20 Íåêà R è S ñà ðåëàöèè íàä åäíî è ñúùî ìíîæåñòâî. Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå,
÷å àêî R è S ñà òðàíçèòèâíè, òî R4S å òðàíçèòèâíà.

Ðåøåíèå:

Òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî. Åòî êîíòðàïðèìåð: íåêà R = {(a, b), (b, c), (a, c)} è S = {(b, c), (c, d),

(b, d)}. Î÷åâèäíî è äâåòå ðåëàöèè ñà òðàíçèòèâíè. Íî R M S = {(a, b), (a, c), (b, d), (c, d)} íå
å òðàíçèòèâíà � çà äà áúäå òðàíçèòèâíà, òðÿáâà äà ñúäúðæà (a, d). �

Çàä. 21 Íåêà Q è T ñà ðåëàöèè íàä åäíî è ñúùî ìíîæåñòâî. Äîêàæåòå èëè îïðîâåðãàéòå,
÷å àêî T å àíòèñèìåòðè÷íà, à Q å ñèëíî àíòèñèìåòðè÷íà, òî T \ Q å àíòèñèìåòðè÷íà.

Ðåøåíèå:

Òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî. Åòî êîíòðàïðèìåð: íåêà T = {(a, b)} è Q = {(a, b)}. Î÷åâèäíî è
äâåòå ñà àíòèñèìåòðè÷íè. Î÷åâèäíî Q å ñèëíî àíòèñèìåòðè÷íà. Íî T \ Q = ∅, ñëåäîâàòåëíî
T \ Q = {(a, a), (b, b), (a, b), (b, a)}, êîÿòî ðåëàöèÿ íå å àíòèñèìåòðè÷íà, òúé êàòî ñúäúðæà
(a, b) è (b, a). �

Îïðåäåëåíèå 3. Ðåëàöèÿ íà ÷àñòè÷íà íàðåäáà R ⊆ A×A å âñÿêà ðåëàöèÿ, êîÿòî å ðåôëåê-

ñèâíà, àíòèñèìàòðè÷íà è òðàíçèòèâíà. Â êîíòåêñòà íà ÷àñòè÷íèòå íàðåäáè, çà âñÿêî

a ∈ A è âñÿêî b ∈ A, a è b ñà ñðàâíèìè, àêî ïîíå åäíî îò aRb è bRa å èçïúëíåíî, è ñà

íåñðàâíèìè â ïðîòèâåí ñëó÷àé. Äèàãðàìà íà Hasse å íà÷èí çà ãðàôè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà

êðàéíè ÷àñòè÷íè íàðåäáè, ïðè êîéòî ñå ðèñóâà ÷àñò îò ãðàôà íà ðåëàöèÿòà:
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{1, 2, 3}

∅

{1} {2} {3}

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

(à) Ãðàôúò íà ðåëàöèÿòà.

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1, 2, 3}

∅

{1} {2} {3}

(á) Äèàãðàìàòà íà Hasse.

Ôèãóðà 1: Ãðàôúò è äèàãðàìàòà íà Hasse íà ðåëàöèÿòà R⊆A ñ ìíîæåñòâî A = {1, 2, 3}.

• íå ñå ðèñóâàò ïðèìêèòå � òúé êàòî ðåëàöèÿòà å ðåôëåêñèâíà, òå ñå ïîäðàáçèðàò;

• íå ñå ðèñóâàò ðåáðà îò âèäà (a, c), àêî âå÷å (a, b) è (b, c) ïðèñúñòâàò � òúé êàòî

ðåëàöèÿòà å òðàíçèòèâíà, òå ñå ïîäðàáçèðàò;

• åëåìåíòèòå ñå ðèñóâàò íà ÿñíî îáîñîáåíè íèâà, ïðèìåðíî ìèíèìàëíèòå îòãîðå, òåõ-

íèòå íåïîñðåäñòâåíè ñúñåäè íà ñëåäâàùîòî íèâî è ò. í. Ïîðàäè òîâà íå ñå ñëàãàò

ïîñîêè íà ðåáðàòà, òúé êàòî ïîñîêèòå ñå ïîäðàçáèðàò; àêî çàïî÷íåì ñ ìèíèìàëíè-

òå åëåìåíòè îòãîðå è ðàçïîëàãàìå äðóãèòå íàäîëó, ïîñîêèòå íà ðåáðàòà ñà îòãîðå

íàäîëó.

�

Êàòî ïðèìåð âèæòå ðåëàöèÿòà R⊆A ñ ìíîæåñòâî A = {1, 2, 3}, èçîáðàçåíà íà Ôèãóðà 1
âåäíúæ ñ ãðàô è âåäíúæ ñ äèàãðàìà íà Hasse. Î÷åâèäíî, äèàãðàìàòà íà Hasse å ìíîãî ïî-
ïðåãëåäíà, òúé êàòî ïîêàçâà ñúùíîñòòà íà ðåëàöèÿòà áåç íèùî èçëèøíî.

Çàä. 22 Íåêà A = {a, b, c, d}. Îïðåäåëåòå â ÿâåí âèä âñè÷êè ðåëàöèè íà ÷àñòè÷íà íàðåäáà
íàä A, â êîèòî a è b ñà ìèíèìàëíè, à c è d íå ñà ñðàâíèìè.

Ðåøåíèå:

Âúïðîñíèòå ðåëàöèè ñà 16. Çà äà ñå óáåäèì â òîâà, äà ðàçãëåäàìå ìàòðèöèòå èì. Âñÿêà îò òåçè
ìàòðèöè èìà åäèíèöè ïî ãëàâíèÿ äèàãîíàë, òúé êàòî ðåëàöèèòå ñà ðåôëåêñèâíè (Ôèãóðà 2).

Îñâåí òîâà, èìà íóëè â êîëîíèòå íà a è b (ñ èçêëþ÷åíèå íà êëåòêèòå îò ãëàâíèÿ äèàãîíàë),
òúé êàòî a è b ñà ìèíèìàëíè (Ôèãóðà 3).
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a b c d
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Ôèãóðà 2: Ðåëàöèèòå ñà ðåôëåêñèâíè.
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1

1

1

1

a b c d

a
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c

d

0

0

0

0

0

Ôèãóðà 3: a è b ñà ìèíèìàëíè.

Îñâåí òîâà, èìà íóëè â êëåòêèòå (c, d) è (d, c), òúé êàòî c è d íå ñà ñðàâíèìè (Ôèãóðà 4).
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0

0

0
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0

Ôèãóðà 4: c è d íå ñà ñðàâíèìè.

Îñòàíàëèòå 4 êëåòêè ìîãàò äà áúäàò çàïúëíåíè ñ íóëè è åäèíèöè ïî 24 = 16 ðàçëè÷íè íà÷èíà,
âñåêè îò êîéòî ñúîòâåòñòâà íà åäíà îò òúðñåíèòå ðåëàöèè:
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Îïðåäåëåíèå 4, Çàäà÷à À, Çàäà÷à Á è Çàäà÷à Â ñà ìàòåðèàë èçâúí ìàòåðèàëà çà êóðñà
è ñà ïðåäíàçíà÷åíè çà ñòóäåíòè ñúñ ñïåöèàëåí èíòåðåñ êúì äèñêðåòíàòà ìàòåìàòèêà.

Îïðåäåëåíèå 4 (êîìïîçèöèÿ íà ðåëàöèÿ ñúñ ñåáå ñè). Íåêà R å ðåëàöèÿ íàä ìíîæåñòâî A.

Ðåëàöèÿòà R ◦ R äåôèíèðàìå òàêà:

R ◦ R = {(a, b) | ∃c ∈ A(aRc ∧ cRb)}

Ñòåïåíèòå íà ðåëàöèÿòà R äåôèíèðàìå òàêà:

R1 = R

∀n ∈ N+ : Rn+1 = Rn ◦ R

Ðåëàöèèòå R1 = R, R2, R3 è ò. í. ñå íàðè÷àò ñòåïåíèòå íà R.
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Çàä. À Íåêà R ⊆ I4 × I4 å äåôèíèðàíà òàêà: R = {(1, 1), (2, 1), (3, 2), (4, 3)}. Íàìåðåòå Rn çà
n ∈ N+.

Ðåøåíèå: Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å

R = {(1, 1), (2, 1), (3, 2), (4, 3)}

R2 = {(1, 1), (2, 1), (3, 1), (4, 2)}

R3 = {(1, 1), (2, 1), (3, 1), (4, 1)}

R4 = {(1, 1), (2, 1), (3, 1), (4, 1)}

Òúé êàòî R4 = R3, î÷åâèäíî ÷å R5 = R4, R6 = R5, è ò. í. Ñëåäîâàòåëíî,

∀n ∈ N(n > 4 → Rn = {(1, 1), (2, 1), (3, 1), (4, 1)})

�

Çàä. Á Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêà ðåëàöèÿ A ⊆ A × A, R å òðàçèòèâíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî ∀n ∈ N+(Rn ⊆ R).

Ðåøåíèå, ÷àñò I: Íåêà R å òðàíçèòèâíà.

Ùå äîêàæåì ïî èíäóêöèÿ, ÷å ∀n ∈ N+(Rn ⊆ R). Áàçàòà å çà n = 1: î÷åâèäíî, R1 ⊆ R.
Äà äîïóñíåì, ÷å Rn ⊆ R. Ùå äîêàæåì, ÷å Rn+1 ⊆ R. Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëåí åëåìåíò
(a, b) ∈ Rn+1. Ñúãëàñíî Îïðåäåëåíèå 4, ∃x ∈ A

(
(a, x) ∈ Rn ∧ (x, b) ∈ R

)
. Îò èíäóêòèâíàòà

õèïîòåçà çíàåì, ÷å Rn ⊆ R. Ñëåäîâàòåëíî, (a, x) ∈ R. Ùîì (a, x) ∈ R è (x, b) ∈ R, òî (a, b) ∈ R,
òúé êàòî R å òðàíçèòèâíà. Äîêàçàõìå, ÷å ùîì äàäåí åëåìåíò å â Rn+1, òî òîé å è â R.

Ðåøåíèå, ÷àñò II: Íåêà ∀n ∈ N+(Rn ⊆ R).

Ùå äîêàæåì, ÷å R å òðàíçèòèâíà. Òúé êàòî ∀n ∈ N+(Rn ⊆ R), â ÷àñòíîñò R2 ⊆ R. Äà
ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíè åëåìåíòè îò A, äà ãè íàðå÷åì a, b è c. Íåêà (a, b) ∈ R è (b, c) ∈ R.
Ñúãëàñíî Îïðåäåëåíèå 4, èçïúëíåíî å (a, c) ∈ R2. Íî R2 ⊆ R. Ñëåäîâàòåëíî, (a, b) ∈ R. �

Çàä. Â Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêà ðåëàöèÿ A ⊆ A×A, àêî R å ðåôëåêñèâíà è òðàçèòèâíà, òî
∀n ∈ N+(Rn = R).
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